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Résumé— Ce papier a pour but de donner une vue générale
des différents résultats récemment obtenus sur la stabilisa-
tion interne des systémes linéaires de dimension infinie. On
s’attachera a faire ressortir les principales idées plus que la
technique utilisée. En particulier, nous donnerons des condi-
tions nécessaires et suffissantes a la stabilisation interne et a
P’existence de factorisations doublement copremiéres faibles
ou fortes. Nous caractériserons alors les algébres de systémes
SISO stables A sur lesquelles tout systéme — défini par une
matrice de transfert & coefficients dans le corps de fractions
K = Q(A) de A — est stabilisable de maniére interne ou admet
des factorisations doublement copremiéres faibles ou fortes.

Mots-clés— Approche fractionnaire des problémes de
synthése, stabilisation interne, factorisations copremiéres a
gauche/droite/doublement, contrdleurs stabilisants, stabili-
sation forte/simultanée, théorie des modules, domaines de
Sylvester cohérents/Priifer/Bézout, rang stable.

I. INTRODUCTION

Dans cette derniere partie du papier “Une approche
de la stabilisation interne par 'analyse algébrique” [12],
[13], nous exposons quelques résultats nouveaux sur la sta-
bilisation forte (stabilisation d’un systéme & laide d’un
controleur stable) et simultanée (stabilisation de plusieurs
systémes par un méme contréleur) [2], [22]. Ces résultats
sont basés sur une forme canonique que possedent certains
controleurs stabilisants. Cette forme canonique dépend
d’un entier positif qui est & un invariant de I'anneau A
de systémes SISO stables, appelé rang stable de A [1]. En
utilisant un résultat de S. Treil sur le rang stable de Ho, (D)
[19], nous montrons que tout systéeme MIMO — défini par
une matrice de transfert a coefficients dans le corps de frac-
tions de Hoo(C4) — est fortement stabilisable. De maniére
équivalente, tout couple de systemes stabilisables peut tou-
jours étre stabilisé simultanément par un méme contréleur.
Finalement, en utilisant un résultat de D. Sudrez sur le rang
stable topologique de Ho, (D) [18], nous montrons que tout
systeme SISO — défini par une fonction de transfert dans le
corps de fractions de H,,(C4) — est aussi proche que 1'on
veut d’un systéme stabilisable. Pour plus de détails sur ces
résultats, nous renvoyons le lecteur & [14].

II. RANG STABLE D’'UN ANNEAU COMMUTATIF

Nous renvoyons le lecteur & [12], [13] pour les notations,
certaines définitions ainsi que pour une description de [’ap-

proche fractionnaire des problémes de stabilisation que nous
adoptons ici. Soit A un anneau integre commutatif et

K=QA) ={n/d | 0#4d, nec A}

son corps de fractions.
Définition 1: Un vecteur a = (ay : ... : a,) € A™ est dit
unimodulaire s'il existe b = (by : ... : b,)T € A" tel que :

n
<a,b>= E a; b; = 1.
i=1
Ainsi, un vecteur est unimodulaire ssi il admet un inverse
a droite.

Ezemple 1: — Considérons A = RH., [12], [22]. Le
2
vecteur (% : ﬁ) € A? est unimodulaire car :
52+35+1
((8—1)2 . s ) (§+1)2 =1
(s+1)2 * (s+1)2 352410543 -
(s+1)2

— Considérons 'anneau A = H(C,) [12]. Le vecteur

(1—e72: 14 e72%) € A? est unimodulaire car :
3+42¢72°
(1—e"25: 14e29) —14—22@*25 =1.
2
— Considérons A = R[s] et le vecteur (s: s*>+1) € A.

Ce vecteur est unimodulaire car s (—s) + (s> +1) = 1.
Nous noterons par U, (A) Pensemble des vecteurs uni-
modulaires de A™. En particulier, nous avons

Ui(A)={ac Alat e A},

c-a-d, Uy (A) est le groupe des unités de A.
Définition 2: Un vecteur (ay : ... : ap) € A™ est dit
stable s'il existe (by :...:b,_1)T € A"~ tel que :

(al +bran:...iap_1+by an) S Un—l(A)
Notons que le mot stable sera utilisé a la fois pour désigner
la stabilité des systémes (stabilité interne) mais aussi
en tant que noms de certains concepts algébriques (vec-
teurs/matrices/rangs stables) : ces deux sens différents ne
doivent pas étre confondus par la suite.



Remarquons qu’un vecteur stable de A™ est unimodu-
laire. En effet, si I’'on note par (¢; : ... : ¢,—1) Uinverse a

droite de (a1 + b1 an i ... ap—1 + by_1ay), alors :

n—1 n—1 n

Z(ai +biay)c=1< Zaici + ay, <Zbici> =1.

i=1 i=1 i=1

Ezxzemple 2:  — Reconsidérons le premier vecteur uni-

modulaire de 'Exemple 1. Ce vecteur est stable car :

(s—1)* s _
G2 +4 GHZ — 1e Ul(A)

— Reconsidérons le second vecteur unimodulaire de
I’Exemple 1. Ce vecteur est aussi stable car :

(1—e2) 4+ (14e72%) =2 € Uy (A).

— Le dernier vecteur (s : s*+ 1) de ’Exemple 1 n’est
pas stable car, pour tout p € A, le degré du polynéme
s+p(s) (s>+1) est au moins égal & 1 et Uy (A) = R\ 0.
Mais, le vecteur symétrique (s>+1 : s) € A? est stable
car nous avons (s? + 1) + s(—s) =1 € Uy (A).

Définition 3: [1], [21] On appelle rang stable sr(A) de A
le plus petit n € NU{+oo} tel que tout vecteur de U,,41(A)
est stable.

Ainsi, sr(A) = 2 signifie que tout vecteur unimodulaire
de A" est stable, Vr > 3, mais qu’il existe au moins un
vecteur unimodulaire de A% qui ne l'est pas. sr(4) = 1
signifie que tout vecteur unimodulaire de A" est stable,
Vr > 2. En particulier, pour tout vecteur unimodulaire
a = (a1 : ag) de A2, il existe b € A tel que a; + bay soit
inversible dans A, c-a-d (a1 + bag)™! € A.

Théoréme 1:  — [19] Nous avons sr(H (D)) =1, d’oti :

st(Hoo(Cy)) = 1.

— [1] Si A est un domaine de Dedekind, c-a-d un do-
maine de Priifer noethérien [11], [13], alors nous avons
sr(A) < 2. En particulier, tout anneau principal a un
rang stable au plus égal a 2.

[6] st(R[z1,...,2,]) =n+ 1.

— [10] st(E(k))=1,si k=C, et 2,si k =R.

[8] Si A est un domaine intégre ayant une dimension
de Krull égale & d, alors sr(A) < d+ 1.

Corollaire 1: Nous avons sr(RHo) = 2.

Preuve : Nous savons que RH,, est un anneau eucli-
dien, donc principal [22]. Par le Théoréme 1, nous avons
st(RHy) < 2. Finalement, si ’on utilise une factorisation
doublement copremiere p = n/d (0 # d, n € A) d’une
fonction de transfert p € K = Q(A) (c’est toujours pos-
sible grace au Théoreme 6 de [13]), alors (d : —n) est un
vecteur unimodulaire. Cependant, si p ne satisfait pas la
condition d’interlacement [2], [22], alors nous savons qu’il
n’existe pas d’élément y € A tel que d—yn € Ui (A). Donc,
le vecteur (d: —n) n’est pas stable, d’out sr(RH,) = 2.

Définition 4: — [7] On dit qu'un anneau A satisfait

unit 1-stable range si :

Va=(ay: az) € A%, b€ Ui(A): a1 +bay € U (A).

— [4], [20] Un anneau est n-fold si, pour tout n-uplet de
vecteurs de la forme a' = (a} : a}) € A?, il existe
be Atel que al +bal € Ui(A), 1 <i<n.

Les dénominations francaises de ces deux termes me sont
inconnues. Nous avons : A est 1-fold ssi sr(A) = 1. Si A est
2-fold, alors, pour u € Uy (A), nous avons :

. ) al—l-bag €U1(A)7
V(a1: a2) € Uz(A), Jbe A { 04+ bu e Ui(A),

c-a-d b € Uy (A), et donc, A satisfait unit 1-stable range.

III. RANG STABLE D’'UNE MATRICE

Dans toute la suite, nous noterons par col(R; : ...: Rp)
la matrice R € A7%P dans la premiere colonne est Ry, la
deuxiéme est Ry , ..., la derniere est R, (U'entier g étant
fixé une fois pour toute).

Définition 5:  — [5], [9] Une matrice R € AT*? est uni-

modulaire s’il existe une matrice S € AP*4 telle que :

RS =1,

— [5], [9] Une matrice unimodulaire R € A%*P est k-
stable 8'il existe un (p—k)-uplet (¢;)1<i<p—i d’eléments
du A-module

k
Rp_k+1A+...+RpA = {ZRP—k"ri b; | b; € A} (1)

=1

telle que la matrice col(Ry +¢; : ...
unimodulaire.

Remarque 1: Siune matrice R € A7*P est unimodulaire,
alors R est de rang ¢ car les ¢-lignes sont A-linéairement
indépendantes (si A € A9 tel que AR = 0 = ARS =
A= 0). Ainsi, A7 R C AP est un A-module libre défini par
les lignes de R, d’'ou 1 < ¢ < p.

Lemme 1: [14] Une matrice unimodulaire R € A7*P est
k-stable ssi il existe une matrice Tj, € A**P=%) telle que

t Rp_i +cx) est

R =col(Ry:...: Rp_g) + col(Rp—pt1:-..: Ryp) Ty
soit une matrice unimodulaire.

Preuve : = Si R est k-stable, alors il existe un (p — k)-
uplet (¢;)1<i<p—k d’éléments du A-module (1) tels que la
matrice col(Ry1 +e¢1 : ... : Rp_k+cx) est unimodulaire. Par
définition des ¢, il existe b;; € A tel que :

k
¢i =Y Ry ki bipiti):

=1
Par substitution, nous obtenons alors

col(Ri+ci:...: Ry +cp)
=col(Ry:...: Ry_g) +col(Rp_pt1:...: Rp) Tk,
ott la matrice T}, € A**(P=Fk) est définie par :

bip—k+1)  D2(p—k+1) b(p—k)(p—k+1)

Ty =

bip bap b(p—k)P

< Les colonnes ¢; de la matrice col(Rp_g+1 : ... : Rp) Tk
appartiennent toutes au A-module (1). Donc, Ry est de la
forme col(R1 +¢1:...: Ry + ci). D’ott, R est k-stable.



t

Ezxemple 3: Considérons A = RH, et la matrice :

s—1 0 _ 1
R:( sTl s s+1 >€A2X3.
s+1 _s+1 0

Alors, la matrice suivante

0 1 s+2 1
) (Tp ) s en= (1
7s+1 O m 7s+1

est inversible. Ceci montre que R est 1-stable.

w
==

s+1

IV. STABILISATION FORTE, SIMULTANEE ET BISTABLE

Nous renvoyons & [13] pour un aper¢u des différents

résultats sur la stabilisation interne.

Définition 6:  — [22] Un systéme, défini par une ma-
trice de transfert P € K9P est dit fortement sta-
bilisable s’il existe un controleur stabilisant C' de P qui
est stable, c-a-d C' € AP—D*q,

— [22] Deux systemes, définis par des matrices de trans-
fert Py, P, € K9(®=9 sont simultanément stabili-
sables §'il existe un controleur C' € K®~9%¢ qui sta-
bilise a la fois P; et Ps.

— Un systéme est bistablement stabilisable s’il existe un
controleur stabilisant de la forme C € Uy (A)P—9)xq,

Dans toute la suite du papier, nous utiliserons essentielle-

ment des matrices de transfert possédant des factorisations
copremieres a gauche. Des résultats tout a fait similaires
peuvent étre obtenus pour des matrices de transfert ayant
des factorisations copremieres a droite. Par manque de
place, nous laissons le soin au lecteur d’écrire ces résultats.
Rappelons le résultat suivant venant du Corollaire 2 de [13].

Proposition 1: [22] Soit P € K%*(®~9) une matrice de

transfert possédant une factorisation copremiere a droite :

=D-!N,

P (D: —N) € A9*P,
DX -NY =1,

(XT . YT)T € Arxa,

Alors, C =Y X! stabilise de maniere interne P.
Remarque 2: Notons que 'on peut vérifier directement
ce résultat en calculant :

I,=PC =I,—DNYX"!
=D ' (DX-NY)X!=(XD)!
(I, —PC)™' = X D € A9%q,

(I, - PC)™'P=XN ¢ Arx(r=a),
C(l,— PC)' =Y D e Ar-0xa,
C(I,—PC)"'P=Y N g Ar-xp=a),

Alors, C stabilise de maniere interne P car nous avons :
-P XD XN

-1
lq = € APXP,
-C I, YD I, ,+YN

Théoréme 2: Un systeme P € K9*(P~9) est fortement
stabilisable ssi P possede une factorisation doublement co-
premitcre P = D"'!N = N D! telle que les matrices
R=(D: —N) € A7 ¢t (DT : NT) € AP—0xa sont
respectivement (p — q) et g-stables.

Preuve : = Supposons qu’il existe un controleur stable C' €
A(P=9)%4a quj stabilise de maniére interne P. En particulier,
nous avons (I, — PC)™' P = X € A7(P=9)_d’on

I,_4+CX

=Iq+C(I,—PC) ' P= (I, —CP)",

c-a-d I,_q — C' P est une matrice inversible. Nous avons

(I, -PO)y'=XeP=XI,_,+CX)*
et donc, P possede une factorisation copremiere a droite
(—CX + (I,- 9 + CX) = I,_,) et la matrice définie par
(Iy—g +CX)T: XT) e Alr— qup est ¢-stable.

Le fait que C' est un controleur stabilisant de P implique :

(I, -PC)Y'P=P(, ,—CP) ' =Y € AP0,

Or, nous avons

I,+YC=1,+P(I,—q—CP)'C=(,-PC)"!

c-a-d I; +Y C est une matrice inversible. Nous avons :

P(I,-CP)y'=Y&P=(,+YC)"!
P = (I, + YC)7'Y est une factorisation copremiere a
gauche de P et (I, +Y C: =Y) € AT*P est (p — q)-stable.
< Supposons que P possede une factorisation co-
premiere & gauche P = D™! N telle que (D : —N) € A?%P
soit g-stable. Alors, il existe une matrice Ty € AP~—9)xq
telle que D — NT; € GL4(A). Par la Proposition 1, nous
obtenons que le controleur C' =T} € AWP=9x4 gtabilise de
maniere interne P, c-a-d P est fortement stabilisable.

V. STRUCTURE GENERALE DE CERTAINS CONTROLEURS
STABILISANTS

Le résultat suivant permet d’obtenir une forme cano-
nique pour certains controleurs stabilisants.

Théoreme 3: Soient A un anneau de systémes SISO
stables, K = Q(A) son corps de fractions et une matrice
de transfert P € K7<(P~49) possédant une factorisation co-
premiere & gauche P = D! N.Si R= (D: —N) € A9*?
est une matrice k-stable avec r = p — g — k > 0, alors il
existe deux matrices

T, € Akxq,
EA}’CXT7

telles que le controleur C, défini par

oo (niflien) B

stabilise de maniére interne le systéme P = D~! N. De
plus, C,. = VU1 € K™%4 est un controleur qui stabilise

(3)

VUt

T+ T, (VU- 2)

P.=(D—-AT) (N, + ATy) € K%,

ou nous avons utilisé les notations suivantes :

R=(D: —N)=col(Ry:...: Ry) € A7*P,
N = (N, : A) € A=) 4
N, = —col(Rg41:...: Rp_i) € AT*T, (4)
A= —col(Rp_gi1:...: Rp) € ATF
Preuve : Par hypotheése, P = D~! N est une factorisation
copremiere & gauche de P. Donc, R = (D : —N) € AP

admet un inverse a droite, c-a-d R est unimodulaire. Par
hypothese, R est k-stable, et donc, par le Lemme 1, il existe
T;, € AF*(P=F) tel que la matrice

Ry =col(Ry:...:

Rp_k-) =+ COl(Rp_k+1 . Rp) Ty (5)



est unimodulaire. Appelons S, € AP=%)X¢ yn inverse &
droite de Ry, c-a-d :

(col(Ry:...: Rp—g) + cOl(Rp—pg1: ... Rp) Tx) Sk = 1.

Donc, nous avons :

Si 'on note S = (UL : VI)T avec U € A9 et V € A",
alors nous obtenons :

1%
DU-N ( Tksk)—lq.

Par la Proposition 1, le controleur C, défini par

vu-!
_ 4 1
C_(Tksk>U o Tk<U>U1
\%
VU1
_( VUt
I, T\ T+, (VUTY )
T ( vu-! >

o Ty, = (T : Ty) avec T € A¥*9 and Ty, € A**", stabilise
de maniére interne P = D! N.
Finalement, en utilisant les notations (4), nous avons :

Rk COl(Rl Tt Rp—k) —A (Tl : Tg),
(col(Ry:...: Ry) — ATy :
COI(R(H_l Deaad Rp—k) - ATQ),

= (D—ATy: —(N, +ATy)).

Nous avons Ry, S, = I, et donc, par la Proposition 1, nous
obtenons que C,. = V U~! est un contréleur stabilisant du
systeme P. = (D — ATy)" (N, + ATy).

FEzxzemple 4: La matrice de transfert

1
P = ( STl
s(s—1)

admet une factorisation copremiere a gauche suivante :

() ()

Par 'Exemple 3, nous savons que R = (D : —N) € A?*3
correspondante a la factorisation (6) de P, est l-stable.
Donc, d’apres le Théoreme 3, nous savons qu’il existe un
controleur stabilisant stable C'de P (r =3 -2 —1 = 0),
c-a-d P est fortement stabilisable. Grace au Théoreme 3 et
a ’Exemple 3, un tel controleur stabilisant est défini par :

) € R(s) = Q(RH..)

®»

i

»

__S_
s+1

C=-(3:1).

Je ne sais actuellement pas s’il existe un moyen de
déterminer les anneaux A pour lesquels il existe des al-
gorithmes permettant de :

— reconnaitre si une matrice unimodulaire R € A9*P est

k-stable,

— déterminer les matrices T, = (Th : Th) € A1*(p—k)

telles que Ry, définie par (5), soit unimodulaire.

Dans quelles mesures, ces deux questions sont-elles en
général décidables ou non?

Cependant, pour le premier point, nous verrons au Co-
rollaire 2 qu’il est toujours possible de déterminer un k,
en fonction du rang stable sr(A) de A, tel que toute ma-
trice de la forme R € A9*P soit au moins k-stable. Ainsi,
pour une matrice R € A?*P donnée, le k obtenu au Co-
rollaire 2 n’est généralement pas le meilleur possible, c-a-d
le rang stable de A permet seulement d’obtenir une borne
inférieure du plus grand k pour R. Pour le second point,
sous une certaines conditions données dans la proposition
suivante, il est possible de déterminer certains T}, en exploi-
tant le fait que le systéme P,., défini par (3), ressemble &
une paramétrisation de Youla-Kuéera du systeme D~1 N,.

Proposition 2: Soit P € K9 (P~9 yne matrice de
transfert possédant la factorisation copremiere & gauche
P = D7!N telle que la matrice R = (D : —N) € A%P
est k-stable. Notons :

R=(D: -N)=col(R, : ...: R,) € AT*P,
N, = —col(Rgy1:...: Rp—g) € AT,

Si la matrice de transfert P, = D~! N, possede la factori-
sation doublement copremiere suivante

D —N, X N,
v x J\y p )7l 0
alors, si ’on note
\/ };1 rXq Vv kxq V7 (r—k)xq
= Y, €A™, Y, € A1, Yo e A ,
% Xl T kxr v (r—k)xr
X =- I EA™T X1 € AT Xo € A ,
2

un controleur stabilisant de P = D! N est défini par :
- Sik<r=p—qgq—-k&p—qg>2k,alors:

Yy X! )

o— ) . lr=p—q—k
Vit X (Y XY

Tk
- Sik>r=p—qg—ksp—q<2k, alors:

i Yle I
- [(1):(F)oen)

Preuve : Par hypothese, le systeme P, = D™! N,. € K9*"
est stabilisable par le contréleur C, = Y X~!. Si l'on
considere C, comme un nouveau systeme, alors, grace a
(7), tous les controleurs stabilisants C,. sont de la forme

P(Q)=(D-QY)™ (N, - QX),

ou ) € AT*" est le degré de liberté de la paramétrisation
de Youla-Kucera de C,.
— Si k < r, en choisissant Q@ = (A : 0) € A9 avec
A = —col(Rp_pt1:...: Ry) € APF alors :

QY =AY,
QX =-AX,.

Donc, C, = Yle est stabilis¢ de maniere interne
par P, = (D — AY;)™! (N, + A X1). En échangeant le



role de C, et de P,, alors P, est stabilisé par C,.. Le
résultat découle alors du Théoreme 3 si 'on choisit :

V=Y U=X, Th'=Y), T»=X;.

— Sik >r,silon note A = (A1 : Ag), avec Ay € ATXT
et Ay € A7("=F) alors le controleur

P.(A)=(D—AY) (N, — AL X)
stabilise de maniére interne C,.. Or, nous avons :
Y\ ! X
Po(Ay) = (D—A ( )) (NT+A ( - ))
0 0
Le résultat découle alors du Théoréeme 3 si I’on choisit :
-X
0 .
On peut aussi vérifier la Proposition 2 par le calcul :

Lo XD XN
—C IP—q

—1
> = Y D Y N ,
0 IP*q + 0
avec

rl ( YD ) € Alr—a)xa r] ( YN ) c AP~ x(p—q)

V=Y, U=X, T1<§), T2_<

T\ 0 kT 0

VI. STRUCTURE CANONIQUE DE CERTAINS
CONTROLEURS STABILISANTS BASEE SUR LE RANG
STABLE

Définition 7: Soient p, q € Z4 tels que 1 < g < p. Nous
dirons que A satisfait sry(g,p, A) si toute matrice unimo-
dulaire de la forme R € A?*P est k-stable.

S’il n’y a aucun risque de confusion quant a ’anneau
considéré, nous noterons alors sri(g,p) pour sri(g,p, A).
Remarquons que si sr(A) = n, alors A satisfait sr1(1,n+1).

Théoréme 4: [9], [21] Nous avons :

1. sri(1,n) & sri(l,m), V'm > n,
2. sr1(1,n) esrp(l,n+k—-1),VE>1,
3. srp(l,n) & srp(m,n+m—1),Vvm > 1.

Les deux premiers résultats du Théoréeme 4 sont assez
simples a prouver. La seule réelle difficulté est I'implication
= du dernier point. Nous avons alors le corollaire suivant.

Corollaire 2: Soit A un anneau tel que sr(4) < +oc.
Alors, A satisfait sr,__s(a)41(q,p) pour p, ¢ € Zy tels
que p — g > sr(A). En particulier, pour toute matrice uni-
modulaire R = col(R; :...: Rp) € ATP, il existe

Top(ay € AP—a—SH A+ X (asr(4)—1)
tel que
Rsr(A)

= COI(R] [ Rq+ST(A)71) (8)
+COI(Rq+Sr(A) R Rp) Tsr(A)

soit une matrice unimodulaire.

Preuwve : Si sr(A) = n, alors A satisfait sri(1,n + 1),
et donc, par le premier point du Théoreme 4, A satisfait
sr1(1,m) pour tout m > n+ 1. Par le 2 du Théoréme 4, A
satisfait sr; (1, m+k—1) pour tout k£ > 1. Finalement, par le

dernier point du Théoreme 4, A satisfait sty (I, [+ m—+k—2)
pour tout k, I > 1et m>n+ 1.

Maintenant, considérons p, ¢ € Z; tels que p—g > sr(A).
Définissons k = p — ¢ —sr(A) + 1 > 1. Alors, nous avons

p=q+(sr(A)+1)+(p—q—sr(4)+1)—2,
et si 'on note
l=q>1, n=sr(A), m=sr(4A)+1, p=Il+m+k-—2

alors, A satisfait sry, (1, [+m+k—2), c-a-d st s (4)41(¢, D).
Donc, par le Lemme 1, pour toute matrice unimodulaire
R=col(R;:...: Ry) € AT*P il existe

Tsr(a) € Ap—g—sr(A)+1) X (g+sr(A)—1)

tel que nous avons (8).
Nous obtenons alors le corollaire du Théoreme 3 suivant.
Corollaire 3: Soit P € K7*(P~% yne matrice de trans-
fert admettant une factorisation copremiere a gauche de la
forme P = D~! N et telle que p—q > sr(A). Alors, il existe
deux matrices

Ty € Ap—a—sr(A)+1)xq
Ty € Ar—a=st(A)+D)x (sr(A)~1) (9)

telles que le controleur C, défini par
Isr(4) -1
Ip—qg—sr(4)+1

¢ = ( T +‘1/“2U(1_/1U‘1) )
(10)

stabilise de maniére interne le systtme P = D! N. De
plus, Cga)-1 = VU~! est un controleur stabilisant de
Psr(A)fl = (D — ATl)_l (Nsr(A)fl + ATQ), ou :

R=(D: —N)=col(Ry:...: Ry) € AT*P,
N = (Nsr(A) : A)’ (11)
—4Vsr(A)—-1 = COI(Rqul B Rq+sr(A)—1)a
—A = COI(Rq+Sr(A) et Rp),
Preuve : Grace au Corollaire 2, toute matrice R € A?*P

est k = p — q — sr(A) + 1-stable. Le résultat découle alors
simplement du Théoreme 3.

Alors, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 4: Sisr(A) = 1, alors, tout systéme, défini par
une matrice de transfert P € K9%(P~%9 admettant une fac-
torisation copremiere a gauche, est fortement stabilisable.
De plus, tout couple de systemes, définis par des matrices
de transfert Py, P, € K ax(pP=9) ot admettant des factori-
sations doublement copremieres, est simultanément stabi-
lisable [2], [22] .

Nous obtenons alors les corollaires suivants.

Corollaire 5: Tout systeme stabilisable, défini par une
matrice de transfert P a coefficients dans le corps de frac-
tions de A = H(C,.), est fortement stabilisable. De plus,
tout couple de systemes stabilisables, définis par des ma-
trices de transfert Py, P, € K7¢®=9 on K est le corps de
fractions de Hoo(C ), est simultanément stabilisable.

Preuve : Ces résultats découlent du Corollaire 4, de
st(Hwo(C4)) = 1 (voir le Théoreme 1) et du fait que tout
systeme stabilisable, défini par une matrice de transfert
P e K9*#=9) ayec K = Q(Ho(C,)), admet des factorisa-
tions doublement copremiere (voir le Théoréme 3 de [12]).



Corollaire 6: Tout systéme, défini par une matrice de
transfert P € K7¢(P~9 avec K = Q(RH.), a un
controleur stabilisant de la forme suivante :

C_ ( VU1 ) 11

o T+, (VU Ip—q-—1

Proposition 3: 1. Si A satisfait unit 1-stable range, alors

tout systeme SISO — défini par une fonction de transfert

p =n/d (0 # d,n € A) — admettant une factorisation
copremiere est bistablement stabilisable.

2. Si A est n-fold, alors tout m-uplet de systemes SISO
— définis par des fonctions de transfert p;, = n;/d; (0 #
di,n; € A), 1 < i < n — admettant des factorisa-
tions copremieres est simultanément stabilisé par un méme
contrdleur stable.

Preuve : 1. Soit p € K un systeme admettant une facto-
risation copremiére p = n/d avec dx —ny = 1, z,y € A.
Donc, (d : —n) est unimodulaire. En utilisant le fait que
A satisfait unit 1-stable range, alors il existe u € Uy(A)
tel que d —nu € Uy(A4), et done, ¢ = u € Uy(A) est un
controleur stabilisant bistable.

2. Soit 1 < i < n. Considérons n systemes p; € K
admettant des factorisations copremieres p; = n;/d; avec
dixi —n;y; = 1, x;,y; € A. Les matrices (d; : —n;) sont
unimodulaires. Puisque A est n-fold, alors il existe y € A
tel que d;—n;y € Up(A) pouri =1,...,n. Ainsi,c=y € A
est un contréleur stable qui stabilise simultanément les n
systemes p;.

VII. RANG STABLE TOPOLOGIQUE

Définition 8: [16] Soit A une algebre de Banach [12]. On
appelle rang stable topologique tsr(A) de A le plus petit
n €N U {400} tel que U, (A) est dense dans A™.

Proposition 4: Si A est une algebre de Banach telle que
tsr(A) = 2, alors tout systeme SISO — défini par une fonc-
tion de transfert p = n/d (0 # d, n € A) — est aussi proche
que 'on veut d’un systeéme possédant une factorisation dou-
blement copremiere (et donc stabilisable).

Preuve : Considérons un systéme SISO défini par une
fonction de transfert p = n/d € K (0 # d,n € A). Par
hypothese, nous avons tsr(A4) = 2. Nous avons donc :

. o lld=della<e,
Ve>0, 3(de: ne) € Usg(A): { In—nfa<e
De plus, le fait que (de : n.) € Uz(A) signifie qu’il existe
(ve : ye) € A? tel que d. . — ncy. = 1. Donc, p. = n./d.
admet des factorisations doublement copremieres.

Théoréme 5: [18] tsr(Hy(Cy)) = 2.

Puisque A = Ho(C4) n’est pas un domaine de Priifer
[13] (Hx(C4) est un domaine de Sylvester cohérent [12]),
nous savons qu'un systeme SISO n’est pas généralement
stabilisable de maniére interne (voir le Théoréme 5 de [13]).
Cependant, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 7: Tout systeme SISO — défini par une fonc-
tion de transfert p = n/d (0 # d, n € Hyo(C4)) — est tel
que V € > 0, il existe un systeéme p = n/de € K(Hx(Cy))
(0 # de, ne € Hyo(Cy)), admettant une factorisation dou-
blement copremiere, qui est tel que :

[d—delloo <€ [[n—nc|oo<e

VIII. CONCLUSION

L’introduction du concept de rang stable dans 1’étude
de la stabilisation forte et simultanée semble apporter des
nouveaux résultats. Nous renvoyons le lecteur intéressé a
[14] pour plus de résultats et d’exemples. Par manque de
place, il n’a pas été possible de parler du lien entre le rang
stable et la K-théorie [17] (le rang stable a été introduit par
H. Bass pour stabiliserle calcul du groupe K;(A) [1]). C’est
en essayant d’écrire les différents problemes de stabilisation
dans le langage de la K-théorie que nous avons récemment
réalisé I'intérét de ce concept (voir [15]).
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