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Résumé— Ce papier a pour but de donner une vue générale
des différents résultats récemment obtenus sur la stabilisa-
tion interne des systémes linéaires de dimension infinie. On
s’attachera a faire ressortir les principales idées plus que la
technique utilisée. En particulier, nous donnerons des condi-
tions nécessaires et suffissantes a la stabilisation interne et a
P’existence de factorisations doublement copremiéres faibles
ou fortes. Nous caractériserons alors les algébres de systémes
SISO stables A sur lesquelles tout systéme — défini par une
matrice de transfert & coefficients dans le corps de fractions
K = Q(A) de A — est stabilisable de maniére interne ou admet
des factorisations doublement copremiéres faibles ou fortes.

Mots-clés— Approche fractionnaire des probléemes de
synthése, stabilisation interne, factorisations copremieéres a
gauche/droite/doublement, contrdleurs stabilisants, stabili-
sation forte/simultanée, théorie des modules, domaines de
Sylvester cohérents/Priifer/Bézout, rang stable.

I. INTRODUCTION

Un des problemes importants de I’automatique est celui
du calcul des controleurs qui stabilisent un systeme a la fois
instable et incertain et qui optimisent les performances du
systéme en boucle fermée (par exemple, minimisation de
la matrice de sensibilité au sens de H.,, optimisation des
performances au sens Hy, rejet des perturbations...). Dans
les années 80, pour la classe des systemes de dimension
finie (c-a-d définis par des systémes linéaires d’équations
différentielles), ce probléeme a pu étre formalisé dans un
cadre mathématique unique appelé commande robuste.

La possibilité de généraliser les différents résultats de
la commande robuste aux systémes de dimension infi-
nie (systémes & retards, équations aux dérivées partielles,
équations aux dérivées fractionnaires...) s’est alors posée
en théorie et en pratique. Afin de traiter dans un cadre
unique les différentes classes de systémes (dimension finie
et infinie), M. Vidyasagar a introduit l'idée de représenter
les classes de systeémes SISO (single input single output)
comme le corps de fractions d’une algebre A de systémes
SISO stables [4], [19]. Des exemples classiques de telles
algebres A de systemes SISO stables sont 1’algebre de
Banach H.(C;) des fonctions analytiques dans le demi-
plan droit C; = {s € C | Res > 0} qui sont bornées
pour la norme | f [[oo= sup,ec, |f(s)], lalgebre de
fonctions rationnelles réelles propres et stables RH,, =
R(s) N Hoo(Cy), les algebres de systéemes BIBO (bound
input bound output) A = {f(t) + S aidi—, | f €
Ll(R+), (a,;),;zo € ll(Z+), 0=ty <t <ty...,t; € R+}

et A = {f | f € A}, oh * dénote la transformée de
Laplace... Voir [2], [3], [4], [19] pour plus de détails et
d’exemples. L’idée de M. Vidyasagar a permis de refor-
muler les concepts de stabilisation interne, forte ou simul-
tanée, de la paramétrisation des controleurs stabilisants,
des métriques de la robustesse (métriques du graphe, v-
gap)... en termes de propriétés de certaines matrices & co-
efficients dans 'anneau A [3], [19]. Cette approche, appelée
représentation fractionnaire des problemes de synthése, a
unifié dans un cadre commun de nombreux problémes liés
a la stabilisation par feedback et a donné pour certains
d’entre eux des réponses générales.

Cependant, la stabilisation des systemes de dimension in-
finie fait appel & des anneaux tels que Ho(C4), A ou € [§]
qui, du point de vue algébrique et analytique, sont beau-
coup plus complexes que 'anneau RH.,, utilisé pour les
systemes de dimension finie. De ce fait, il reste encore des
questions ouvertes au sujet de la stabilisation des systemes
linéaires de dimension infinie. Le but de ce papier est de
répondre aux questions suivantes :

1. Existe-t-il des conditions nécessaires et suffisantes a la
stabilisation interne?

2. Peut-on caractériser les algebres A telles que tout
systeme — défini par une matrice de transfert a coefficients
dans le corps de fractions K = Q(A) de A — est stabilisable
de maniere interne ?

3. Quand peut-on paramétriser tous les controleurs stabili-
sants d’un systeme a ’aide de la paramétrisation de Youla-
Kucera (paramétrisation affine en un degré de liberté) ?

4. Existe-t-il une forme canonique des controleurs stabili-
sants permettant d’étudier la stabilisation forte (existence
d’un contrdleur stabilisant stable) ou simultanée (existence
d’un controleur stabilisant une famille de systeémes) ?

Pour cela, nous développerons une nouvelle approche de
la représentation fractionnaire des problemes de stabili-
sation basée sur une théorie mathématique appelée ana-
lyse algébrique. Cette approche utilise simultanément la
théorie des modules, I’algebre homologique et la théorie des
algebres de Banach. Finalement, nous montrerons comment
cette approche permet de généraliser a la fois les idées et
les résultats de [17] mais aussi ceux de [9], [15], [18].



II. PLAN

Ce papier suit le plan suivant. Dans la premiere partie,
nous développerons le concept de factorisation doublement
faiblement copremiere d’une matrice de transfert. Dans la
seconde partie [11], nous exposerons divers résultats récents
sur la stabilisation interne. Enfin, dans la derniere partie
[12], nous monterons l’existence d’une forme canonique de
certains controleurs stabilisants qui est intéressante pour
I’étude de la stabilisation forte et simultanée.

III. NOTATIONS

Dans tout le papier, A désignera un anneau integre (a b =
0, a # 0 = b = 0) commutatif avec une unité 1. Nous
noterons le corps de fractions de A par :

K=Q(A) ={n/d|0+dne A

De plus, A?9%P désignera ’ensemble des matrices de taille
g X p a coefficients dans A et GL,,(A) le groupe des matrices
n x n inversibles & coefficients dans A et I,, son unité. Nous
noterons la matrice transposée de R par RT. Par conven-
tion, tout vecteur d’une puissance de A sera toujours un
vecteur ligne. Si M et N sont deux A-modules, la nota-
tion M = N signifiera que M et N sont isomorphes en
tant que A-modules [1], [14]. Nous noterons souvent par
(a1y...,ay) lidéal Aay + ...+ Aa,. Finalement, tous les
systemes considérés ici sont linéaires et invariants dans le
temps. Le terme systéme devra donc étre pris dans ce sens.

IV. LA REPRESENTATION FRACTIONNAIRE DES
SYSTEMES ET THEORIE DES MODULES

Dans tout ce papier, nous adopterons ’approche de la
représentation fractionnaire des problemes de stabilisation
telle qu’elle est développée dans les références classiques [2],
[3], [4], [19]. Dans cette approche, la classe des systémes
SISO instables considérée est représentée par le corps de
fractions K = Q(A) = {n/d | 0 # d, n € A} d’une algebre
de systémes SISO stables telle que A = Ho(Cy) ou RH.

Ezemple 1: Soit A = RHy = {n/d | 0 # d,n €
R[s], degn < degd, d(s) = 0 = Res < 0} lalgebre des
fonctions rationnelles réelles propres et stables [19]. Le
systeme SISO p = 1/(s — 1) n’appartient pas a A (pole
instable en 1) mais & son corps de fractions K = R(s). En
effet, nous avons p = n/d avec :

d=(s—1)/(s+1) € A.

Un systeme MIMO (multi input multi output) est alors
défini par une matrice (de transfert) P & coefficients dans
K = Q(A). Tl est toujours possible d’écrire P € K9*(P~4)
sous la forme P = D" N = N D! avec :

R=(D: —N) e A7,
R=(NT: DT\ ¢ Av<(o-0),

{ n=1/(s+1) € A,

Par exemple, il suffit de prendre D = d I, et D = dI,_,, ot
d € A est obtenu en chassant les dénominateurs instables
de P.

Ezemple 2: Soit A = Hoo(Cy) et K = Q(A) son corps
de fractions. Alors, en chassant les dénominateurs instables

de la matrice de transfert suivante

P= ( s1 ) € K2 (1)
(s—1)2

®

®

nous obtenons P = D~! N ot la matrice R = (D : —N)
est définie par :
(s—1)2 0 _(s=e”*
R=| \*T Tl eare (2)

o

(g)z et
sT1 G11)2

Ainsi, dans l'approche fractionnaire des problemes de
stabilisation, au lieu d’étudier la fonction de transfert
P = D'N € K29 on préfere étudier le systeme
Dy = Nu,cadR(y: u)l =0. Dans cette approche, les
variables du systéme sont regroupées dans un seul vecteur
et I’étude des propriétés structurelles du systeme est basée
sur les propriétés algébriques et analytiques de la matrice
R [19]. Remarquons que cette approche s’apparente a I’ap-
proche comportementale développée par J. C. Willems [20].
Les propriétés algébriques de R (existence d’un inverse &
droite, a gauche, d’'un plongement dans une matrice carrée
inversible...) s’étudient en faisant de l’algebre linéaire sur
I’anneau A. Cependant, en mathématique, ’algebre linéaire
sur un anneau est a la base de la théorie des modules
[1], [14]. T est donc naturel d’essayer d’utiliser la théorie
des modules pour étudier de tels systemes. L’idée d’uti-
liser la théorie des modules en automatique remonte aux
travaux de R. E. Kalman dans les années 60. La théorie
des modules n’est pas utilisée dans l'approche classique
des problemes de stabilisation [2], [3], [4], [19] : seule une
approche matricielle a été développée. L’introduction de
la théorie des modules dans 'approche fractionnaire des
problemes de stabilisation n’a vu le jour que récemment
[18]. Dans ce papier, nous montrons comment une théorie
mathématique appelée analyse algébrique, qui embrasse a
la fois la théorie des modules, ’algébre homologique et la
théorie des algebres de Banach, permet de reformuler 1’ap-
proche fractionnaire des problémes de stabilisation et de
donner des réponses completes aux questions 1, 2, 3 et 4
formulées dans la section I.

V. FACTORISATIONS DOUBLEMENT FAIBLEMENT
COPREMIERES

A. Introduction

Un outil essentiel de l'approche des systéemes par la
représentation fractionnaire est la factorisation doublement
copremiére d’'une matrice de transfert. Cette technique,
rendue populaire par le livre de M. Vidyasagar [19], est
a la base de la stabilisation interne des systemes de di-
mension finie, de la paramétrisation de Youla-Kucera des
controleurs stabilisants... Cependant, contrairement au cas
des systémes de dimension finie, pour des systémes plus
généraux (systémes a retards, équations aux dérivées par-
tielles), les matrices de transfert n’admettent pas forcément
de factorisations doublement copremieres [2], [3], [4], [19].
Intuitivement, cela vient du fait que I'anneau des fonctions
rationnelles est un object mathématique plus simple que
I’anneau des fonctions analytiques.

A notre connaissance, le concept de factorisations
doublement faiblement copremiéres n’a vu le jour que



récemment dans la littérature sur la stabilisation des
systémes [10], méme si, sous des formes moins générales,
ce concept apparait déja dans des contributions plus an-
ciennes. Cela vient certainement du fait que dans le cas
des fractions rationnelles, ce concept est identique & ce-
lui de factorisations doublement copremieres. Dans le cas
d’un anneau A pour lequel la notion de plus grand com-
mun diviseur a un sens (a greatest common divisor do-
main), il apparait dans le travail de M. C. Smith [17]. Il dit
d’une matrice de transfert P € K9%(~9) quelle admet une
factorisation doublement faiblement copremiere s’il existe
R=(D: —N) e AP ¢t R = (N7 : DT)T e Arx(r=9)
tels que le pged des mineurs de taille g (resp. p —¢) de R
(resp. R) vaut 1 et :

P=D'N=ND"'.

Cependant, pour plusieurs anneaux couramment utilisés
dans des problemes de stabilisation, en particulier A et
A [3], nous ne savons pas si une telle notion de plus grand
commun diviseur existe. Pour cela, il faut développer un
concept plus général de factorisation doublement faible-
ment copremiére que celui donné dans [17]. Un des apports
de I'application de la théorie des modules aux problemes
de stabilisation est d’avoir su dégager un tel concept.
Définition 1: Une matrice R € A9%P est dite faiblement

premiére & gauche si nous avons
KiRN AP = A1R,
ou, en d’autres termes :

Vie Kitelque A\ Re AP, Fu € A% tel que A\R = u R.
De maniere duale, R € A?*P est faiblement premiére a
droite si RT est faiblement premicre & gauche, c-a-d si :

KPRT N A? = AP RT.

Remarque 1: Si R est une matrice de rang ¢, c-a~d si les
lignes de R sont A-linéairement indépendantes, alors R est
faiblement copremiere a gauche ssi :

VAe K1, ARe AP = X € A1, (3)
Ezemple 3: La matrice R définie par (2) n’est pas faible-
ment premiere a gauche car nous avons

2 _
—1 (s—1)e™*
<2+1) 0 T (sF1)2
2
0

s—1 _ e *®

s+1 (s+1)2

_ [ s—1. . e * 3
- \s+1 0 _s+1) S ’

s+1
s—1

Théoréme 1: [17] Si A est un anneau dans lequel tout
couple (a, b) € A% a un plus grand commun diviseur [a, b],
alors une matrice de rang plein R € A9 (0 < ¢ < p) est
faiblement copremiére & gauche ssi le plus grand commun
diviseur des mineurs d’ordre ¢ vaut 1.

Ezemple 4: Nous verrons au Théoreme 3 que ’anneau
A = H,(C,) satisfait ’hypotheése du théoreme précédent.
Ainsi, la matrice de rang plein R définie par (2) n’est pas
faiblement premiére & gauche car les mineurs d’ordre 2 ont
tous (s —1)?/(s + 1) comme commun diviseur.

et le vecteur ( : O) est dans K2 mais pas dans A2

Définition 2: — P € K(’=9 a une factorisation fai-
blement copremiére a gauche s’il existe une matrice
R=(D: —N) € A?7*? faiblement premieére a gauche
telle que P = D1 N.

— Une matrice de transfert P € K9P~ a une facto-
risation faiblement copremiére a droite s’il existe une
matrice RT = (N7 : DT)T e AP*(=9) faiblement
premiere a droite telle que P = ND.

~ P e K9*(°=9 3 une factorisation doublement faible-
ment copremiére si P a une factorisation faiblement
copremiere a gauche et a droite.

Remarque 2: Notons que lorsque I'on chasse les dénomi-
nateurs instables d’une matrice de transfert P, en général,
on obtient des matrices R et RT qui ne sont pas faiblement
premieres a gauche et a droite. Par exemple, la matrice R,
définie par (2), a été obtenue par cette procédure & partir
de la matrice de transfert (1) . Or, nous avons vu dans
I’Exemple 3 que R n’est pas faiblement premiere a gauche.

B. Matrices de transfert

Rappelons quun A-module M satisfait les mémes
axiomes qu’un espace vectoriel a ceci pres que les coeffi-
cients sont pris dans 'anneau A et non plus dans un corps
[1], [14]. Cette petite différence engendre de gros change-
ments dans les deux théories (algeébre linéaire sur un corps
et théorie des modules). Par exemple, un espace vecto-
riel possede toujours une base ce qui est tres rare pour
un module (pour obtenir une base & partir d’une famille
génératrice, il faut déterminer une famille minimale, c-
a-d exprimer certains vecteurs comme des combinaisons
linéaires d’autres : pour cela, en général, il faut pouvoir
inverser certains coefficients, ce qui est possible dans un
corps mais tres rarement dans un anneau).

Définition 8: — Soit X un sous A-module d'un A-

module F'. Alors, la A-fermeture de X dans F est le
A-module défini par :

X={meF |30#acA: ame X}.

— La partie de torsion d’'un A-module M est le sous-
module (M) de M défini par :

t((M)y={meM |30#a€ A:am=0}.

Un élément m € t(M) est appelé un élément de torsion
de M et un A-module tel que (M) = 0 est dit sans-
torsion.
Remarque 3: Un élément de torsion correspond souvent
& une simplification pdles/zéros instables dans le systéme.
Remarquons que, puisque ¢(M) est un sous-module du A-
module M, le module quotient M /t(M) est sans-torsion.
Ezemple 5: Le A-module M = AP/A? R est défini par
les équations Rz = 0, ou z; est la classe du i*™° vecteur
canonique de AP dans M. Ainsi, si R est défini par (2),
alors m = % Y1 — (:TD u # 0 est un élément de torsion
de M car il satisfait E::; m =0 (z1 =y1,22 = ya, 23 = u).
Lemme 1: [10] Soit R € A?*P et M = AP/ATR le A-
module défini par R, alors :

1. la A-fermeture de A? R dans AP est AR = K7 RN AP,
2. t(M)=(KYRNAP)/A?R = A9 R/AYR,




3. M/t(M)=AP/(KT RN AP) = AP /A4 R.
Ainsi, le A-module M = AP/A? R est sans-torsion ssi R est

une matrice faiblement copremiere a gauche.
Proposition 1: [10] Si P € K7*(P=9) est telle que

P=D{'Ny=D;'N,, P=N,D;'=N,D;',

avec
R, = (D;: —N;) € AT*P_ §=1,2,
Ri=(N,": D, )T € Ar*r=9), i =12,

alors, nous avons :

1. ARy = A1 R,,

2. Ar—4 RlT = Ar—4 EQT,

3. AP RT = A» RT = N, /{(N;) = AP/ Ap—1 R,

4. AP Ry = AP Ry = M, /t(M;) = AP /AT R;,

ou M; = AP/AQ R; et Nz = Ap/Ap*q RZ‘T.

La philosophie qui se dégage de la Proposition 1 est la
suivante.

Corollaire 1: Les propriétés structurelles (intrinséques)
d’une matrice de transfert

P=D'N=ND"1eKFr-o

ne dépendent que des A-modules A? R et AP—4 RT~ ou, a un
isomorphisme pres, des A-modules A? RT et AP R, ou :

R=(D: —N) e AP,
R— (NT: DT)T ¢ avx(o-0)
Ezemple 6: Considérons le systéeme p = e */(s — 1). Si
lon choisit A = Hy(C4), nous pouvons représenter p
comme p = ny/dy = ng/dy avec :

e”*/(s+1) € 4,
s—1)/(s+1) € A,

ng =e*/((s +1)(s+2)) € 4,
dy=(s—1)/((s+1)(s+2)) € A

=
[

Si 'on note

Ry = (d1 : 7711) € AIXQ,
Ry = (dg : —’I’Lg) c AlXQ,

alors, nous avons les deux idéaux de A suivant :

I= A2 RT = (dl, nl),
J = A2 Rg = (dg, ’I’LQ).

11 est clair que J = (1/(s+2)) I, ol (1/(s+ 2)) représente
I’idéal principal engendré par 1’élément 1/(s + 2) € A. On
vérifie alors que I = J avec les isomorphismes suivants :

{ o1 —J, da)=(1/(s+2))a, Vael,
v:J— 1, 9¥0b)=(s+2)b, Vbe J

Notons que 1 est bien défini car tout élément b de J est de
la forme (1/(s 4+ 2)) (A1 n1 + Aady) avec A; € A, et donc,
¥(b) = Ay ny + Aady € I. De plus, ¢ est bien A-linéaire.

Finalement, en utilisant le fait que tout couple
d’éléments a et b de A a un plus grand commun di-
viseur [a, b] (voir Théoreéme 3) et que [d1, ni1] = 1 et
[d2, n2] = 1/(s + 2), on vérifie alors facilement que :

ARy =AR, =AR,.

C. Factorisation doublement faiblement copremiére

Théoréme 2: [10] P = D'N = ND™ ' € K¥%P a
une factorisation faiblement copremieére a gauche (resp. a
droite) ssi le A-module A9 R (resp. AP—¢ RT) est libre de
rang ¢ (resp. p — q), ol

R=(D: —N) € AT*P,
R=(NT: DT)T ¢ Apxto-0) 4)

(c-a-d AT R = A7 (resp. Ap—4 RT = AP=9)), ou de maniere
équivalente, 8’1l existe R’ € AT*P (resp. R’ € AP*(P=9)) de
rang ¢ (resp. p — q) telle que :

A9R = A?R’ (vesp. A~ RT = AP~4 R’T).

Corollaire 2: P = DN = ND! € K9P a une
factorisation doublement faiblement copremiere ssi les A-
modules A9 R et AP—9 RT sont libres respectivement de
rang g et p —q, ou R et R sont définies par (4).

Ainsi, pour vérifier I'existence d’une factorisation dou-
blement faiblement copremiere d’une matrice de transfert,
il faut calculer la A-fermeture de deux modules et vérifier
qu’elles définissent deux A-modules libres. Les résultats du
Lemme 1 ne sont que des formulations équivalentes au cal-
cul du A-module d’homologie tori!(K /A, -) [10], [14] (valide
pour tout anneau commutatif non nécessairement integre).
Cependant, nous ne savons actuellement pas développer un
algorithme permettant de calculer le A-module d’homolo-
gie torf (K/A, ).

Sous certaines hypotheses sur 'anneau A que j’explici-
terai dans la section V-D, il est possible de calculer les fer-
metures voulues par le calcul du A-module de cohomologie
ext!y (T(+), A), ot T(-) est un foncteur qui associe a tout A-
module de la forme M = AP/A? R le A-module transposé
T(M) = A1/AP RT. 1l serait trop long de définir ici le A-
module de cohomologie exth (T'(-), A) . Nous renvoyons &
[10] pour de plus amples informations. Cependant, un algo-
rithme, permettant de calculer la fermeture A9 R de A? R
est présenté ci-dessous.

Algorithme : Entrée : R € A?*P. Sortie : R’ € A" P tel
que A9R=A"R'.

1. On part de R.

2. On calcule sa transposée RT.

3. On détermine une famille génératrice du noyau & gauche
de RT, c-a-d du A-module ker .RT = {\ € A? | A\RT = 0}.
Supposons que A, ..., Ay, € AP soit une famille génératrice
de ker .R”'| alors on note RT; € A™*? la matrice dont les
lignes sont les \;.

4. Transposer la matrice RT| pour obtenir R_; € APX™.
5. Calculer une famille génératrice du noyau a gauche de
R_1, c-a-d du A-module ker .R_; = {n € AP | nR_; = 0}.
Supposons que 7y, ..., 1. € AP soit une famille génératrice
de ker .R_1, on note alors par R’ € A™*? la matrice dont
les lignes sont les n;.

6. Nous avons alors A9 R = A" R'.

Notons que le A-module A™ R’ est libre de rang r ssi les
r lignes de R’ sont A-linéairement indépendantes.



Ezxemple 7: Reprenons la fonction de transfert P définie
par (1) ainsi que la matrice R donnée par (2). Nous avons
vu dans I’Exemple 3 que R n’est pas faiblement premiere
& gauche et donc D~! N n’est pas une factorisation faible-
ment copremiere a gauche de P. Nous devons donc calculer
A2 R et savoir s'il existe R’ € A%2*3 tel que A2 R = A’ R'.
Pour cela, nous utilisons 'algorithme précédent.

1. R est définie par (2) . 2. On calcule R™.

3. Soit A = (A1 : Ag 1 A3) € A3 tel que ART =0, c-a-d :
s—1)2 s—1)e ° o
{ M ((s+1>2 A =0, (5)
(s—1)°
(s+1)2 Ay — s+1)2 Az = 0.

De la premiere équation, nous obtenons :

) ((s-‘rl) A — (s+1 /\3) =0

(s+1)
(s=1) e * _
= GFD) A1 — +1) A3 =0,
(A est integre et \; € A). De plus, {fﬁ, 2;1} =1, dou
)\1 = % M,
Az = 211 My
we A

En substituant A3 dans la deuxiéme équation de (5), nous
obtenons :

(s=1) ((s=1) e ® _
D) (<s+1> A2 = e /‘) 0

(s—1) e *® _
S G 2~ Gz H =0
En utilisant le fait que [zfi, ﬁ} = 1, nous obtenons :
o _ (s—1)e®
A2 (s+1)2 e A= (s+D)? w
p=Bu, = e=gEpa, e A= R
s—1)2
W e A, Na = Eoih i,
_(G=De® e . (s=1)?
avec RT; = ( G+DZ  * (+DZ ¢ (s+1)2)'

4. On transpose RT, pour obtenir R_;.
5. Soit = (n1 :m2:m3) € A3 tel que n R_y = 0, c-a-d :

(s—1)e* e ® (s—1)* _
Grnz M+ Gz 2+ gy 13 = 0

s—1 —s s—1 —s
= Es+1; (:Jrl m+ Es+1§ 773) = (3171)2 2.

= 1 implique :

Mais, le fait que [%, m}

GTCL A (o)

e " (s=1) _

st G =
N2 = — (2_7_1) C1s

De la premiere équation de (6), on déduit que

s—1)
ES+1) 13,

o - &) =

[e== s—1
s+17 s+1

et, du fait que =1, on obtient finalement :

m= S+1) Cl + Eeri C2a
2 = Es+1 Cla

N3 = _3+1 C27
ClaCQ € A

card, = (R, ot ¢ = (¢

( 1 _s=l 0 )
R/ _ s+1 s+1

- s—1 0 e *® .
s+1 s+1

6. On vérifie alors qu’il n’y a pas de facteur commun
dans les mineurs 2 x 2 de R/, c-a-d que R’ est faiblement

copremiere a gauche, et que :
—1
0
> ( 675 ) ' (7)
s+1

Ainsi, (7) est une factorisation faiblement copremieére &
gauche de P.

1 _s5—1
P:( T

D. Anneauz de Sylvester cohérents

Pour un anneau A quelconque, les A-modules ker .RT et
ker.R_1, calculés dans I’algorithme développé dans la sec-
tion V-C, n’ont en général aucune raison d’étre engendrés
par un nombre fini de générateurs, c-a-d d’étre de type fini.
Cela nous amene naturellement & la définition suivante.

Définition 4: [1], [14] Un anneau A est appélé cohérent
si pour tout idéal I = (ay,...,a,) de A engendré par un
nombre fini d’éléments a; de A, le A-module des relations

SI) = {r=(n EA"|Zriai:0}

est engendré par un nombre fini de générateurs, c-a-d il
existe m € Z, et une matrice R € A™*™ tels que, pour
tout r € S(I), il existe b = (by : ... : by) € A™ tel que
nous ayons r = bR, c-a-d S(I) = A™ R.

Remarque 4: Le concept d’anneau cohérent est apparu
grace a ’étude des variétés analytiques, essentiellement
développée par H. Cartan et J.P. Serre dans les années 50,
et, de nos jours, le concept de faisceauz cohérents est un
outil important de la géométrie analytique et algébrique.

Exemple 8: Un anneau noethérien A est un anneau dans
lequel tout idéal I de A est défini par un nombre fini
d’éléments a; € A, c-a-d il existe a1,...,a, € A tel que
I = (ay,...,a,) [1], [14]. Par exemple, RH,, est un an-
neau noethérien car il est principal [19], c-a-d tout idéal I
de A est de la forme I = (a) pour un certain ¢ € A. En
particulier, tout idéal noetherien est un anneau cohérent.
La réciproque n’est pas vraie et, par exemple, 'anneau
k[X;]i>1 des polynomes en un nombre infini de variables
X; & coeflicients dans un corps k [14], 'anneau des fonc-
tions entieres

“+o0
E(k) = => ans"|an €k, li WM =
(k) ={f(s) 2 n lan €k, lim lay| 0}

a coefficients dans k = R ou C [7] et £ = E(R) NR(s)[e"?]
[8] sont des anneaux cohérents non noethériens.

Si A est un anneau cohérent, alors les A-modules de
la forme AP/A?R avec R € ATP p q € Zy, (mo-
dules dits de présentation finie [1], [14]) forment une
catégorie abélienne, c-a-d ils sont stables par ’ensemble des
opérations élémentaires sur les modules (somme directe,
quotient, intersection, produit tensoriel, dualité...) [10]. En



particulier, si A est un anneau cohérent, la proposition sui-
vante montre que nous pouvons utiliser 1’algorithme per-
mettant de calculer la fermeture A¢ R du A-module A9 R.

Proposition 2: Si A est un anneau cohérent, alors, pour
toute matrice R de taille finie & coefficients dans A, le noyau
ker .R est engendré par un nombre fini de générateurs en
tant que A-module, c-a-d ker.R est de type fini.

Il arrive souvent que lanneau A des systémes SISO
stables soit une algébre de Banach c-a-d une k-algebre
(k =R, C) possédant une norme || - || 4 telle que :

~Jlabllag|alall bla, c-a-d le produit est continu

par rapport aux deux termes,

=1,

— A est complet pour la norme || - |4 en tant que k-

espace vectoriel.
Par exemple, les anneaux suivants H.o(C,), A, A ou
11(Z) sont des algebres de Banach [3]. Or, il est connu que
les algebres de Banach noethériennes sont triviales [16], et
donc, les exemples précédents sont des algebres de Banach
non-noethériennes. Ainsi, si A est une algebre de Banach,
la fermeture A7 R d’'un A-module quelconque de la forme
A?R, avec R € A7*P n’est un A-module de type fini que
si A est un anneau cohérent. L’algorithme précédent peut
alors étre utilisé. Nous verrons au Théoreme 3 que 'anneau
Ho(C4) est cohérent (mais la question reste ouverte pour
les anneaux A et A).

Définition 5: [5] Un anneau A est un domaine de Syl-
vester cohérent si, pour tout ¢ € Z4 et tout R € A9 le
A-module ker .RT = {\ € A? | ART = 0} est libre, c-a-d
admet une base en tant que A-module .

Ezemple 9: Tout anneau principal ou, plus généralement,
tout domaine de Bézout (c-a-d un domaine pour lequel tout
idéal de type fini est principal, c-a-d engendré par un seul
élément) est un domaine de Sylvester cohérent. Donc, en
particulier, RH,, et £ sont deux domaines de Sylvester
cohérents (€ est un domaine de Bézout [8]).

Si B est un anneau principal, alors A = B[X] est un
domaine de Sylvester cohérent. Par exemple, A = Z[X]
est un domaine de Sylvester cohérent ainsi que I’anneau
A = k[s][z] = ks, 2] des polynomes en deux variables s et z
& coefficients dans un corps k (k[s] est un anneau principal
[14]). L’anneau des polynomes en plus de deux variables
a coefficients dans un corps k£ n’est pas un domaine de
Sylvester cohérent.

Proposition 3: [6] Dans une domaine de Sylvester
cohérent A, tout couple (a, b) d’éléments de A a un plus
grand commun diviseur noté [a, b].

Théoréme 3: [10] Hoo(Cy4) est un domaine de Sylvester
cohérent. En particulier, tout couple (a, b) d’éléments de
Hs (C4) aun plus grand commun diviseur [a, b] ([13], [17]).

Théoréme 4: [10] Nous avons les équivalences suivantes :

1. Toute matrice de transfert — & coefficients dans le corps
de fractions K = Q(A) d’un domaine A — admet une fac-
torisation doublement faiblement copremiére,

2. A est un domaine de Sylvester cohérent.

1En terme d’algebre homologique, un domaine de Sylvester cohérent
A peut étre caractérisé comme un domaine cohérent A, de dimension
homologique faible w.gl.dim(A) < 2, sur lequel tout A-module pro-
jectif de type fini est libre [5], [10]. Cette caractérisation, bien que
plus abstraite, est souvent plus utile que celle que nous avons donnée
dans la Definition 5, méme si celle-ci a ’avantage d’étre plus concrete.

Ezxemple 10: Grace au Théoreme 3, nous savons que
A = Hyo(Cy) est un domaine de Sylvester cohérent. Donc,
toute matrice de transfert P € K2¢(P=9 a une factorisa-
tion doublement faiblement copremiere. En particulier, la
matrice de transfert P définie par (1) a la factorisation
doublement faiblement copremiere suivante :

1 _s—1 N\ ! 0
P<Sﬂ S“) <>
S 0 e
(s—1)e™*° 2S+1—1
(+1)2 <<51) >
=" s+1 :

s+1
(s+1)?

VI. CONCLUSION

Dans cette premiere partie du papier, nous avons défini
le concept de factorisations doublement faiblement co-
premieres d’'une matrice de transfert et montré quand et
comment il est possible de les calculer. Ce concept est a
la base des différents résultats sur la stabilisation interne
développés dans la seconde partie du papier [11].
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