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Résumé— Ce papier a pour but de donner une vue générale
des différents résultats récemment obtenus sur la stabilisa-
tion interne des systémes linéaires de dimension infinie. On
s’attachera a faire ressortir les principales idées plus que la
technique utilisée. En particulier, nous donnerons des condi-
tions nécessaires et suffissantes a la stabilisation interne et a
P’existence de factorisations doublement copremiéres faibles
ou fortes. Nous caractériserons alors les algébres de systémes
SISO stables A sur lesquelles tout systéme — défini par une
matrice de transfert & coefficients dans le corps de fractions
K = Q(A) de A — est stabilisable de maniére interne ou admet
des factorisations doublement copremiéres faibles ou fortes.

Mots-clés— Approche fractionnaire des probléemes de
synthése, stabilisation interne, factorisations copremieéres a
gauche/droite/doublement, contrdleurs stabilisants, stabili-
sation forte/simultanée, théorie des modules, domaines de
Sylvester cohérents/Priifer/Bézout, rang stable.

I. INTRODUCTION

Dans cette seconde partie, nous essayons de faire un bi-
lan des différents résultats récemment obtenus sur la stabi-
lisation interne des systémes linéaires de dimension infinie
[6], [7], [11], [13]. En particulier, nous donnerons plusieurs
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un systeme
soit stabilisable de maniere interne ou admette des fac-
torisations doublement copremieres. Finalement, nous ca-
ractériserons les anneaux A des systemes SISO stables tels
que tout systeme — défini par une matrice de transfert
a coefficients dans le corps de fractions K = Q(A) —
soit stabilisable ou possede des factorisations doublement
copremieres. Ces résultats nous permettront de répondre
entierement aux trois premieres questions posées dans I’in-
troduction de [8].

Nous renvoyons le lecteur a la premiere partie du papier
[8] pour les notations, certaines définitions ainsi que pour
une description de l’approche fractionnaire des problemes
de stabilisation que nous adopterons ici.

II. STABILISATION INTERNE

Soit A un anneau intégre de systémes SISO stables et
K =Q(A) = {n/d | 0 # d,n € A} son corps de frac-
tions [8], [14]. Considérons un systeme P € K%~ un
contrdleur C' € K(P~9%4 et la boucle fermée correspondant
a la Figure 1. Nous avons les équations suivantes :
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Fig. 1. Systeme en boucle fermée

Définition 1:  — [14] Un systéme défini par une matrice
de transfert P € K1(=9 est stabilisé de maniére
interne par un controleur C € K®~9X4 si tous les
coefficients de la matrice suivante
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_ Iq —P
AP O ={ ¢ 1,
_( {,—PC)! (I —pPC)~'P
C(l,-PC)™' I, ,+C(I,—PC)'P

sont stables, c-a-d H(P, C) € AP*P.
— Un systeme P est stabilisable de maniéere interne s’il
existe un contréleur C qui le stabilise.
Ezemple 1: Le systeme p = s/(s — 1) € R(s) n’est pas
stabilisé de maniére interne par ¢ = (—s+1)/(s+ 1) car

_ (s+1) s(s+1)
€1 = (o) U T @D Y2
—s+1 s+1
€2 = ((2s+1)) uy + ((23+1)) uz,

et, la fonction de transfert entre e; et us n’est pas stable,
c-a-d n’appartient pas & A = RH, [8], [14].
Remarque 1:  — Si A = RHy ou A = H(Cy) [3],
[8], la stabilisation interne est équivalente au fait que
Iopérateur

est borné, c-a-d :
dom(Typ,cy) ={u € HY | H(P, C)u € Hy} = Hj.

Ainsi, la stabilisation interne est équivalente a la sta-
bilisation Hs dans le domaine fréquentiel ou a la sta-
bilisation Ly dans le domaine temporel.



— Si A = A[3], [8], alors la stabilisation interne implique est une factorisation faiblement copremiére a gauche de

que, Vp € [1, +00], Tx(p, ¢) est borné, ot P [8]. Donc, si l'on note la matrice
Tup,cy: LoRy)P — Lg(Ry)P, Ro [ w1 w0 ) e ()
w=(ug: u)? — H(P C)xu=(er: e3)7, S\ = 0 _5:1 ’
.c-é,-d do.m(T'H(P, o)) = Ifq,(Rf)p' Ainsi, la stabilisation alors, nous avons A2R = A2 R [8]. Si l'on définit le A-
interne implique la stabilisation Ly, V¢ € [1, +00]. module M = A%/A? R, nous avons alors :
ITI. RESULTATS POUR LES SYSTEMES MIMO 2 .
Fitt, (M) = | = Gi)(km
Nous avons les définitions suivantes [10]. (D)2 \s+1) 7 (412 )
Définition 2: — Un A-module de type fini est libre s’il ) ) )
existe 7 € Z, tel que M =2 A r est le rang de M. et nous avons l'identité de Bézout suivante
— Un A-module M de type fini est dit stablement libre o s 1\2 . 5
s’il existe 7,5 € Z tels que M & A" =2 A™FS, Gz @t (s+1> b=1= Fitt,(M) = A, ()
— Un A-module M de type fini est dit projectif s’il existe . . )
r € Zy et un A-module N tel que M & N = A". ot a, b € A sont définis par :
Proposition 1: [7], [10] Nous avons les implications : o = 4e(5s-3)
libre = stablement libre = projectif = sans-torsion [8]. (s+1) 7

s s— —s—e (57D
Le résultat suivant est central dans ce papier. Il donne b = ((;215)) + 48 +1)3) @ G-I ) (6)

une condition nécessaire et suffisante de stabilisation in- _ (s41)°—4(55-3)e" >V
terne et répond ainsi a la question 1 posée dans [8]. (s+1) (s=1)%

Théoréme 1: [7) Un systtme P = D™' N = N D! est Par la Proposition 3, le A-module M est projectif et donc
stabilisable de maniére interne par un controleur de la P est stabilisable de maniére interne par le Théoréme 1.
forme C = Y X~ (resp. C' = X~'Y) ssi le A-module Nous renvoyons a [7] pour un algorithme permettant de
AP /AT R (resp. AP/AP—4 RT) est projectif, ol : calculer des controleurs stabilisants. Nous obtenons le co-

rollaire suivant du Théoreme 1 et de la Proposition 2.

R=(D: —N) € A?*P, 1 Corollaire 1: [13] Un systtme P = D' N = N D!
{ R=(NT: DT)T ¢ Ap*(r—0), (1) est stabilisable de maniere interne par un controleur de
Proposition 2: [7] Nous avons les équivalences : la forme ¢ =Y X! (resp. C = X~ 'Y) ssi le A-module
— le A-module AP /A% R est projectif, AP RT (resp. AP R) est projectif.
— le A-module AP RT est projectif. Nous obtenons alors une formulation explicite de la stabi-
Puisque la stabilisation interne dun systéme est lité interne en termes de matrices.
équivalente au fait qu’un certain A-module est projectif, Corollaire 2: [7] Un systéme défini par P = D™1 N, ou
il nous faut donc pouvoir reconnaitre quand ce module est R = (D : —N) € A9*P, est stabilisable de maniére interne
projectif. Nous aurons besoin des définitions suivantes. ssi il existe (X7 : YT)T € KPX4 tel que :
Définition 3:  — Soit R € A9*P. Nous notons par I;(R) XD —-XN
I'idéal de A engendré par les mineurs de taille ¢ de R. 1. SR= ( YD —-YN ) € AP,

— Si un A-module est de la forme M = AP/A? R, alors
les idéaux Fitt;(M) = I,—;(R) ne dépendent que du
A-module M et non de R (plusieurs matrices de tailles
différentes pouvant définir le méme A-module M). Ces
idéaux sont appelés les idéaux de Fitting de M[4].

La proposition suivante permet de reconnaitre quand un

2. RS=DX-NY =1,
Alors, C =Y X! est un contrdleur stabilisant de P.
Nous renvoyons a [9] pour d’autres résultats similaires.
Définition 4: — Une matrice R = (D : —N) € AP
est premiére a gauche s'il existe (X1 : YT)T € Apxa

A-module de la forme AP /A% R est projectif. telle que :
Proposition 3: [4] Un A-module M = AP /A9 R est pro- DX —-NY =1,.
jectif de rang r ssi il existe r € Z4 tel que : — Une matrice R = (N7 : ?T)T € APX(P—a) gt
premiére a droite s'il existe (Y : —X) € AP*(p—a)

{ F%ttr—l(M) =0, telle que :

Fitt, (M) = A. YN-XD=1I,,
Exemple 2: Reconsidérons le systéme instable P € K?2

défini dans 'Exemple 2 de [8], c-a-d défini par la matrice

de transfert suivante :

— Une matrice de transfert P € K7*(?P=% admet une fac-
torisation copremiére a gauche s'il existe une matrice
R=(D: —N) € A?*? premiere & gauche telle que :

o

P:( o1 )ng, (2) P=D"1N.

e
— Une matrice de transfert P € K2¢®~9 admet une
Dans I'Exemple 7 de [8], nous avons montré que factorisation copremiére & droite s’il existe une matrice
. ol -1 0 RT = (NT : l~)T)T € AP*(P=9) premiere A droite telle
P = s+1  s+1 . que : s
<Zi 0 ) (L1> ®) P=ND.



— Une matrice de transfert P € K2¢(P=9 admet une
factorisation doublement copremiére si P admet une
factorisation copremieére a gauche et a droite.

Corollaire 2 n’impose aucune condition sur la matrice
de transfert P concernant 'existence de factorisations (fai-
blement) copremieres & gauche ou a droite. Dans certains
cas, P possede une de ces propriétés et, alors, le critere de
stabilisation interne du Théoréme 1 se simplifie.

Corollaire 3: [7] Soit P une matrice de transfert admet-
tant la factorisation faiblement copremiere a gauche (resp.
a droite) [8] P = D' N (resp. P = ND™ '), ot Ret R
sont définies par (1). Alors, P est stabilisable de maniere
interne ssi P = D' N (resp. P = N D) est une facto-
risation copremlere a gauche (resp. & droite) de P. Alors,
C =Y X! (resp. C = X~'Y) est un controleur stablh—
sant de P,ou DX — NY =1, (resp. Y N = X D = I,,_,).

Donc, il nous faut savoir reconnaitre quand une ma-
trice de transfert admet une factorisation copremiere a
gauche ou a droite. Le théoreme suivant donne une condi-
tion nécessaire et suffisante (voir aussi le Théoréme 3).

Théoréme 2: [7| P = D™'N = ND~! ¢ K9*(=4) ad-
met une factorisation copremiere & gauche (resp. a droite)
ssi le A-module A9 R (resp. AP=4 RT) est libre de rang g
(resp. p — q) et le A-module A?/A7 R (resp. A?/Ap—4 RT)
est stablement libre, ott R et R sont définies par (1).

La proposition suivante permet de reconnaitre quand un
A-module de la forme M = AP /A% R est stablement libre.

Proposition 4: [7] Si R € A7*P (1 < ¢ < p) est une ma-
trice de rang de ¢, c-a-d les lignes de R sont A-linéairement
indépendantes, alors le A-module M = AP/A? R est stable-
ment libre ssi le A-module T(M) = A9/AP RT = 0, c-a-d
s’il existe S € AP*9 tel que RS = 1.

Ezemple 3: Dans ’Exemple 2, nous avons vu que (3)
est une factorisation faiblement copremiere a gauche de
la matrice de transfert P définie par (2). Ainsi, par le Co-
rollaire 3, P est stabilisable de maniére interne ssi P a
une factorisation copremiere a gauche. Le fait que (3) est
une factorisation faiblement copremiere & gauche de P im-
plique que A2R = A?R, ol R est la matrice de rang 2
définie par (4). Donc, A2 R est un A-module libre de rang
2 (voir le Théoreme 2 de [8] pour plus de détails). Par le
Théoréme 2, (3) est une factorisation copremiere a gauche
de P ssi le A-module M = A3/A% R est stablement libre,
c-a-d ssi T(M) = A2 /A3 RT = 0 par la Proposition 4. Le A-
module T'(M) est défini par les équations qui correspondent
a mettre p; = 0 dans les équations suivantes :

(s— _
(s+1) A+ (s+1) F Ao =
= M2, (7)

Des 2 premieres équations, on déduit que :

Ss— _ (s—1)
<S+i> A2 = gy i+ (Sfll) o (8)

En combinant cette nouvelle équation et la derniere
équation de (7) en suivant la relation (5), nous obtenons

_ b(s—1) b a
Ag = D) M1 Gy M2 — ey M8 (9)

ol a et b sont définis par (6). Des deux premieres équations
de (7), nous obtenouns :

Ar+2 E;&g A2

:2”1—

En utilisant cette équation et (9), nous obtenons alors :

s—1
A =2(—b <s+1) +1)u1—(2b((+11))2 0m g
+2a ((SS+1))2 M3
Si Pon évalue (9) et (10) pour py = pe = pg = 0, nous
obtenons que A\; = Ay =0, ¢-a-d T(M) = 0 et donc M est
un A-module stablement libre. On retrouve le fait que P
est stabilisable de maniere interne. De plus, la matrice

1
_Qb(SH? +2 b{l
E b
o ~2b A LI PR
2a 7y 4D

est un inverse a droite de R, c-a-d RS = I.
une factorisation copremiere a gauche de P :

Donc (3) est

1 (s=1) 1)? (s—1)
G —2b (SH? +2 b
3 0 Cop sl b
(s+1) (s+1)2 (s+1)

0 s—1)
— < e > ( 2(1 ((s+1)2 N _(Sfal) ) = IQ.
s+1

Ainsi, un controleur stabilisant de P est défini par :
_ (s=1) . a
C —(2a(s+1)2. _(s+1) ) )
—Qb( 122+2 p =l
s+1 (s+1)
(s—1 b
20—l e
_ 4(55—3)e(s—1)? .
T D) ((s+1)3—4(5s—3) e-(—D) ( L. 2 )

Corollaire 4: [7] Si A est un domaine cohérent de Syl-
vester [8], alors P est stabilisable de maniére interne ssi P
admet une factorisation doublement copremiere.

Ezemple 4: Grace a 'Exemple 9 et au Théoreme 3 de [8],
nous savons que Ho(Cy), £ et RHo sont des domaines de
Sylvester cohérents. Pour A = RH,, 1’équivalence entre
stabilisation interne et 1’existence de factorisations double-
ment copremiéres est connue depuis longtemps [14]. Nous
montrerons au Théoreme 6 que ce résultat s’étend aux do-
maines de Bézout. Ce résultat est dit & M. Vidyasagar [14].
Pour A = H,(C,), 'équivalence entre la stabilisation in-
terne et l'existence de factorisation doublement copremiére
a été prouvée dans [12]. Ainsi, le Corollaire 4 permet de
généraliser ces différents résultats en caractérisant une tres
large classe d’anneaux pour lesquels il y a équivalence entre
la stabilisation interne et I'existence de factorisations dou-
blement copremieres.

Le théoréme suivant donne une nouvelle condition
nécessaire et suffisante a I'existence d’'une factorisation co-
premiere & gauche ou & droite d’une matrice de transfert.

Théoréme 3: — [(J|P=D"'N=ND"! ¢ Kix(r-a)

admet une factorisation copremiere a gauche (resp. a
droite) ssi le A-module A?/AP—a RT (resp. AP/A7R)
est libre de rang ¢ (resp. p—q), R et R définies par (1).



~ [ P =D'N = ND' € K?*(P=9 admet une
factorisation doublement copremiere ssi les A-modules
AP /AT R et AP /AP—4 RT sont libres de rang p—q et q.

En utilisant les résultats 3 et 4 de la Proposition 1 de
[8], on obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 5: [13] P = DN = ND! ¢ Ka*(r—q)
admet une factorisation doublement copremiere ssi les A-
modules A? RT et AP R sont libres de rang ¢ et p — g.

D’apres les Théoremes 1 et 3, 'existence d’une factori-
sation copremiere a gauche ou a droite pour un systeme
implique la stabilisation interne. La réciproque n’est pas
vraie. Ces théoremes permettent d’expliquer pourquoi le
systéme stabilisable donné dans [1] n’admet pas de facto-
risations doublement copremieres [7].

Remarque 2: Gréace a la Proposition 2, la condition de
stabilisation interne du Théoreme 1 est duale de la condi-
tion donnée dans [13]. Ainsi, a la place de travailler avec

les A-modules AR et AP=9) RT et de parler d’égalité
de modules, I'approche développée dans [6], [13] utilise les
A-modules AP RT et AP R qui ne sont définis qu’a un iso-
morphisme pres (pour plus de détails, voir la Proposition 1
et le Corollaire 1 de [8]). Comme tous résultats équivalents
mais duaux, certains aspects apparaissent plus clairement
dans une approche que dans l'autre et réciproquement.
Ainsi, le Théoréeme 1 permet de généraliser 'approche et
les résultats obtenus dans [12] (voir les Corollaires 3 et 4),
ce qui n’est pas possible avec Papproche de [6], [13]. De
plus, le test qui caractérise les A-modules projectifs de la
forme AP RT, développé dans [6], est nettement plus com-
plexe que celui donné dans la Proposition 3 pour les A-
modules AP /A9 R. Cependant, nous allons voir que pour les
systemes SISO, I'approche duale du Théoreme 1, c-a-d le
Corollaire 1, permet d’obtenir de nouvelles caractérisations
de la stabilisation interne (non obtenues dans [6], [11], [13]).

IV. RESULTATS POUR LES SYSTEMES SISO

Définition 5:  — [2] Un idéal fractionnaire I de A est un
sous A-module de K = Q(A) tel qu'il existe 0 £ a € A
satisfaisant a I C A.

— [2] Un idéal principal fractionnaire est un idéal frac-
tionnaire de la forme de (k) = Ak avec k € K = Q(A).

— [2] Un idéal de A est en particulier un idéal fraction-
naire de A. Un tel idéal est appelé un idéal entier de A.

Si I et J sont deux idéaux fractionnaires de A, alors

INnJ={acl, acJ},
I+J={a+b|acl beJ}
IJ=({> a;bi|a; €l , b e nel}),
I:J={keK=Q(A) |kJCI}

sont des idéaux fractionnaires de A. Nous notons par
F(A) lensemble des idéaux fractionnaires non nuls de
A et par P(A) le groupe multiplicatif des idéaux princi-
paux fractionnaires non nuls. On peut définir une relation
d’équivalence sur F(A) par “I ~ J s’il existe (k) € P(A)
tel que J = (k) I”. Remarquons que “I est congruent & J”
est équivalent & I 2 J (voir "’Exemple 6 de [8]). Nous appe-
lerons le semi-groupe des classes des idéaux fractionnaires,
le semi-groupe défini par

o, si 'on note par [I] la classe de I dans S(A), le produit de
S(A) est défini par [I][J] = [I J] . S(A) peut étre vu comme
le semi-groupe multiplicatif des classes d’isomorphies des
idéaux fractionnaires de A.

Proposition 5: Les propriétés structurelles (intrinséques)
du systeme SISO, défini par une fonction de transfert
p € K = Q(A), ne dépendent que de la classe [(1, p)] de
I'idéal fractionnaire (1, p) = A+ Ap dans S(A).

Preuve : Au Corollaire 1 de [8], nous avons montré que les
propriétés de p ne dépendent que de la classe d’isomorphie
de l'idéal entier I = (d, n), ou p = n/d (0 # d,n € A)
est une représentation fractionnaire quelconque de p . De
plus, nous avons J = (1, p) = (1/d) I, c-a-d J ~ I. Donc,
les propriétés de p ne dépendent que de la classe [(1, p)] de
l'idéal fractionnaire J = (1, p) dans S(A).

Un idéal fractionnaire I est inversible s’il existe un idéal
J € F(A) tel que IJ = A. On vérifie facilement qu'un
idéal inversible I est simplifiable, c-a-d :

VJLeF(A), IJ=IL=J=L.

En particulier, cela implique que I'inverse d’un idéal inver-
sible est défini de maniere unique. On note cet inverse par
I~'. On peut montrer que si I est un idéal fractionnaire
inversible, alors nous avons [2], [10] :

I'"'=A:T={ke K=Q(A) | kIC A}.

On note par Z(A) le groupe multiplicatif des idéaux frac-
tionnaires de A non nuls inversibles et, puisque P(A) est
un sous-groupe multiplicatif de Z(A), on désignera par

C(A) =Z(A)/P(4)

le groupe des classes d’isomorphies des idéaux fraction-

naires non nuls inversibles, appelé le groupe des classes [2].
Maintenant, appliquons le Théoreme 1 a un systeme

SISO défini par p =n/d (0 # d,n € A). Alors, p est stabi-

lisable de maniére interne ssi le A-module A2/A(d: —n)

est projectif et donc, par la Proposition 2, ssi 'idéal

A%2(d: —n)T = Ad+ A(—n) = (d,n)

est projectif. Nous avons donc le corollaire suivant.
Corollaire 6: [7] Les propositions sont équivalentes :

1. un systeme SISO défini par p = n/d (0 # d,n € A) est

stabilisable de maniere interne,

2. l'idéal I = (d,n) engendré par d et n est projectif,

3. Iidéal entier I # 0 est inversible, c-a-d I 17! = A,

4. il existe z, y € K = Q(A) tels que :

de—ny=1,
{ dz, dy, nx, ny € A. (11)
Alors, le controleur ¢ = y/xz = (dy)/(dx) stabilise de
maniére interne le systeme p = n/d et I-1 = (z, y).
Remarque 3: On vérifie facilement par le calcul que le
controleur ¢ = y/x, défini précédemment, stabilise de
maniére interne le systéme p = n/d :
1 —n/d ! _(dz nz
—y/z 1 a

2X2
dy dx)EA )



De plus, on peut montrer que I I~! = (d) :4 (n)+(n) :a (d)
[7], ou Pon note ici (d) 14 (n) = {a € A | an € (d)}
(attention & la confusion possible avec (d) : (n)). Done,
par le Corollaire 6, le systeme p = n/d est stabilisable de
maniere interne ssi (d) :4 (n) + (n) :a (d) = A. Ainsi,
on retrouve le résultat de [11]. Cependant, 'approche de
la stabilisation interne des systemes SISO par les idéaux
fractionnaires permet de traiter similairement tout systeme
défini par P € K'*? [7]. De plus, elle montre qu’il existe des
connexions entre l'automatique et une partie de ’algébre
commutative développée a partir des travaux de E. Kum-
mer et R. Dedekind [9]. Finalement, I'idée que la stabilisa-
tion revient & lexistence d’un (idéal) inverse a l’avantage
d’étre simple et intuitive : le controleur est “'inverse” du
systéme (compensation des poles instables).
Ezemple 5: Considérons le systeme instable suivant :

=1 —-e?)/(s(s—1)).
Si A= H(C,), alors p peut s’écrire p = n/d, ou :

_S

= (S+1 ) e A

n= (S+1)2 €A, d

Alors, p est stabilisable de maniere interne ssi 'idéal

. s s(s—1)
I'= ((s+1) (s+1)2 )

est inversible. Nous vérifions que A : I = (1, (s+1)/s) car :

(*F) = e4
(erl) s(s—=1) _ (s—1)
s

(s+1)2 ™
De 14, nous avons I (A : I) = ( 1(::), E;i)

que la représentation de p la plus judicieuse pour tester la
stabilité interne est p = n’/d’ avec :

) Ceci montre

_ _ (=1
n/_s(s+1)€A d = S+1)€A
Nous vérifions facilement que
inf{S€C|Res>O} ( s(s-&—_lg) + s+1 D > 0

car d’ n’a qu'un zéro en 1. Donc, nous avons 1 € I (A : I)
[3], [7], [14], c-a-d I est inversible et p est stabilisable.
Remarque 4: Sin/d (0 # d, n € A) est une factorisa-
tion faiblement copremiére [8] de p € K, c-4-d nous avons
A (d,n) = A, alors p est stabilisable de maniére interne
ssi I = (d, n) = A, c-a-d ssi n/d est une factorisation co-
premiére de p (il existe x, y € A tels que dx —ny =1 et
p =n/d). Alors, ¢ = y/x stabilise p.
Théoréme 4: Nous avons les équivalences suivantes :
1. un systeme SISO défini par p € K est stabilisable de
maniere interne,

2. T'idéal fractionnaire J = (1, p)
3. I'idéal J # 0 est inversible, c-a-d J J 1

= A+ Ap est projectif,
=A,ou:

J'={keK|kJCA={keA|kpe A},

4. il existe a, b € A tels que :

b=1
pa, pb e A.

Alors, le contrdleur ¢ = b/a stabilise de maniére interne le
systéme p et nous avons J~! = (a, b).

Preuve : En utilisant le Corollaire 6, nous avons juste
besoin de montrer que idéal fractionnaire J = (1, p) est
inversible ssi 'idéal entier I = (d, n) I'est aussi, o p = n/d
avec 0 # d, n € A. Cependant, nous avons J = (1/d) I
et donc, J est inversible ssi I est inversible puisque 1'idéal
principal fractionnaire (1/d) est inversible. Le dernier point
du théoreme résulte directement de ’explicitation du fait
que JJ! = A et de la définition de J 1.

Notons que 'on peut aussi vérifier 4 = 1 par le calcul :

(a—pbyat =at

1 —p - a pa
é(—c 1) <b a

ce qui prouve que c stabilise de maniere interne p.
Ezemple 6: Considérons A = Hy(C4) et le systeme :

“F/(s—1) € K =Q(A).

Par le Théoreme 4, p est stabilisable de maniere interne ssi
l’idéal J = (1, p) est inversible. Par un simple calcul, nous
obtenons alors A: J = ((s —1)/(s+ 1)) et donc :

J(A: = (5 )

s—1 1—e” (D e *® _
(32) (12 (=55)) + (550) 20 =1
donc, J (A :J) = A, J est inversible et J=' = A : J. Ainsi,
p est stabilisable. En utilisant (13), nous obtenons :

() (12 (=552)) - (c2e) 1.
(oo Cr () e

Rl A
Un contrdleur stabilisant de p est donné par ¢ = b/a.

Le Théoreme 4 a l'avantage sur le Corollaire 6 de ne
pas utiliser de représentation fractionnaire n/d de p. Ce-
pendant, puisque la stabilisation interne est une propriété
structurelle des systemes, par la Proposition 5, elle ne doit
dépendre que de la classe [(1, p)] de J = (1, p) dans S(A).

Corollaire 7: Un systéme, défini par p € K = Q(A), est
stabilisable de maniére interne ssi [(1, p)] est un élément
inversible de S(A), c-a-d [(1, p)] € C(A).

Preuve : = Si p est stabilisable de manieére interne, alors,
par le Théoréme 4, 'idéal fractionnaire J = (1, p) est in-
versible dans F(A), c-a-d JJ~1 = A. Donc, [JJ71] =
[J][J7Y] = A, c-a-d [J] est inversible dans S(A).

< Si[(1, p)] est inversible dans S(A), alors il existe [I] tel
que [(1, p)] [I] = A, c-a-d, il existe k € K = Q(A) tel que
(1, p) I = (k). D’ou, (1, p) (k=1 I) = A, c-a-d (1, p) est
inversible dans F(A). Par le Théoreme 4, p est stabilisable.

Grace au Corollaire 5, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 8: [14] Un systeme SISO, défini par une fonc-
tion de transfert p = n/d (0 # d, n € A) admet une fac-
torisation doublement copremiere ssi l'idéal I = (d, n) est
libre, c-a-d principal (de la forme I = Aa avec a € A).

l—pc=1—p(ba™?t) =

) c A2><2

p=e

Nous avons alors

(13)




Gréce a la Proposition 5, nous savons qu’il doit exister
une formulation du corollaire précédent en termes de la
classe d’isomorphie [(1, p)] de I'idéal fractionnaire (1, p).

Corollaire 9: Un systeme SISO, défini par une fonction
de transfert p € K = Q(A), admet une factorisation dou-
blement copremiere ssi I'idéal fractionnaire J = (1, p) est
principal, c¢-a-d ssi [(1, p)] = A.

Preuve : = Si p admet une factorisation doublement co-
premiére p = n/d, avec an —bd = 1, a,b € A, alors
I'=(d,n)=A,doncJ = (1, p)=(1/d)I = (1/d) € P(A).

< Si lidéal fractionnaire J = (1, p) est principal, c-a-d
de la forme J = (k) avec k € K = Q(A), alors il existe
a, b, n, d € A tel que nous avons :

k=a-b/p, 1=dk, p=nk.

De la seconde équation, nous déduisons que k = 1/d, et
donc, la troisitme équation devient alors p = n/d. En sub-
stituant k et p dans la premiere équation, nous obtenons
alors l'identité de Bézout ad — bn = 1, ce qui prouve que
p = n/d est une factorisation doublement copremiere de p.

V. DOMAINES DE PRUFER

Définition 6: [2], [5], [10] Un anneau A est un domaine
de Priifer s’il satisfait I'une des équivalences suivantes :

1.VO#dne A, Fa,y € K =Q(A) tels que :

zd—yn=1,
xd, zn, yd, yn € A.

2. Tout idéal finiment engendré I de A est projectif ou, de
maniere équivalente, si tout idéal I # 0 de A est inversible.

3. Vp € K, l'idéal fractionnaire J = (1, p) est inversible.

4. Tout A-module sans-torsion de type fini est projectif.

Ezxemple 7: Les domaines de Priifer sont des domaines
souvent utilisés en géométrie algébrique et en théorie des
nombres. La cloture entiere de Z dans une extension
algébrique finie de Q (par exemple, Z[iv/5] [1], [7]) ou
Panneau affine d’une surface algébrique non-singuliere (par
exemple R[z,y]/(z% +y? — 1) [7]) sont des domaines de De-
dekind [2], [10], c-a-d des domaines de Priifer noethériens.
Plusieurs anneaux de fonctions sont des domaines de Priifer
(Panneau des fonctions entieres E(k) [8], £ [8], 'anneau des
fonctions de Nash méromorphes bornées [7]...)

Théoréme 5: [7] Nous avons les équivalences suivantes :

1. Tout systeme MIMO, défini par une matrice de transfert
a coefficients dans K, est stabilisable de maniere interne,

2. Tout systeme SISO, défini par une fonction de transfert
dans K = Q(A), est stabilisable de maniére interne,

3. A est un domaine de Priifer.
Ce résultat répond enticrement & la question 2 de [8].

VI. UN RESULTAT DE M. VIDYASAGAR

Définition 7: Un domaine de Bézout est un anneau
integre dans lequel tout idéal finiment engendré, c-a-d de la
forme I = 37" | Aa; o n est fini et a; € A, est principal,
c-a-d de la forme I = A a pour un certain élément a € A.

Ezemple 8: — Tout anneau principal (un anneau

integre dont tout idéal est principal) est un domaine

de Bézout. RH et k[s], ou k est un corps, sont deux
anneaux integres principaux [14], donc de Bézout.

— L’anneau des fonctions entiéres E(k) & coefficients
réels ou complexes (k =R, C) et £ = R(s) [e*|NE(R)
sont des domaines de Bézout (voir [7], [8]).

Proposition 6: [2], [10] Un domaine A est de Bézout ssi

tout A-module sans-torsion de type fini est libre.

En utilisant le Théoréme 3 et le Corollaire 8, la proposi-

tion précédente permet de retrouver le résultat suivant.

Théoréme 6: [14] Nous avons les équivalences suivantes :

1. Tout systeme MIMO, défini par une matrice de trans-
fert & coefficients dans K = Q(A), admet une factorisation
doublement copremiere,

2. Tout systeme SISO, défini par une fonction de trans-
fert a coefficients dans K = Q(A), admet une factorisation
doublement copremiere,

3. A est un domaine de Bézout.
On peut aussi retrouver ce résultat si ’on note :
domaines de Sylvester cohérents N domaines de Priifer
= domaines de Bézout.

L’existence d’une factorisation doublement copremiere
pour un systeme implique celle d’une paramétrisation de
Youla des contréleurs stabilisants [7], [14]. Voir [9] pour
une généralisation de la paramétrisation de Youla.

Proposition 7: [7] Si A est un domaine pour lequel tout
A-module projectif de type fini est libre [10], alors tout
systeme stabilisable admet une paramétrisation de Youla.
Ainsi, si A est un domaine projectif-libre, c-a-d tout A-
module projectif de type fini est libre, alors nous avons
équivalence entre stabilisation interne et existence d’une
paramétrisation de Youla des controleurs stabilisants.

Nous renvoyons le lecteur & [7], [9] pour d’autres résultats
sur I’approche fractionnaire des problemes de stabilisation.
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