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Résumé En utilisant des concepts et des techniques venant de la géométrie non-commutative,
le but de ce papier est de montrer que tout systéme linéaire stabilisable de maniére interne

au sens de Desoer, Vidyasagar, Zames. ..

peut étre doté d’une structure de connexion de

Grassmann/Levi-Civita. Similairement, tout controleur stabilisant admet une telle connexion.
Nous explicitons cette construction dans le cas des systémes SISO. Nous présentons aussi le calcul
différentiel quantique en dimension 1. L’introduction du concept géométrique de connexion dans
les problémes de stabilisation est le premier pas vers des travaux futurs exploitant la géométrie
du systéme et des ses controleurs stabilisants dans I’étude des problémes H> et H2.
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1. STABILISATION INTERNE

Rappelons quelques définitions classiques (voir Curtain et

Zwart (1991); Vidyasagar (1985) et leurs références).

Définition 1. Soient A un anneau intégre, K = Q(A) son

corps de fractions et un systéme défini par p € K.

(1) Le systéme p est stabilisable de maniére interne s'il
existe c € K tel que 1 —pc#0 et :

1 —p 71_ (1=pe)™t p(1—pe)™! 22
(27 ‘<c<1pc>1 <1pc>1>e’4 |

La matrice précédente est la matrice de transfert
reliant (u;  u2)T & (e; e2)” (voir Figure 1). On dit
alors que c est un contréleur stabilisant p. L’ensemble
des controleurs stabilisant p est noté Stab(p).
(2) Le systéme p admet une factorisation copremiére s'il
existe d € A\ {0} et n,z,y € A tels que :
p=dtn, dzr—ny=1.
Définition 2. (Bourbaki (1989)). Soient A un anneau in-
tegre et K = Q(A) son corps de fractions.
(1) Un idéal fractionnaire J de A est un A-sous-module
de K tel qu’il existe d € A\ {0} satisfaisant :
(d)J = {dj|j e J}C A
(2) SiI et J sont deux idéaux fractionnaires, alors leur
somme et produit, respectivement définis par
I+J={i+jliel, jeJ},

n
Uz{zz'kjkmeN, ir €1, jkeJ},

k=1
sont des idéaux fractionnaires de A.

(3) Un idéal fractionnaire J de A est principal s’il existe
ke K tel que J = (k) :={ak|ac A}.

(4) SiI et J sont deux idéaux fractionnaires de A, alors
onnote [ : J:={ke K |(k)JCI}.

(5) Un idéal fractionnaire J de A est inversible il existe
un idéal fractionnaire I de A tel que I J = A.

L’anneau A est généralement RH.,, H*(C,), H*(D),
A(D) et W, (Curtain et Zwart (1991); Vidyasagar (1985)).
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FI1GURE 1. Boucle fermée

Théoreme 1. (Bourbaki (1989)). Si J est un idéal fraction-

naire inversible de A, alors J admet un unique inverse J !

défini par J 1 =A:J={ke K| (k)J C A}.

Théoréeme 2. (Quadrat (2003)). Soient A un anneau in-

tegre, K = Q(A) son corps de fractions et p € K.

(1) J=1,p) ={la+pB=a+pf|a, B A} est un
idéal fractionnaire de A.

(2) Le systéme p admet une factorisation copremiére ssi
J = (1, p) est un idéal fractionnaire principal. Si
k € K est tel que J = (k), alors il existe d € A\ {0}
tel que k = d~ ', et p = d~'n est une factorisation
copremiére de p avec n :=dp € A.

(3) Le systéme p est stabilisable de maniére interne ssi .J
est un idéal fractionnaire inversible. L’inverse J ! de
J est alors J=1 = (a, b) := {aa+ b3 | a, B € A}, ou
a,be A: J={de A|dp e A} sont tels que :

a—pb=1. (1)
Sia # 0, alors ¢ := ba~! stabilise p et :
a=(1-po~", b=c(l—pe)~" (2)

Si a =0, alors ¢ = —(1 + b) stabilise p.



(4) Soient ¢, un controleur stabilisant p et :

u=(1-pc,)™t, v=ci(1—pec)™t
Alors, Stab(p) est paramétré par :

VgeJ 2= w?v?): ut+pq#0, 3)
c(g) = (v+q) (utpg)
(5) Si p admet une factorisation copremiére p = d~'n
avecdz—ny=1,alorsa=xdc J L b=yde J!
et J=2 = (d?). Alors, (3) devient la paramétrisation

de Youla-Kucera des controleurs stabilisants de p :

VreA: a+nr#£0, c(r)=(y+dr)(z+nr)"t
2. MODULES PROJECTIFS

Nous référons a Quadrat (2006a,b) pour une généralisation
du Théoréme 2 aux systémes MIMO. Les idéaux fraction-
naires (resp., inversibles, principaux) sont alors remplacés
par des réseaux algébriques (resp., projectifs, libres).
Définition 3. (Rotman (2009)). (1) Un A-module a droite
M est de type fini (ou finiment engendré) s’il existe
r€Net {m;}i=1,. € M" telsque M =>"!_, m; A.
(2) Un A-module & droite M de type fini est libre s’il
existe » € N tel que M est isomorphe & A", ce
qui est noté par M = A" i.e., s’il existe un A-
homomorphisme a droite ¢ : M — A", c-a-d satisfait
¢(myar + mgaz) = ¢(my) ar + ¢(me) az, pour tous
a1, as € A et pour tous my, ms € M, qui est bijectif,
c-a-d injectif et surjectif.
(3) Un A-module a droite M de type fini est projectif
s’il existe un A-module & droite N et r € N tels que
M@®N = A", ou @ est la somme directe de modules.

Montrons que si J = (1, p) est un idéal fractionnaire
inversible, alors J est un A-module projectif (la réciproque
étant aussi vraie (Bourbaki (1989); Quadrat (2006b)). Par
définition, J est un sous-A-module de K. Considérons les
A-homomorphismes suivants :
kA2 — J 6:J 1 — A?
T T (4)
(@ B)" — a—pp, Br—(pB B)" .
Nous vérifions facilement que x est surjectif, 6 est injectif
et ker k = im 6. Nous avons donc la suite exacte suivante
0—J -5 42 570 (5)
(Quadrat (2003, 2006b)). Le fait que J soit inversible est
équivalent a 'existence de a, b € A : J veérifiant (1), c-a-d
tel que le A-homomorphisme ¢ défini par
v:J — A?

j o (aj i), ©)
vérifie kK o ¢ = idy. Or lexistence de ¢ tel que kot = idy;
implique existence d’un projecteur m = v ok : A2 — A2
(i.e., 72 = 7) défini par :

()1 v ()

Ainsi, A2 = im7 @ kerm = J @ ker k car ¢ est injectif, et
donc A2 =~ J@ J~!, ce qui montre que .J et J~! sont alors
deux A-modules projectifs de rang 1.

Notons que (2) implique :

n-(})a-para —p-a-po (1),

De plus, avec les notations de la Figure 1, nous avons :

() =m ()

Soit 7 : A2 — J~1 le A-homomorphisme défini par :
Yai=(\1 )T ea? 700 =-bAx+ar. (7)
Alors, 7o =id;-1 et 7' = 0o 7 : A2 — A? défini par

(o) - () ens

est un projecteur satisfaisant 7+ 7/ =1id 42 (II+1I' = ).
Remarque 1. Dans le cas A = RHo, ou H*(C,.), un pro-
bléme important de la commande robuste est d’optimiser
le rayon de robustesse, c-a-d de calculer :
by= sup [I[T= suwp [T} .
ceStab(p) cEStab(p)

Tout module projectif de type fini admet un systéme de
coordonnées, aussi appelé base projective (Rotman (2009)).
Expliquons ce concept dans le cas de J et J~!. Si l'on
considére les A-homomorphismes (A-formes) suivants
1:J — A n:J — A
J—aj, Jjr—bj,
correspondant respectivement a la projection de ¢ (défini
par (6)) sur la premiére (resp., seconde) composante de
A2, alors (1) implique
Vied, j=(aj)—pj)=1u(j)—pe(),
ol 1 et —p sont les deux générateurs de J. Nous appel-
lerons S = ({1, —p}, {t1,t2}) un systéme de coordonnées
de J car tout élément j de J est une combinaison A-
linéaire des générateurs de J dans laquelle les coefficients
sont obtenus & 'aide de A-formes i1 et t5. Notons que S
dépend du choix de a, b € J~! satisfaisant (1), c-a-d du
choix du controleur stabilisant ¢ = b/a (voir (2)).

Similairement, si ’on considére les A-homomorphismes

6,:J " — A Oy :J 1 — A

1 — pi, 1 — 1,
correspondant respectivement a la projection de 6 (défini
par (4)) sur la premiére (resp., seconde) composante de
A2 alors (1) implique
VieJ ', di=ai—b(pi)=ab(i)—bb(i),

ce qui montre que S’ = ({a, —b}, {02,01}) est un systéme
de coordonnées du A-module projectif J 1.

3. CALCULS DIFFERENTIELS

Donnons la définition d’un calcul différentiel.

Définition 4. (Karoubi (1987)). Soit A une algébre asso-
ciative unitaire sur un anneau commutatif k£ contenant Q.

(1) L’algeébre A est dite graduée s'il existe une famille de
k-modules (A;);en tels que :
(a) A= @iGN A;.
(b) VieN,VjeN, A; Aj - Ai+j7 ie.,a;a; € A'L+j
pour tout a; € A; et pour tout a; € A;.
En particulier, Ay est une k-sous-algébre de A.
(2) Une algebre graduée A est dite commutative si :
Va; € A;, Vaj S Aj, a; a; = (—1)” a; a;.
Notons que Aj est nécessairement commutative car :

Y ag, ay € Ao, agay = ag ao.



(3) Une algebre graduée A est dite différentielle s’il existe
des applications k-linéaires 6; : A; — A;41 pour
i € N satisfaisant les conditions suivantes :

(a) Vie N, 5i+1 0d; =0.
(b) Pour tout a; € A; et pour tout a; € A; :

0ivjaiaz) = di(ai) aj + (=1)"a; 6;(az).  (8)

En particulier, les k-modules A; ont une structure de
Ag-bimodules, c-a-d :

Va,a € Ay, Va; €A,

(4) Un calcul différentiel sur A est une algebre différen-
tielle graduée (Q% = @,y Ny, ) telle que QY = A.

(aa;)a’ =a(a;a).

ieN

Pour simplifier les notations, nous notons § = §; pour tout
1 € N. Les conditions 3.a et 3.b se réécrivent alors :

82 =0, d(a;a;)=d(a;)a; +(—1) a; 6(a;).
Ezemple 1. Si X est une variété différentielle, A = C*°(X)
I'algebre des fonctions différentiables sur X et QY = Q/(X)
le k-espace vectoriel des i-formes différentielles sur X, alors

% = @Dicn 4 muni du produit extérieur A des formes
différentielles et de la dérivée extérieure § = d forme une
algebre différentielle graduée. Puisque

YV w; GQiA, ij EQ{M wi/\wj:(—l)ijwj N Wi,
2% est alors une algébre graduée commutative définissant
un calcul différentiel sur A avec k = R ou C.

Un calcul différentiel important pour la théorie des sys-
témes de dimension infinie est le calcul différentiel quan-
tiqgue en dimension 1 développé par Connes (Connes
(1994)). Pour plus de détails, voir Quadrat (2012).
Ezemple 2. Considérons :
D={zeC||z|<1}, T={zeC||z| =1}.
Le calcul différentiel quantique de dimension 1 sur T est
défini par le triplet (L°°(T), L?(T), F'), appelé module de
Fredholm, ou F est la transformée de Hilbert définie par
VneN, Fle,) =sign(n)e,,
ott {e, = ¢™};cz est la base standard de H = L?(T)
(0 € T), et sign est la fonction signe définie par sign(n) = 1
sin € N (sign(0) = 1) et sign(n) = —1sin € Z\N.
Clairement, F' satisfait F? = 1, ou 1 = id est 'opérateur
identité de H. Notons que H est un A = L*°(T)-module
car a h € H pour tout a € A et pour tout h € H. Pour tout
a € A, nous pouvons introduire I'opérateur borné suivant :
a:H—H
h — ah.
Si l’on note L(H) la C*-algébre non-commutative formée
par les opérateurs bornés de H, alors 'application x qui
associe & a € A 'opérateur @ est une représentation fidéle
de H. Puisque x est injective, on peut identifier a a @. La
différentielle de a € A est alors définie par da := [F,a],
ou [Ly,Lg] := L1 o Ly — Ly o Ly est le commutateur de
Ly, Ly € L(H) et o la composition d’opérateurs, c-a-d :
da:=[Fa:H—H
h — F(ah) —aF(h).

Notons que d1 = 0. Pour tout a, a’ € A, nous avons :
d(ﬁ) =Foad —ad oF
=(Foa—aoF)od +ao(Fod —a oF)
=daod +aodd.

On peut alors définir le C-module des 1-formes sur A par :

QL = {Zaoodai|n€N, ag, a; € A, i:l,...,n}.
i=1
Notons que 2} a une structure de A-module & gauche car :
VYa,b,c€ A, co(boda)= (cob)oda.
De plus, Q) est un A-module & droite car :
Va, be A, daob=d(ab)—aod(b).
Finalement, Q) est un A — A-bimodule car :
Va,b,ce A (Coda)ob==co(daob).

Considérons les deux projecteurs suivants :
Pr=(01+4+F)/2, P_.=(1-F)/2.

Nous avons P = Py, P2 =P_,P,oP_ =P oP, =0,

et PL + P_ =1, ce qui donne H =H, & H_, avec :

H, =im(Py) = H*(D), H_ =im(P_) = H*D)*.
Voir, e.g., Curtain et Zwart (1991). Pour tout a € A,
l'identité F2 =1 implique

Foda+daoF = Fo(Foa—aokF)

+(Foa—aoF)oF=a—a=0,
ce qui montre que da anti-commute avec F. D’ou :

da+Foda=da—daoF < Proda=daoP_. (9)
L’identité (9) implique alors :

PyodaoPy =dao(P_oPy)=0,
{P_ odaoP_=(P_oP;)oda=0.
Maintenant, si ’'on décompose da comme suit
do - Hy ®H- — Hy dH_

h XY h
=)= (ov) ()
alors (10) implique
(Pyodao Py)(H) = (P} oda)(Hy) = Py(da(H4)) =0,
(P_odaoP_)(H)=(P-oda)(H_)=P_(da(H_)) =0,
ca-d X =V=0.Sia€ A hy € Hy et h_ € H_, alors
da(hy) = F(ahy) —ahy = =2P_(ahy),

{ da(h-)=F(ah_)4+ah_=2P.(ah_),

ie,U=—-2P_oaetY = 2P, oa. Ainsi, nous obtenons :
do:Hi ®OH_ — Hy OH_

h = hy — 2 Pi(ah-) .
h_ —P_ (a h+)
Considérons la sous-algeébre de Banach H*° (D) de I’algébre

de von Neumann A. En utilisant le fait que H, est un
H*®°(D)-module et F(Hy) = H, nous obtenons

da(hy) = F(ahy) —aF(hy) =ahy —ahy =0,
pour tout a € H*(ID) et pour tout hy € H,, et donc :
P_odaoPy =0 = U=0.
Ainsi, pour tout a € H**(ID), nous obtenons
da:Hi OH_- — Hy OH_

= (i) =2 (),

c-a-d la différentielle da de a € H*(D) est un opérateur
de Hankel. Nous rappelons que les opérateurs de Hankel
jouent un role fondamental en théorie des systémes (e.g.,

(10)

(11)



réduction de modeéles, commande H).
détails, voir, e.g., Curtain et Zwart (1991).

Pour plus de

Un théoréme de Kronecker montre que da est un opérateur
de rang fini ssi a est une fraction rationnelle (voir Connes
(1994)). En particulier, la différentielle d’un élément de
Clz, 27 !] est un opérateur de rang fini de H.

Le A — A-bimodule des n-formes Q7 sur A est défini par
I’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme :

o[ﬁlﬁnL a; € A.

Utilisant (11), on montre facilement que da; odas = 0 pour
tout ay, az € H*(D), c-a-d les 2-formes sur H>° (D) sont
nulles. Le produit Q, x Qi‘ — ijj est simplement défini
par la composition des opérateurs w; o wj, olt w; € QY et

agodayo---oda, =ago[F,a1]o

w;j € Q. La différentielle d’une i-forme w; est définie par :
dw; = Fowi — (-1 w0 F e Q.
(% = P,cn 4, d) est alors un calcul différentiel sur A

(Connes (1994)). Voir Quadrat (2012) pour des applica-
tions de ce calcul différentiel en théorie des systémes.

4. CONNEXIONS
4.1 Définition et propriétés

Dans ce qui suit, nous supposerons que (£2%,d) est un
calcul différentiel sur une k-algébre A (voir Section 3) non
nécessairement commutative.

Nous introduisons une version algébrique du concept de
connexion die & Connes (1994) et Karoubi (1987). De
nos jours, ce concept joue un role important en géométrie
différentielle et en physique mathématique.

Définition 5. Une connexion sur un A-module & droite
M est une application k-linéaire V : M — M ®4 QY
satisfaisant la régle de Leibniz suivante :

VmeM,Vae A, Vima)=(Vm)a+m®edi(a). (12)

Nous pouvons étendre V en une application k-linéaire
VneN, M®asQ% —>M®AQZ+1,

aussi dénotée par V par simplicité, satisfaisant :
Vw, € MR4 0%, Yw,eQf:

1
V(wn @wm) = Vwp @wp + (=1)"w, @ 6(wim)- (13)

Un résultat important de Cuntz et Quillen est le suivant.
Théoréme 3. (Connes (1994)). Un A-module a droite M
admet une connexion ssi M est un A-module & droite
projectif de type fini.

Le Théoréme 3 et la Section 2 montrent que tout systéme
stabilisable et tout controleur stabilisant admettent des
connexions. Le but de ce papier est d’expliciter ce résultat.

Soient V7 et V3 deux connexions sur un A-module a droite
projectif M de type fini. Pour m € M et pour tout o € A :

(Vi =V3)(ma)=Vi(ma) — Va(ma)
= Vi(m)a+m®@d(a) — Va(m)a—m® d(a)
= (Vi(m) = Va(m)) a

Ainsi, Vi — Vg est un A-homomorphisme droite de M
dans M ®4 QY. Du fait que M est un A-module projectif
a droite, nous avons alors (voir, e.g., Rotman (2009)) :

Vi~V € homa (M, M®49QY) =2 enda(M)®4 QY. (14)

Exemple 3. Si M = A" est un A-module & droite, alors
M @4 QY4 2 (QL4)". Considérons la k-application linéaire :

(5:M—>M®AQ}4
aq 5(@1)

ay o(ay)

Puisque §(a; o) = 0(a;) o+ a; 6(er) pour tout o € A, nous
obtenons d(m ) = §(m) a + m d(a) pour tout m € M, ce
qui montre que ¢ est une connexion sur M. Maintenant, si
V est une autre connexion sur M, alors (14) montre que
V-6 €ends(M)® QY = (Q4) % . Soit © € (Q4)™*" une
matrice r x r de 1-formes différentielles telle que V—4§ = ~,
ou «y est I'application A-linéaire & droite suivante :

v M — M®s Q4
m — ©m.
Nous avons alors V(m) = §(m) + © m pour tout m € M.
Considérons le calcul différentiel sur X = R défini dans
I’Exemple 1. Alors, A = C*°(X),0 = det M = A" est le A-
module libre correspondant aux sections du fibré vectoriel

trivial E = X x X" de coordonnées locales (¢, m). Ainsi,
©=Fdte QY(X)™*", ou F € A" et donc
(t)) + F(t) m(t) dt = (m(t) + F(t) m(t)) dt,

V(m(t)) = d(m
) =

ou 7h(t) = dm(t)/dt est la dérivée de m € A". Les sections
(t,m(t)) de E annulées par la connexion V satisfont donc
le systéme différentiel linéaire d’ordre 1 suivant :

m(t) + F(t) m(t) = 0.

Si X = R" et ¢ = (x1,...,2,) est un systéme de
coordonnées locales de X, alors © = > | ©,dx;, ou
©,; € A"*". Nous obtenons alors

V(m(z)) =
+Z@m dxzz<agz£l)+® m(x )> dz;,

ce qui montre que les sections (x,m(x)) du fibré trivial E
annulées par la connexion V satisfont le systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles linéaires d’ordre 1 suivant :
om(x)
3xi

+O;mx)=0,i=1,...,n

4.2 Connezion sur un systéme stabilisable

Soient A une k-algébre commutative unitaire formant un
anneau intégre, p € K = Q(A) et J = (1, p) un idéal
fractionnaire inversible de A. Il existe alors a, b € J ! tels

que a — pb = 1. Considérons les applications suivantes :
J A2 M8 p2g gl ROMgo 0l

—(32) — (36)) —romr-rosws
Nous obtenons ainsi la connexion suivante sur J
V:J— J®gu 9}4
jr—1®d(aj) —p®ibj),
appelée connexion de Grassmann/Levi-Civita de J par
analogie avec la situation en géométrie différentielle.

(15)

Notons que nous avons utilisé le systéme de coordonnées
= ({1, —p}, {t1,t2}) de J pour définir V comme suit :

Vied Vji=1®6u(j))—p®da())).



Vérifions que la condition (12) est bien satisfaite. Pour tout
j € J et pour tout a € A, en utilisant (1), nous avons :

V(ija)=1®é(aja) —p®i(bja)
=1®(0(aj)a+(aj)d(e)) —p® (6(bj)a+ (bj)d(a))
=(Vj)a+1®(aj)ié(a) —px (bj)d(a)
=(Vj)a+(aj—pbj)@d(a) =(Vj)a+j®i(a)

Proposition 1. La connexion V satisfait la relation

vied, (V1)(aj)—(Vp)(bj)=0, (16)
o {Vl:l@é(a)—p@&(b), (17)
Vp=1®d(ap) —p®d(bp).

Preuve 1. Pour tout j € J, j = (aj) —p(bj). Nous avons
alors Vj =V (aj)— V(pbj). Puisque aj, bj € A, nous
pouvons utiliser (12) pour obtenir :
{ V(aj) = (V1) (aj)+1@d(aj),
Vip (b)) = (Vp) (bj) +p®6(bj).
En utilisant (15), nous avons alors (16) car :
Vi=V(aj)=Vpbj)=(V1)(aj) = (Vp)(bj)+ V]
Remarque 2. a—pb =1 implique d(a) —d(pb) = §(1) =0
c-a-d §(a) = 6(pb). Alors (17) se réécrit sous la forme :
{Vl =1®J(pb) —p®i(b),
Vp=1®é(ap) —p®i(a).

Du fait que tout élément j € J a la forme j = a — pf3,
avec a, 3 € A, nous avons donc :
Vji=Va-V({pp)
=((V1)a+1®6(a) = (Vp)B+p® ()
=(V)a—(Vp)f+1®d(a) —p®(B).

Notons que la connexion V est définie a ’aide du plonge-
ment particulier ¢ : J «— A2, c-a-d a partir d’une solution
particuliére a, b € J~! de (15). Supposons que u—pv = 1,
avec u, v € J~!, et introduisons la nouvelle connexion
V' J — J @4 QY définie par :

Vied, Viji=1®0(uj)-p®di(vj). (19)
Alors, V' satisfait l'identité (16), avec (18), ou a (resp.,
b) est remplacé par u (resp., v). 4 du Théoréme 2 montre

(18)

alors qu’il existe ¢ € J~2 tel que :
v—b=¢q, u—a=pgq. (20)
Combinant (15) et (19), nous obtenons alors
(V- ¥)j =1 5((u ~ a)) - p® (v — b)),
ce qui avec (20) donne :
Vield, (V=V)ji=1®dpqj)-—p®d(qj). (21)

Notons V — V' par ¢,. Vérifions que ¢, est bien un A-
homomorphisme (voir (14)). Pour tout o € A, nous avons
pe(jo) =1®d(pgja) —p®d(qja)
=1®06(pgj)a+(pqj)d(a))
—p®(0(gj) a+(q7)0(a))
= @q(7) o+ ((paj) —p(aj)) ®d(a)
puisque pq j, ¢j € A.
Montrons que ¢, € enda(J) ® Q4. Soient ¢, g2 € J 72,
a € A et j € J. Clairement, nous avons :
{ (p!nJrEIQ = Soth + §0q27
Paq (1) = ¢q, (1 @)

= ¢q(j)

= (qu(j)()é

a la forme de ¢ = aca® + S b2, avec
Paa24+8b2 = Pa2 O + ©p2 ﬂ7 avec

p®d(a®j)

Tout élément ¢ de J 2
a, e A Do, g, =

Pa2(j) = 1®@d(pa®j) —

=1®0d((pa) (aj)) —p©d(a(aj))
=1® (d(pa) (aj) + (pa)d(aj))
—p® (0(a) (aj) +ad(aj))
= (1®d(pa) —p®d(a)) (aj) + ((pa) —pa) ®6(aj)
=1 ®d(pa) —p®d(a))(aj) = (Vp)(aj),
grace a (18) et 6(a) = d(pb). De méme, nous avons :

Vi€d, vr(j)=(1®pb)—pdb))(bj) =
Nous obtenons donc :
©q(j) = (Vp)(aja)+ (V1) (bjp)
=(aja)®é(pa) — (aja)p®d(a)
+(bjB)@6(pb)— (bjB)p@d(b)
=j®[(ad(pa) —apd(a)) o+ (b3(pb) —bp(b)) Bl
Théoréeme 4. Avec les notations précédentes, nous avons
Vied, Vag=ad+pb¥cJ 2 ¢,(j)=7®9,
(ab(pa)—apd(a)) a+(ba(pb)~bpo(b)) B € Q4.
Définissons maintenant une connexion sur un contréleur ¢
stabilisant p. Par le Théoréme 3, I'idéal fractionnaire J 1,

simplement noté par I dans la suite, admet une connexion.
En considérant les applications suivantes

12 a2 24 Yy T2 1o, Q4

i pi — 2pi)
1 5(7)
la connexion de Grassmann/Levi-Civita sur I est alors :

V:l— IT®a QY
i— a®0(i) —b®(pi).

(V1) (03).

avec ¥ =

id®d A2

— a®d(i) —b®di(pi),

(22)

Le systéme de coordonnées S' = ({a, —b},{61,02}) de I
peut étre utilisé pour obtenir directement V :
Viel, Vi=a®d(0(i))—bods01(i)).
I étant un idéal de A, c-a-d I C A, I®, QY 2 T1QL, ot cet
isomorphisme envoie i ®o sur 1®i o, aveci € I et 0 € QY.
Ainsi, Vi = 1® (ad(i) — bd(pi)) s’identifie & la 1-forme
différentielle a 6(i) — bd(pi) € Q4. Notons que I'identité
d(a) = 0(bp) implique :
Va=a®68a)—b®d(pa) =a®d(bp) —bod(pa)
=1® (ad(bp) —bi(pa)),
Vb=a®d(b)—b2d(pb) =a®dsb) — b da)
=1® (ad(b) —bd(a)).
(23)

Proposition 2. La connexion V satisfait la relation
Viel, (Va)i—(Vb)(pi)=0,
ot Va et Vb sont définis par (23).

Preuve 2. L’identité (1) donne ¢ = ai — bpi pour tout
1€l etpuisquei€ A,acI,beletpie A, nous avons

Vi=V(ai)—V(b(pi))
= (Va)i+a®d()— (Vb)(pi)—b®d(pi)
= (Va)i—(Vb)(pi)+ Vi,
d’ott (Va)i— (Vb)(pi) =0 pour tout i € I.

(24)



4.8 Connezion sur une factorisation copremiére

Supposons maintenant que p admet une factorisation
copremiére p = d " 'navecdz—ny = 1,0t z, y € A. Alors,

J = (1,p) = (d7'), c-a-d J est un idéal fractionnaire
principal de A. Nous avons 'isomorphisme suivant :
—1
JE A
4,

Considérons les applications suivantes :

I I o VA LN S 9 )
jr—dj—dj) — dtedd))

Nous pouvons alors définir la connexion suivante sur J :
Vi —J® A Qh

j— d ' ®4(dj). (25)

Veérifions que la condition (12) est satisfaite. Pour tout
j € J et pour tout a € A, dj € A implique :

Viija)=d ' ®@ddja)=d " @ (6(dj)a+(dj)i(a))

=(VHNat+d(dj)®dia)=(Vj)a+ijcila)

Notons que V'd~! =d=t ®§(1) = 0.

Proposition 3. La connexion V' définie par (25) vérifie :
Vi=d'laeld acA Vji=d ')
Preuve 3. Tout élément j € J = (dil) a la forme de
j=d taavec a € A, et la condition (12) implique donc :
Viji=d'®@didd " a)=d ')

Comparons maintenant V et V' dans le cas ou p admet
une factorisation copremiére p = d~! n. Nous avons alors
a=xd,b=ydet j =d 'aavec a € A (voir 2 et 5 du
Théoréme 2), et donc :
Vi=1®6@xdd " a)—d 'n®di(ydd*a)
=d'de@é(za)—d 'n®di(ya)
=d ®(dé(zra) —nd(ya)) =d~" @,
ot  =dd(za)—nd(ya) € NYy. Notons que :
¢=d((z)a+zd(a)) —n((y)a+ydle))
= (dz —ny)d(a)+ (dd(x) —niy)) a
=d(a)+ (dd(z) —nd(y)) a.
Utilisant le fait que dj € A, nous avons alors :
Vi=d'® ((a)+ (di(x) —nd(y))a)
=V'j+d @ (dd(x) —né(y)a
=V'ji+dlta® (dsx)—ndy))
=V'ji+j®(déx)—nd(y)).
Théoréme 5. Soient p = d~'mn une factorisation copre-
miérede p, dex —ny=1,z,y€ A, et :
o=dé(x) —ndéy) =—-6(d)z+d(n)y e Q. (26)
Les connexions V et V' définies par (15) et (25) satisfont :
Vied, (V-V)j=j®ccenda(J)®a Q.
Preuve 4. Il ne nous reste plus qu’a prouver la deuxiéme
expression pour la forme o. L’identité dx —ny = 1 donne
d(dz) — d(ny) = §(1) =0, c-a-d §(dx) = d(ny), et donc
d(d)x+dd(x) =d(n)y+nd(y), dou (26). En accord avec
(14), ¢ : J — J ®4 QY défini par ¥(j) = j ® o est un
A-homomorphisme.

Utilisant 6(dz) = d(ny), nous obtenons alors :

Calculons maintenant la connexion de Grassmann/Levi-
Civita sur I = J~! = (d). Considérons I'isomorphisme
'y
a-'.
—
et les applications suivantes :
-1
14 4 % oy 429 7,0,
i — d Vi 0(d i) — d®d(d ).
Nous pouvons alors définir la connexion suivante sur J :
Vi — Joa 0
i — d®d(dti).

d.®id

Dans Quadrat (2012), nous montrons comment calculer les
courbures des connexions introduites dans ce papier ainsi
que les caractéres de Chern. Dans de futures publications,
nous montrerons comment utiliser le calcul différentiel
quantique de dimension 1 et ces notions géométriques pour
étudier les problémes de stabilisation, H> et H?2.
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