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Automatique & Calcul formel

e But de I'exposé:

Comment utiliser les méthodes algébriques et de calcul formel pour
simplifier les systemes apparaissant en automatique?

e Intéréts d'un pré-conditionnement algébrique:

e Simplification des équations du systeme

= simplification de I'étude des propriétés structurelles.

@ Découplage des équations du systeme = analyse numérique.

e Autres domaines concernés:
@ Physique mathématique.

@ Sciences de l'ingénieur: électromagnétisme, hydrodynamique...
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Au commencement: une histoire de notations!

e Newton: Le calcul des fluxions (1666)

(0 + £ ()~ § () =0,
Xo(t) + § xa(t) — § u(t) = 0.
e Leibniz: Le calcul infinitésimal (1676)
Tl 1 & (t) — £ u(t) =0,
d?x(

Dal) 1 £ x(t) — £ u(t) = 0.
e Boole: Le calcul opérationnel (1859-60)

g 0 _ x1(t)
et %(t) | =o.
0 d2 + £ -
t

—[oq

—[0q

u(t)
= anneau d’ operateurs différentiels D = Q(g, /) [%}:
. d d\' _d d _d
iz:;a,- <E> eD, a,—EQ(g,l), (E) —EO...Odt—dti.
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Forme canonique de Smith

e D = K[s], k corps (e.g., Q, R, C): anneau euclidien.
e Théoreme: VR € D9*P, 3V € GL4(D), U € GL,(D):

ap 0 ... ... 0 ... 0
0 o . .
R=VRU=] 0 ... 0 a 0 ... 0 |-
0 0 0
o ... ... ... 0 ... 0
ou ai|laz|...|a,#0 e «; €D, i=1,...,r.

e Applications en automatique: Invariants, propriétés structurelles,
réalisations. .. (c.f. Kailath, d’Andréa-Novel & Cohen de Lara).
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e Considérons 2 pendules de méme taille montés sur un mobile:

hm+§nm—§woza

@m+§mm—§mn:a

e Considérons I'anneau euclidien D = Q(g, /) [4].

e Nous avons la forme de Smith suivante:

d2
/ g _g 00 1
-—— 0 a2 T 0 ! 0 1 1
1 @ g g @ g
-1 1 a & 8 1 0 —+°%
0 gEtT a2 "
(1 0 0
= d? g
et
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Forme canonique de Jacobson

e D=K [%}, K corps différentiel (e.g., Q, Q(t), M).
e D est un anneau euclidien a gauche:

(a0 Y(0) = a(t) (1) + (1) (1)

d
= — =3 — -
dta adt +a
e Théoreme: ¥ R € D9*P, 3V € GL4(D), 3 U € GL,(D):
a 0 ... ... 0 ... 0
0 (6%) ’ : :
ﬁ:\/RU: 0 0 Olr 0 0 s 041‘042||Oér750
0 0 0
o ... ... ... 0 ... 0
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e Considérons le systeme linéaire variant dans le temps:

tyi(t) — ya(t) — t2 ya(t) + na(t) =0,
() + tya(t) — ya(t) + uz(t) = 0.

e Considérons I'anneau euclidien 3 gauche D = Q(t) [ %].

00 1 0
td 1 29 1o 00 0 '
dt dt d 5 d

d d 10 —t—-+1 e —
ll t——1 0 1 dt dt
dt dt d d
1 —— —t—+1
0 dt dt+

(1000
o100/

e Implantation dans la librairie OREMODULES,
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Quid des systemes fonctionnels généraux?

e Modele d'un réservoir 1-D contenant un fluide animé d'un
mouvement horizontal (Petit-Rouchon, IEEE TAC 02):

yi(t) = ya(t —2h) + ays(t — h) =0, -
yi(t—2h) — ya(t) +ays(t— k) =0, > TER+

e Considérons D =R [4 5], 6(y(t)) = y(t — h), et la matrice:

d d 2
— =& ad—za
R— dt dt dt c D2><3.
de _4d d?
dt dt @ dt?

e Question: 3 U € GL3(D), V € GL3(D) telles que:

a1 0 0
VRU= , a1, ap,a3 € D?
0 Qo Q3
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Quid des systemes fonctionnels généraux?

e Approximation linéaire d'un écoulement 2-D stationnaire,
rotationnel et isentropique (Courant-Hilbert):

8 280'

Pox T ax O
8)\ 280'
upgy + G, =0
3w+ @+ o\ 0
Pax THx TPay —

e Considérons D = Q(u, p, ¢)[0x, 0y] et la matrice:

u p Oy c2 9, 0
R = 0 29, updy | € D>,
pOx udx po,

e Question: 3 U € GL3(D), V € GL3(D) telles que:
V RU = diag(a1,a2,a3), ai,a2,a3 € D?
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Quid des systemes fonctionnels généraux?

e Considérons les équations de Dirac suivantes:
dayr—idsys — (idi + cb) ya =0,
days — (idi —db)ys +idsys =0,
idzy1+ (idi+d)y, —days =0,
(idi —d)y1 —idsyr —days =0,

d,' = 8/(’)x,-.

e Considérons D = Q(i)[d1, d2, d3, da] et la matrice:

dy 0 —ids —(id1+d2)
R— 0 dy —idy +do ids
o i d3 idi+d> —dy 0
idi — d> —ids 0 —ds
e Question: 3 U € GL4(D), V € GL4(D) telles que:
* x 0 O
* x 0 0
— ?
VRU 00 « » |’
0 0 % %
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Exemples d'algebres d'Ore

e Opérateurs différentiels: A= Q, Q[x1,...,xn], Q(x1,-.,Xn),
D = A[dr,...,0n], 0= 07,
P =3 0clu<man(x)0" €D, O"=01"... 04", a, €A
e Opérateurs de décalage:
D=Alp], A=, Qlal, Qn).
P=>YT,ai(n)o' € D, o(a(n))=a(n+1).

e Opérateurs différentiels a retard:

D=A[%.0, A=Q, Q[1], Q(z),

P = Tocisseman(t) o € D (a(t)) = (e — h).

e Théoreme: Pour tout ordre monomial, il existe une base de
Grobner qui peut étre calculée par I'algorithme de Buchberger.
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Problemes de factorisation et décomposition

e Soit D une algebre d'Ore d'opérateurs fonctionnels.
e Soit R € D9*P une matrice.
e Questions:

1.IReD”P, RReDY": R=RyR?

Si1 S
2. 3W e GLy(D), V € GLy(D) t.q. VRW = ( 81 512 >?
22

511 0
3. 3WEGLy(D), Ve GLg(D) ta. VRW ={ " |7
22
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Théorie des systemes par I'analyse algébrique

e Considérons une algebre de Ore D d’opérateurs fonctionnels.
e Considérons une matrice R € DI*P,

e Soit F un espace fonctionnel possédant la propriété suivante
Val,azeD, Vf, heF: aifh+ahelkF.

c-a-d, F est un D-module a gauche.

e Le systeme ou behaviour est défini par:
kerr(R.) ={n € FP | Rn=0}.

e Exemple: Soient D =R [%], R= (% I, — A, —B) c Dnx(nt+m)
et F = C*°(R4). Alors, nous avons:

kerr(R.) = {(x,u) € F"™ | x(t) — Ax(t) — B u(t) = 0}.

Alban Quadrat Automatique & Calcul formel



Théorie des systemes par I'analyse algébrique

e On aimerait faire de I'algébre linéaire sur la matrice R
= étude par la théorie des modules du D-module a gauche:

M = DYP /(D™ 9 R).
On réduit a zéro les combinations D-linéaires des lignes de R.

o Exemple: D=R[Z], R= (& 1,— A, —B) € D" (ntm),
M = DY<(n+m) /(plxn Ry,
o Exemples en théorie des nombres & géométrie algébrique:
C=RK/(R[x] (x* +1)), Z[i V5] = ZIx]/(ZIx] (x* + 5)),
A= Qlx, y/(Qlx y] (x* + y* = 1) + Qlx, y] (¥ — x)).

e homp(M, F): groupe des applications D-linéaires de M dans F.

e Théoreme de Malgrange: Nous avons kerz(R.) = homp(M, F).



Transformations de Galois des systemes

e Considérons un autre systeéme ker7(R'.) avec R € DI *P".

Comment envoyer un élément de kerz(R’.) sur un élément de
kerr(R.)?

e Soient M = D¥*P/(D'*9 R) et M’ = D**P' /(D'*9 R).
e Ce probleme revient au calcul du groupe homp(M, M’).

e Théoreme: f € homp(M, M’) est entierement défini par la
donnée de P ¢ DP*P et @ € D% satisfaisant la relation:

RP=QR.
e Vérification: R’ =0= R(Pn') = Q(R'n/) =0.
o Exemple: D =K [Z], R= (& 1h—A(t)), R'= (&1, —A(t)),
homp(M, M) = {P = Q € K™" | P(t) = A(t) P(t)—P(t) A'(t)}.



Calcul de homp(M, M")

e Nous considérons ici que le cas d'un anneau D commutatif.

e Définition: Le produit de Kronecker de E € D9*P par F € D"**:

EnF ... EipF

EQF = : . e planx(ps).

Eq;lF Eq;,F

e Lemme: Soient U € D3*b V € Db*c et W € DX1,
UVW=(WV...V,)(UT @ W).

¢ RPIy=(P1...P,)(RT®1y), 4,QR = (Q1...Qq) (I ® R').

Le calcul de R P = Q R’ se réduit alors au calcul de

RT ® Iy
wo((725)

par bases de Grobner = générateurs & relations de homp(M, M").
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Exemple des 2 pendules

e Considérons |'algebre de Ore D = Q(g, /) [%],

) c D2><3.

e Considérons le D-module M = D**3/(D'*2 R).

e Considérons la matrice du systeme:

2
e (B 0 -
0o LH+& -
dt? /

—fo5

—I

e endp(M) = homp(M, M) est défini par les matrices:

Qg o%] a3 g
P, = Qg Q1+ Qp — Qg , az g ,
0 0 a3/%+a1+a2+ga3
Qi (0%}
= YV o, 00, 03,04 € D.
Qa <0[4 C¥1+a2—a4 )7 1, k2, (X3, (k4
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Exemple d'un réservoir (Dubois-Petit-Rouchon, ECC99)

e Considérons I'anneau D = Q [ 4

30 5} des opérateurs différentiels a
retard et la matrice du systeme:

2 d
. 2 1 2456 .
1 62 245

e Soit M = D'*3/(D**? R). Le D-module endp(M) est défini par:

aq
P, = a2+2a4%+2a5%5
044(5+Oé5
(%) 2(13%5
a172a4%72a5%5 2a3%5 ,
-y 0 — as ap +ax+az (02 +1)

a1 —2a4 2 ar+2a4 2
Qu=| = Tte  TRTIT@ ) yaeD i=1,...,5
ar+2as5 56 ar—2as 50
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Exemple de |'écoulement 2-D isentropique

e Considérons D = Q(u, p, ¢)[0x, 0y] et la matrice du systeme:

u p Oy 20, 0
R = 0 29y, updy | € D3
pOx udx po,

e Soit M = D¥*3 /(D3 R). Le D-module endp(M) est défini par:

(6751 C2 (67%) CzupOég,
Py = 0 a1y —upap —u?p?as ;
0 —c2(v?>—c?az ar—upaz
(5] 0 0
Qu=| upas a1—upay —uv*paz |,
p Qo —p(?—=c)az ar—axup

avec a, oo et ag des éléments arbitraires de D.
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e Considérons une algébre de Ore D, une matrice R € D9*P et le
D-module 3 gauche M = D**P/(D1*9 R).

e Théoreme: A tout f € endp(M) non-injectif, défini par P et Q,
correspond une factorisation de la matrice R de la forme

R=LS,

ol la matrice S est définie par:

kao<(;)>:D“%5 ~T), SeD™, Teb™,

o Intérét: kerr(S.) C kerg(R.):
Sn=0=Rn=L(Sn)=0.

e De plus, nous avons coim f = M/ ker f = D*P/(D**" S).
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Réservoir (Dubois-Petit-Rouchon, ECC99)

e Soient D = Q [%,6] et le D-module M = D¥*3/(D**2 R), ou:

2 d
R 60c 1 2590 c p2X3.
1 62 245
e Un D-endomorphisme non-injectif est défini par les matrices:
110
1 1
0 0 2

e Nous avons alors la factorisation suivante:

p_ (01 1 -1 0
11 0 2+1 246 )"
y(t) =2€(t = h), . { it =2h) + yo(t) = 2y5(t — h) =0,

ya(t) = 28(t = ), yi(t) +ya(t —2h) = 2y3(t — h) = 0.

ya(t) = &(t — 2h) + £(2),



Réservoir (Petit-Rouchon, IEEE TAC 02)
e Soient D = Q(«) [%,5} et le D-module M = D¥*3/(D**? R):

d d 2 d?
R:( i —a@i) a¢1t25>€D2x3_

d 2 d d?
@0 @ Qgpd
e Un D-endomorphisme non-injectif est défini par les matrices:
1 -1 0
1 1
0 0 2
e Nous avons alors la factorisation suivante:
d
R= oo ( : d 21 0d2 )
46 -1 0 £(0°+1) —afd
= 0’

(o) _g(i(i;)hj__cq N yi(t) —ya(t —2h)+ ays(t — h)
’ yi(t —2h) — yo(t) + ays(t — h) = 0.

ya(t) =«
ya(t) = &(t —2h) + £(¢),



Décomposition bloc-triangulaire

e Théoréme: Soient R € DI%P, M = D'*P/(D1*9 R) et
f € endp(M) défini par P et Q satisfaisant R P = Q R.

Si les D-modules a gauche
kerp(.P), coimp(.P) = DY*P/kerp(.P),
kerp(.Q), coimp(.Q) = D**9/ kerp(.Q),
sont libres de rang m, p — m, I, g — [, alors il existe 2 matrices
U= (Ul UNHTeCLy(D), V= V)T cGLy(D),
telles que

5 1 ( iRW 0 gxp
R=VRU <v2RW1 viRW, ) €PTT
o U1 =Wy Wh), Wy € DP*™ W, € DP*(P—m) et:

Up € DmXp, Uy € D(pfm)Xp, Vi e Dl><q7 V, € D(qu)Xq.
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Réservoir (Dubois-Petit-Rouchon, ECC99)
e Soient D = Q(c) [, 6] et le D-module M = D*3/(D*2 R):

2 d
(T 280 s
1 6 295

o f € endp(M) est défini par les matrices:

11
P:% 11
00

N O O
N~
QO
Il
N =

1 -1 0
=U=|0 1 0|, vz<(1J _11>
0 0 1
= VRU = vo1 0 0
B 1 &+1 256 )
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Réservoir (Petit-Rouchon, IEEE TAC 02)

e Soient D = Q(c) [, 6] et le D-module M = D*3/(D*2 R):

dt’
d _d 52 d>

Rz( dt dt‘s O‘dt25>€D2><3
d 52 d d? '
@0 @ aged

o f € endp(M) est défini par les matrices:

1 -1 0
1
0 0 2
1 1 0
=U=10 -1 0 |, vz<(1)_11),
0 0 1
9 (1-6?) 0 0
:>VRU1(C“( > )
%52 %(1—}—62) a%é
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Exemple d'électromagnétisme

Ju!
1 2 2 1 1
09 — — (82 +83) Z 0,0, = 0,05 —0 0y
I " I
= R = 20,0, 09 — — (8 + 83) Z 0,05 —0d,
1 1 1 5
Z 0,05 — 0,03 00— — (01 +03) —o03
o " I

e Soient D = Q[0, 01,2, 03] et M = D1*4 /(D3 R).

0 0 0 0
P_ 0 opd: 0 —o pdy
- 0 0 o p O —o o3 9
0

88, 8:03 —(83+83)
0 0 0
Q= —018, opd—3 —8, 83 ,
— 81 83 — 8,03 opd — 83

satisfont R P = Q R et définissent un morphisme f € endp(M).
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Exemple d'électromagnétisme

e Les D-modules kerp(.P), coimp(.P), kerp(.Q), coimp(.Q) sont
libres et nous avons les bases suivantes:

w0t u-(3 88 2,)

1
coimp(.P) = D2 U, U, = o ( 8 é (1) 8 > ,

kerD(.Q) == D1X2 V]_, V1 = ( 1 00 ) y

coimp(.Q) = DY*?> Vo, Vo = ( 8 (1) (1) >

e La matrice R est alors équivalente 3 R = V R U~! définie par:
vor— L (83 + 83) L o, 0 0

I v

1

N A 1. N (2 1 A2 1 A2
81 0n 9 o(opd — (0] + 95 + 93)) 0

v Iz

R =

1 1, 5 (52 1 92 4 52
01 O3 O3 0 o (o pdr — (01 + 05 + 03))
w M
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Décomposition bloc-diagonale

e Théoréme: Soient R € DI%P, M = D'*P/(D1*9 R) et
f € endp(M) défini par P et Q satisfaisant:

P2 =P, @>=@Q (idempotents) = f2=f.
Si les D-modules a gauche
kerp(.P), imp(.P) = kerp(.(l, — P)),
kerp(.Q), imp(.Q) =kerp(.(lg — Q)),
sont libres de rang m, p — m, I, g — I, alors il existe 2 matrices
U= (U] U))T eGLy(D), V=(V{ V)" eGLyg(D),
telles que

Vi RW; 0
0 Vo R W)

ol U™t = (W Wa), Wy € DPX™, Wy € DP*(P=m) et

Uy € D™P Uy DP—m>*P vy e DI*9  \, e DlaDxa,

R:VRU1:< >6D"Xp,



Réservoir (Dubois-Petit-Rouchon, ECC99)

d
dt’

2 d
e [71 250 o pes
1 02 2590

et le D-module M = D*3/(D¥*2 R).

e Considérons I'anneau D = Q [ 5}, la matrice du systeme

1
1
0
RP=QR, P’=P, @=Q.

e Les matrices P =}

o =

0 1 11 .
0 et Q= 5 11 satisfont:
2

e En utilisant I'algebre linéaire, nous obtenons alors:

1 -1 0
u=|[1 1 o], V:(} _11>
0 0 1
- 2-1 0 0
_ -1 _
=~ R=VRU ( 0 144 4(3@5)'
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Réservoir (Dubois-Petit-Rouchon, ECC99)

= 52 —1 0 0
RZ( 0 1402 —4((,15)'
e Soient F = C*°(R) et ¢ une fonction lisse 2 h-périodique, alors:
z1(t) z1(t) = (1),
R ( 2(t) ) =0 & { z(t) =4t —h), EeF.
z3(t) z3(t) = &(t — 2h) +£(1),

e Nous obtenons la paramétrisation suivante de kerz(R.):

yi(t) z1(t) Tu(t)+2(t— h)
) | =07 =) | =] o) +2¢t—h) |-
y3(t) z3(t) §(t —2h) +&(¢)
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Réservoir (Petit-Rouchon, IEEE TAC 02)

e Considérons D = Q(«) [%,5], la matrice du systéme

d _dg2 4
R— dt 70" aged p2x3
- 2 € 9

ds2 _d 45
dt dt dt?

et le D-module M = D*3/(D*2 R).

1 -1 0
e Les matrices P = % -1 0 et Q = % ( } 1 > satisfont:
2

1
0 0
RP=QR, P’=P, Q*=Q.

e En utilisant I'algebre linéaire, nous obtenons alors:

1 1 0
1 -1
U=|1 -1 0 | ecLs(D), vz<1 . )EGL2(D),
0 0 1
_ 41— (1+46 0 0
=R=VRU '= a ( ) ) " .
0 2(+1) 20954
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Réservoir (Petit-Rouchon, IEEE TAC 02)

=_ 4 (1-0)(1+96) 0 0
0 4(?+1) 205 )

e Soient F = C®(R), Gi, G e Ret ¢ € F 2 h-périodique.

LZ)(t)—i- G t,
2af(t—h)+ G, (€F.

z1(t) z1(t)
R ( ZQ(l’) ) =0 & Zz(t)
z3(t) z3(t) = £(t — 2h) + £(1),
e Nous obtenons la paramétrisation suivante de kerz(R.):
y(t) 2(t) @O+ G+ G)—al(t—h)
) | =U"| 20t) | = L@t)+CGt-G)+al(t—h)
) §(t—2h) +¢(1)
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Barre flexible (Mounier-Rudolph-Petitot-Fliess ECC95)

e Considérons le systeme différentiel retardé suivant:

y(t) = yo(t = 1) = u(t) =0,
2y1(t = 1) = yo(t) = yo(t = 2) = 0.

1+62 —36(1402) 0 | 15
P= 26 —52 0|, = 2 ,
0 0 1
—26 5241 0 0 1
=U=|22(1-¢6) Z£5(°-1) -2 |, vz<2 5>,
-1 36 0

d d
286 —5(52+1) 0 010
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Barre flexible (Mounier-Rudolph-Petitot-Fliess ECC95)

d
R=(® ° 7).
0 10
e Considérons F = C*°(R). Les éléments du systeme kerz(R.)

y(t) = yo(t = 1) — u(t) =0,
2y1(t —1) = yo(t) — yo(t = 2) = 0,

sont de la forme

yi(t) c Jo—&(t—2)—¢(r)
yw(t) | =Ut 0 = c—2¢&(t—1) ,
u(t) &(t) (t—2) — (1)

ou ¢ (resp., &) est une constante (resp., fonction de JF) arbitraire.
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Corde (Mounier-Rudolph-Fliess-Rouchon,COCV 98)

e Considérons le modeéle d'une corde avec une masse intérieure:
o1(t) + ¥1(t) — ¢2(t) —o(t) =0
1() + () + 11 ¢1(t) — 1 ¥1(t) — m2 d2(t) + m2¢ba(t) = 0,
¢1(t*2h1)+1/11( )* U(t* hl) =0,
B2(t) + Yot — 2 o) — v(t — ho) =0,
ou hy et hy € Ry satisfont dimg(Q hy + Q hy) = 2.
e Considérons D = Q(n1,72) [dt,al,ag] M = D'*6/(D¥** R),

1 1 -1 -1 0 0
d
R | ggtm z—m —m m 0 0 c D46,
o? 1 0 0 -o1 O
0 0 1 o3 0 -0
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Corde (Mounier-Rudolph-Fliess-Rouchon,COCV 98)

e Les matrices suivantes satisfont RP = QR, P2 = P et Q% = Q:

1 0 0 0 0 0 1 0 1 1
—O’%OO 0 or O
I EE R S
0 0 0
0 00 0 1 0
0 00 0 0 1 00 0 0

e Les modules kerp(.P), imp(.P), kerp(.P), imp(.P) sont libres:

2

c; 1.0 0 —01 O

0 01 o2 0 —o 0 0 1 0

0 o0 0 1

y_| 1 000 o o veli o o1
“looo 1 o o |7

000 0 1 0 0o -1 Lo
000 0 0 1 dt
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Corde (Mounier-Rudolph-Fliess-Rouchon,COCV 98)

e R est donc équivalente a la matrice bloc-diagonale:

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
R=VRU'= (V] 1*0% o'gfl o1 —o
0 0 o} (i - m) - (i +U1> —m(e3+1) —o1 (i +771> 2 02
dt dt dt

e Considérons la seconde matrice diagonale

1*0’% Ugfl o1 —o)
S_< of (%*M)*(%er) —m (o3 +1) —o1 (%+m) m2 02 ),
et le D-module N = D*4/(D1*2 S).

e Un projecteur g € endp(N) est défini par les matrices:

ot o+l (B -1)/m
’ 2\ —m(ed+1) 0?41 ’

{ a=(02 (& —(m+m)) — &+ —m)/2n),
b=—01 (% —(m+m))/(2n).
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Corde (Mounier-Rudolph-Fliess-Rouchon,COCV 98)

e Les modules kerp(.P), im (.P), kerp(.Q) et im (.Q) sont libres.

o? (% —nm — '12) - (% +m - 712) —2m  —o (% -m — 712) 0
v = 1 0 0 0
—oq 0 1 0

ooy (d—m —m) —oa(d+m — ) 0 —o102(d —m —m) —2m;

V' = ” !
m(o35+1) o5-1 )

1 0 0 0
=S=V'sU 1= d d .
0 $+771+772 o1 E-H?z—?h o2

e Soient U” = diag(h, U’), V" = diag(h, V'). Nous avons alors:

R=(V'"V)R(U" U)™ ! =diag(h,S).
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Corde (Mounier-Rudolph-Fliess-Rouchon,COCV 98)

e Notons a« =11 + 12 et 3 =12 — 11. Nous avons alors:

¢1(t) +P1(t) — pa(t) — 2(t) =0,
G1(t) + Y1 (t) + m d1(t) — na(t) — n2 da(t) + m212(t) =0,
d1(t —2h1) 4+ 1(t) — u(t — hy) =0,
G2(t) + a(t —2hp) — v(t — hp) =0,
&

Zl(f) + « Zl(t) -+ 22(t — hl) + “822(1.“ — hl) + Z3(t — h2) =0.

= On peut calculer facilement une paramétrisation de la corde.

= Le systéme est op-libre et o;-libre. ..
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Kwakernaak-Sivan, Linear Optimal Control Systems, 1972

e Considérons le mélangeur suivant:

fa(t) + = sa(t) — wn(t) — ua(t) = 0,

20
1 _ —
xo(t) + §X2(t) _(a—a) VOCO) n(t—71)— (c2 VOCO) wm(t—7)=0
0 1 0 0
0 0 ch—C C— O 0 1
o[, (22
Gt 0 -1 -1 10
1 0 0 0
V<jt+;8 0 -1 -1 >U1:<;+g w5 0 o>
0 %Jrl (‘;060)5 7(62‘;060)5 0 0 10
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Modele de soufflerie (Manitius, IEEE TAC 84)

e Considérons le modele de soufflerie suivant:

x1(t) +axi(t) —kax(t—h)=0,
)'<2(t) — X3(t) =0,
x3(t) + w? xo(t) + 2 wxa(t) — w? u(t) = 0.

w? 4 —1 0
0 dlr 0 0 w? %+a 0
U= V=] W2 - .
w? (%-f—a) —w?(kabs+1) —(%4—2&1() w? o 2 01
0 % 1
%+a —kad 0 0 %+a —akw?s 0 0
Vv 0 2 ~1 0o |ut= 0 0 10
0 w? %—I—Zgw —u? 0 0 0 1
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Equations de Dirac

=VRU =

dy 0 —idy  —(idh+db)
0 dy —idi +do ids
i ds idy + dy —dy 0 ’
idy — ds —id; 0 —dy
1 0 -1 0 1 01 0
0o 1 0 -1 10101
10 1 0| 931010
0 -1 0 1 01 0 1
1 0 1 0 1 0 -1 0
0 -1 0 -1 y_|0 1 0 -1
-1 0 1 0 ’ 1 0 1 0 ’
0 1 0 -1 o -1 0 -1
id3s—dy —idy—db 0 0
i d1 — d2 i d3 + d4 0 0
0 0 idstds idi+db
0 0 idy—dry —ids+d,
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Ecoulement 2-D isentropique (Courant-Hilbert)

e Considérons « satisfaisant 1 + 4 (¢ — u?) o = 0 et I'anneau
d'opérateurs D' = (Q(u, p, ¢, ) /(1 + 4 (c? — u?) a?))[0x, Dy ].

0 2ac(c®>—u?) wup

U=| 0 2ac(c®?—u?) —up | €GL3(D'),
up c? 0
2ac 1 —2acu
V=| 2ac -1 —2acu | € GL3(D'),
1 0 0

updy 20y 0 Ok —2aco, 0 0
:v( 0 %9, upax)U_lz 0 O +2acd, 0
pOx udx po, 0 0 o,
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Bases de modules libres & Platitude

e Les modules n'ont généralement pas de bases!
3 T 5 T
(.27 €@ l2xi3ys52=0 =0 (-5,1.0) 42 (-5.0.1) .

{(x, v, 2)T € 2% | 2x+3y+52 =0} = Z (a1, B1, 1) +Q (az, B2, 12)"

ol y=—fiti+bt ek
y=0t+pat, tr=asx+asy+ as z. ’

X:a1t1+062t2a t1231X+32y+33Z,
t; € 7,
z=mt +7ty,

e Un systeme kerr(R.) est plat s'il admet une paramétrisation
injective, c-a-d, s'il existe @ € DP*™ T € D™*P telles que:

kerr(R)=QF™, TQ=ln.

o Si F est assez large, alors kerz(R.) est plat ssi le D-module a
gauche M = D*P/(D'*9 R) est libre (Fliess & co.).
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Théoremes de Quillen-Suslin et de Stafford

e Grace aux théoremes de Quillen-Suslin (conjecture de Serre) et
de Stafford, nous savons reconnaitre quand un module est libre et
calculer des bases dans les cas suivants:

@ D =Q[xi,...,xs]: package QUILLENSUSLIN (Fabiariska).

© D=A[01,...,0n], A= Q[x1,...,xn] ou Q(x1,...,Xn):
package STAFFORD (Q.-Robertz).

@ Autres algebres: heuristiques dans OREMODULES.
e P2 = P = kerp(.P) est un D-module libre dans le cas:
e D=Q[x1,...,Xn]

@ D=A[01,...,0n], A= Q[x1,...,xn] ou Q(x1,...,Xs), sous
la condition rankp(kerp(.P)) > 2.
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Le package MORPHISMS

e Les algorithmes correspondants ont été implementés dans le
package Maple MORPHISMS basé sur la librairie OREMODULES
dévelopée par Q. et Robertz:

’ http://wwwb.math.rwth-aachen.de/OreModules

e Liste des fonctions:
@ Morphisms, MorphismsConst, MorphismsRat, MorphismsRat1.
@ Projectors, ProjectorsConst, ProjectorsRat, Idempotents.
@ KerMorphism, ImMorphism, CokerMorphism, CoimMorphism.
@ TestSurj, Testlnj, Testlso.
@ QuadraticFirstintegralConst. . .

e || sera bientot librement accessible avec une libraire d'exemples.
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Conclusion

e Nous avons utilisé des techniques algébriques et de calcul formel
pour simplifier des systemes linéaires étudiés en automatique.

= Algorithmes & Implantation & Questions ouvertes.

e Travail futur: Utiliser ces techniques dans I'étude du découplage,
du rejet de pertubation, des formes de Smith généralisées. ..

e Liens avec les lois de conservation quadratiques étudiées dans les
sciences de l'ingénieur, 'intégrabilité des systemes hamiltoniens. . .

e Travail a I'intersection des intéréts des communautés de
I"automatique, du calcul formel, du calcul scientifique. . .

e Journée “Interactions entre théories algébriques et calcul
scientifique. Etat-de-I'art et applications”, 18/09/07, CNAM.
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