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Systemes d’ équations aux d ériv ées partielles

e Définition: On appelle syst eme d’ équations aux
dériv ées partielles (EDPSs) un systeme d’équations
reliant des fonctions inconnues

z1(x1,...,2n), ..., 2m(x1,...,2Tn),

et un nombre fini de leurs dérivées :

8zi 822 822:7; 822’&’ 8321' .

e , N ..., =1,...,m.
0x1 Oxp O0T7 Oxz Oxy
x1,...,%n . variables ind épendantes .

e Exemples: Az = < =+ 822 —|— 2 )
3

A z = 0 (fonctions harmoniques).

83_32 — A z = 0 (équation de la chaleur, x4 = t).

%z

002 ~ A z = 0 (éguation des ondes, x4 = t)...

e Probleme central : Etude de l'existence et de
I'unicité des solutions de systemes d’EDPs.



Théoreme de Cauchy-Kovaleskaya

e Considérons le systeme d’EDPs suivant :

( 0z1 0z 0
8—3;‘1: fl<$1ax27217"'7zm78—$§7""8?62)’
(%) < E
Ozm f (x S 2 0z1 %)
\ (9;[31 — Jm 1,42,<1y- .- My Qs ") Oxn )

e Considérons m fonctions analytiques

¢1(x2),. .., dpm(z2)

au voisinage de x> = O telles que f4, ..., fin soient
analytigues au voisinage de :

(o, $1(0), .., 6m(0), (a¢1> (0),. (a(bm) <o>>

0xo

e (x) admet alors une unique solution analytique

(21, ...,2m) auvoisinage du point (x1,x>) = (0, 0)
satisfaisant les conditions initiales :

21(0,z2) = ¢1(z2),
zm(0,22) = om(z2).
e Extension directe aucas (z1,...,xn).

e Méthode des fonctions des majorantes



Contributions de M éray

e Etude des systemes d’EDPs généraux :

Extension du th éoreme de Cauchy-Kovaleskaya
aux syst emes g énéraux d’EDPs d’ordre 1

e Solutions d’'un syst eme d’EDPs d éveloppables
en séries enti éres autour d’un point (z9,...,z9) :

00 +

zi(x) = Z e Z Ay, ) (@1 — e (g — 20)7

V= 0] v, 0]

e Méray a fortement contribué a cette théorie :

Depuis les travaux d’Abel et Cauchy, on sait
gu'a toute fonction réguliere dans un certain
cercle correspond un développement de Taylor,
et réciproquement.
Cest méme ce développement que
M. Weierstrass, et, en France, M. M éray
emploient pour d éfinir la fonction.

J. Hadamard (These, 1892)




Contributions de M éray

e Philosophie

1. Etude des solutions en séries formelles
— Etude de l'int égrabilit & formelle.

= Détermination du nombre et de la nature des
conditions initiales  (degré de généralite).

2. Preuve de la convergence des solutions formelles
= meéthode des fonctions majorantes.

e Introduction des concepts de dériv ées principales
et param étriques et de syst emes passifs.

e Collaboration avec Riquier

= Existence et unicité de solutions analytiques de
systemes immeédiats passifs d’ordre 1 (1890).

= Existence et unicité de solutions analytiques de
systemes orthonomes passifs généraux (Riquier, 1910).

e Etude algorithmique développée par Janet (1920)

= Bases de Janet (Maple, Mupad...).



Exemple

e Considérons le systeme

(922
922 = f(z1,22),

§ T (%)
022
—= = g(x1,72),

| Oz5

ou f et g sont deux fonctions analytiques au voisi-
nage du point (x1,z>) = (0, 0).

e Détermination des conditions initiales de (x) afin
gu’il existe une solution analytique de (x)enO:

+o00 400
z(x1,20) = Z Z a; ;) af;l .zr;2 (%)

1=0 7=0

e A tout monome 337’1 :1:% de (%), on fait correspondre
un point entier (¢, ) € N2 du plan .

e On fait aussi la correspondance suivante :

2 2
8, x% 8] < >m%
8x% ’ 8x%
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e Les mondmes multiples de x% et 23 se décomposent
en 3 classes disjointes deux a deux :

M, = {:cll x5 (:1:%) I, m € N}

My = {a} (z1 23) |l € N}

Mz = {z} (23) |1 € N}

o M = {x%,x5, 21 x5} est un systéme complet ,
x1 et xo sont des variables multiplicatrices de :z:%
x- est une variable multiplicatrice de x7 x%

x~ est une variable multiplicatrice  de x%

e L'ensemble des mon dmes compl émentaires de
MestN ={1,z1,xp,x0x1},1.6., MUN = N2,

e Condition n écessaire (condition d’intégrabilité) :

([ 92 (a%) _ 9?f ; ;
J 8;13% Bx% 833%’ N o< f _ 0 g'
92 (822 _ 9% Or3  Ox%
\ 8:1:% 83:% o 8x%’




e Nous faisons les coupures suivantes :
oL
z(z1,12) = Z+ Zk 0 4(241, k)xl—I_ 5515
2+k
+ 3328 ¢(0,24k) 5

+ Y70 ag oy Tras "
ta(0,0) T a(1,0) 71
Ta(0,1) T2 T a(1,1) 1 T2

e Les conditions initiales  sont alors données par :

(

2(0,0) = A
0 ( _
% (0,0) = ago,0) = 4,
ox1 a0y = B,
{ 0Oz _ = 3 ’
9y 09 = %0,1) = ¢,
2 \ a 1,1 = D.
8—(070) — D (1,1)
L (93318:132

e Nous veérifions les expressions suivantes

7

ot
8:1:2(331’:62) — (Z—I_ Zk Oa’(2—|—z k) $1+ 513]5) )
24k
\ (O T2) = (Zk 0 3(0,2+k) fI?Q_I_ )7
93z 24k
\ ox 0:1:2(0 332) 0x1 8:13 (Zk Oa(l 2+k) L1 Lo )’

022 02z
2 = fla1,72), -2 = g(z1,20).
g O’



e Nous obtenons alors :

( 2 .

a (Z_I_ Zk 0 af(2—|—z k) x%_l_ 33]5) — f($17 132),
62
8w2

932 24k
D1 022 (Tt aqormmies™) = 54(0,22).
\

5 (Zi20 a0 24k 75 ") = 9(0,22),

7\

( 00
Bl Wil oa(2+z k) f’f ah = [T()37 f(@, 22) da1) day,
= 9 zkzo a(0,24k) xg — Jo (f (O ZCQ) dwg) da:Q,
\ Z;;:% a(1,24k) L1 ZB§+ = x (ng 99 (O xo) dxo) dxo,

e La solution de ( %) est alors donnée par :

2(z1,22) = Jot(z1 — &1) f(@1,€2) déy
+ J5% (=2 — £2) 9(0, &) déo
+z1 [5%(2p — 62)53—5691(07 §2) déo
+A+4+ Bx1+Cxo+ Dxqxo.




Exemple

e Etudions le systeme suivant :

(922
—s = 1 2,
) 833% 1 (%)
522
i3~ "
\ 2
.. 03, \ : , :
e Nous adjoignons P1022 O a (x) afin d’obtenir

le syst éme complet {x?,z3,x1 3},

e La condition d’int égrabilit & devient alors

02 (0% 0% (022 0%z
or2 \ox2 1 ox2 \ox2) 0= ox2 0
2 1 1 2 2

e Nous obtenons le syst eme complet et passif :

(52, [ 2(0,0) = A,
~ 5 = T12%, 9
02 “ (0,0) = B,
52, 0x1
— = 0
122- % | Zoon=c O
53 0xo
z 2
I — 0z
2 = —~~(0,0) = D.

= |l existe une solution analytique au voisinage
de (0, 0) ayant (%) pour conditions initiales.



Exemple

e Etudions le systéeme suivant :

(022
o5 — X27%,
o (%)
<
5.2 = 0.
N 2
. 93, \ : . )
e Nous adjoignons Pr1022 O a (x) afin d’obtenir

le syst éme complet {z%, 3, z1 x3}.

e La condition d’int égrabilit & devient alors

92 (0% 0% (022 0z
Ox2 \ Ox2 -t _8332 ox2 /] 0= Oxro 0,
2 1 1 2 2

e On recommence avec le nouveau systéme :

(922
—2:$2Z7
(93:1
2
<%:O7 :>Z:O
)
8z_0
\ axQ_ 7

e Conclusion : En saturant (x) des conséquences
différentielles d’ordre plus bas, nous obtenons z = 0.



Conclusion

“...Mais aucun des systémes différentiels qui précédent
ne peut étre employé pour résoudre, dans toute sa
généralité, le probléme de I'existence des solutions. Pour y
arriver, en effet, on doit considérer un systéeme quelconque
et chercher a le ramener a un systeme particulier tel que
I'existence de ses solutions puisse étre établie, en méme
temps que le nombre et la nature des éléments arbitraires
gu’elles comportent.

Dées 1880, Ch. Méray avait publi € un mémoire ou |l
étudiait le probl éme général. La lecture approfondie de
ce travail engagea pour longtemps Ch. Riquier dans
Iétude du sujet, tout en lui donnant des notions et des
dénominations qu’il a adopt és.”

E. von Weber & G. Floquet, Encyclopédie des Sciences
Mathématiques Pures et Appliquées, Tome Il, Equations
aux dérivées partielles (1916).

e Introduction des concepts des dérivées princi-
pales et param étriques et des syst emes passifs .

e Développement de I'approche moderne :
1. Théorie formelle (séries formelles).
2. Preuve de I'existence de solutions analytiques.

e Résolution des syst emes d’ordre 1 (Riquier) .



Conclusion

e Quelques conséquences :

1. Résultats g énéraux, Riquier (1910).
2. Aspects algorithmiques , Janet (1920).
3. Alg ebre diff érentielle , Ritt, Kolchin (1950).

4. Théorie formelle des EDPs , Spencer, Quillen,
Goldschmidt (1960).

5. Impl émentation des bases de Janet dans des
systemes de calcul formel (1990).

e “Nul n’est prophete en son pays”:

Riquier rend un vibrant hommage scientifique a
Méray dans “Les systemes d’équations aux dérivées
partielles”, Gauthier-Villars, 1910. Cependant :

“comme j'al pu me convaincre d’ailleurs que
son contenu [M émoire de M éray 1880] est
ignor é du public et des auteurs , je crois devoir
entrer a ce sujet dans quelques détails. . .”
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