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Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace de probabilités (Q,.F,P).

Exercice 1 : Processus de Poisson

Soit un processus de Poisson {N;, .%;;t > 0} d’intensité A > 0.
1) Montrer que {X, := N, — At, %,;t > 0} est une martingale;
2) Montrer que {X? — At,.Z;;t > 0} est une martingale.

Exercice 2 : Sous-martingales

Soit {X;, .%;; t > 0} une sous-martingale continue a droite et T un temps d’arrét.
Montrer que {X7;, -Z:;t > 0} est une sous-martingale.

Indice. Admettre que X7,; est %7 -mesurable, et E[|X7a]] < 0.

Exercice 3 : Martingales a variations finies

Soit {M;, %;;t € [0, T]} une martingale de carré intégrable continue. On
suppose que My = 0, P-p.s.

1) Montrer que si (M)r =0, alors M, =0, Yt € [0,T], P-p.s.

2) Une fonction f : [0, 7] — R est dite a variations finies

V(f):=  sup {Zlfao—f(rk_lﬂ}mo,

IT: partition de [0,T] =1

oull={0=1<...<t,=T}. Si M est a variations finies, P-p.s., montrer
que M;=0,VYte[0,T], P-p.s.
3) L’affirmation précédente est elle vraie si M n’est plus supposée continue ?

Exercice 4 : Pont Brownien

Soit {W,, Z¥;t > 0} un processus de Wiener (Mouvement Brownien standard
1-d, Wy = 0). Fixons T > 0 et définissons B, := E[W,|Wr = 0], V€ [0, T].

1) Quelle est la distribution de B, pour ¢t € [0,T]7

2) Calculer cov(s, t) := E[B,B,] pour s, t € [0, T].

3) Montrer que {By;t € [0, T]} admet une modification P-a.s. continue.



