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– Les exercices sont indépendants entre eux, mais dans un même exercice, les questions
ne le sont pas : pensez à utiliser les questions précédentes.

– Il est possible d’admettre certaines questions pour traiter les suivantes.
– Attention aux justifications : une bonne réponse mal justifiée ne vaut pas grand chose...

Exercice 1 : Questions de cours

Soit (E,T , µ) un espace mesuré, on suppose que µ est une mesure finie.
1) Qu’est ce qu’une fonction indicatrice d’un ensemble A ∈ T ? Qu’est ce qu’une
fonction étagée φ : E → R ?
2) Donner l’expression de l’intégrale d’ue fonction indicatrice de A ∈ T , et de celle
d’une fonction étagée φ : E → R par rapport à la mesure µ.
3) Énoncer la loi forte des grands nombres.
4) Énoncer le théorème de convergence monotone pour une suite de fonctions
fn : E → R.
5) Quelle(s) condition(s) doit satisfaire une densité de probabilité sur R ?

Solution : Voir poly. □

Exercice 2 : Quizz

Soit (E,T , µ) un espace mesuré. Pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie ou
fausse. Si elle est vraie, la justifier, si elle est fausse, l’infirmer, par exemple à l’aide
d’un contre exemple.
1) Si µ est une mesure σ-finie, alors µ est une mesure de probabilités.
2) Soit ( fn)n≥1 une suite de fonctions E → R, qui converge simplement vers f : E → R.
Alors, on a

lim
n→∞

∫
fndµ =

∫
f dµ

3) Soit X une variable de Bernoulli de paramètre p, et Y une variable aléatoire réelle
indépendante de X. Alors, on a la relation suivante entre les fonctions de répartition
FY de Y et FZ de Z := XY :

FZ(x) = pFY(x) + (1 − p)1{x≥0}.

4) Soit X une variable aléatoire réelle, et A, B deux ensembles disjoints. Alors, les
variables 1{X∈A} et 1{X∈B} sont indépendantes.
5) Soit X : Ω→ E une variable aléatoire intégrable, définie sur un espace de probabilité
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(Ω,F ,P). Alors, ∫
Ω

X(ω)PX(dω) =
∫

E
xP(dx).

Solution :
1) C’est faux : la mesure de Lebesgue sur R est σ-finie mais n’est pas une mesure de
probabilités.
2) C’est faux, il manque soit une hypothèse de monotonie, soit de domination pour pouvoir
appliquer les résultats du cours. On peut citer un des cas d’inégalité stricte dans le lemme
de Fatou, par exemple fn(x) = 1

n1{[0,n]}, qui converge simplement (et même uniformément)
vers 0, et pourtant son intégrale est constante égale à 1.
3) On calcule avec la formule des probabilités totales la fonction de répartition de Z = XY,

P(Z ≤ x) = pP(Z ≤ x | X = 1) + (1 − p)P(Z ≤ x | X = 0)
= pP(Y ≤ x) + (1 − p)P(0 ≤ x) = pFY(x) + (1 − p)1{x≥0}

4) C’est faux : il suffit de prendre B = Ac par exemple, et A tel que p := P(X ∈ A) ∈ (0, 1),
alors

E(1{X∈A}1{X∈B}) = P(X ∈ A, X ∈ Ac) = 0 < P(X ∈ A)P(X ∈ Ac) = p(1 − p).

5) C’est faux : PX est une mesure définie sur T , la tribu de E, alors que P est définie sur
F et donc sur Ω. Cette formule n’a donc pas de sens, il faut inverser PX et P pour qu’elle
devienne vraie.

□

Exercice 3 : Moyenne géométrique et probabilités

Soient n ≥ 1 et a1, . . . , an des réels positifs, on définit

⟨ak⟩n1 := (a1a2 · · · an)1/n

la moyenne geométrique des ak, l’objectif de l’exercice est de montrer que

1 + ⟨ak⟩n1 ≤ ⟨1 + ak⟩n1,

c’est à dire que

1 + (a1a2 · · · an)1/n ≤
(
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

)1/n
, (1)

1) Soient x1, . . . , xn des réels positifs, et X une variable aléatoire uniforme sur
l’ensemble {x1, . . . , xn}.

(i) Donner la distribution de X.
(ii) Montrer que X est intégrable, et déterminer son espérance.
(iii) Soit une fonction f : R→ R, justifier que Y := f (X) est intégrable, et justifier

que

E( f (X)) =
1
n

n∑
k=1

f (xk).

2) Soit f (x) := ln(1 + ex).
(i) Justifier que f est de classe C2 sur R, et calculer pour x ∈ R ses deux

premières dérivées f ′ et f ′′.
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(ii) En déduire que f est convexe.
(iii) Justifier que

f (E(X)) ≤ E( f (X)).

(iv) En déduire que

1 + exp

1n
n∑

k=1

xk

 ≤ exp

1n
n∑

k=1

ln(1 + exk)

 .
3) En choisissant astucieusement les xk en fonction des ak, montrer l’identité (1).

Solution :
1) (i) La distribution de X est donnée par

P(X = xk) =
1
n

pour tout entier 1 ≤ k ≤ n.

X est une variable aléatoire sur un espace fini, elle est donc nécessairement intégrable, et son
espérance est

E(X) =
1
n

n∑
k=1

xk

(ii) Y a également un espace d’états fini, elle est donc aussi intégrable. Par théorème
de transfert, on obtient la formule voulue.
2) (i) f est une composée de fonctions ln est C∞ sur [1,+∞[, 1+ ex est C∞ sur R et prend
ses valeurs dans [1,+∞[, leur composée est donc C∞ sur R. La dérivée de f vaut

f ′(x) =
ex

1 + ex = 1 − 1
1 + ex ,

sa dérivée seconde vaut donc
f ′′(x) =

ex

(1 + ex)2

(ii) f ” est positive donc f est convexe.
(iii) C’est vrai par l’inégalité de Jensen, car f est convexe.
(iv) On applique l’inégalité de Jensen à la variable X et à la fonction f , et donc

log(1 + eE(X)) ≤ 1
n

n∑
k=1

ln(1 + exk).

En prenant l’exponentielle, qui est une fonction croissante, dans cette inégalité, on obtient

1 + exp

1n
n∑

k=1

xk

 ≤ n∏
k=1

(1 + exk)1/n.

(v) Il suffit de choisir xk = ln ak pour montrer l’équation (1). □

Exercice 4

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1.
1) On note Y = ⌈X⌉ sa partie entière supérieure, c’est à dire que ⌈1.5⌉ = 2, ⌈3⌉ = 3.
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(i) Donner l’expression de la densité de X et de sa fonction de répartition FX.
(ii) Pour tout k, exprimer P(Y = k) en fonction de FX.
(iii) En déduire que Y suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre.

2) On définit maintenant la variable aléatoire Z = Y − X.
(i) Montrer que pour tout t ∈ [0, 1)

P(Z ≤ t) =
+∞∑
n=1

P(n − t ≤ X ≤ n)

(ii) Montrer que la fonction de répartition de Z est donnée par

FZ(t) =


0 si t < 0
(et − 1)/(e − 1) si 0 ≤ t < 1
1 si t ≥ 1

(iii) En déduire que Z est à densité, et déterminer sa densité.

Solution :
1) (i) cf cours.

(ii) On écrit

P(Y = k) = P(k − 1 ≤ X ≤ k) = FX(k) − FX(k − 1)

(iii) Avec le formule précédente,

P(Y = k) = e−k−1 − e−k = (1 − e−1)e−(k−1),

et donc Y suit une loi géométrique de paramètre 1 − 1/e.
2) (i) On projette selon la valeur de Y qui prend avec probabilités des valeurs dans N\{0},
pour obtenir pour t ∈ [0, 1)

P(Z ≤ t) =
+∞∑
n=1

P(Z ≤ t,Y = n) =
+∞∑
n=1

P(n − X ≤ t,Y = n) =
+∞∑
n=1

P(n − t ≤ X ≤ n).

(ii) On calcule la somme précédente pour t ∈ [0, 1). Comme X est à densité,

P(n − t ≤ X ≤ n) = F(n) − F(n − t) = e−(n−t) − e−n = e−n(et − 1).

On somme sur n, pour obtenir pour t ∈ [0, 1)

FZ(t) =
(et − 1)e−1

1 − e−1 =
et − 1
e − 1

.

Comme Z est p.s. entre 0 et 1, on a également FZ(t) = 1 pour t ≥ 1.
(iii) FZ est C1 par morceaux, et donc Z est à densité. Sa densité est donnée par

fZ(t) = F′Z(t) =
et

e − 1
1{t∈[0,1)}.

□
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Exercice 5

Soit (an)n∈N une suite de réels strictement positifs, on suppose que limn→∞ an = 0. Soit
f : [0,+∞[→ R une fonction continue et bornée, on souhaite déterminer la limite quand
n→ ∞ de

In :=
∫ +∞

0

an f (x)
a2

n + x2 dx.

1) Justifier que pour tout n, l’intégrale In est bien définie.
2) Montrer que la fonction 1/(1 + x2) est intégrable sur [0,+∞[, et que∫ +∞

0

dx
1 + x2 =

π

2
.

3) On pose fn(x) = f (anx).
(i) Montrer que pour tout entier n,

In =

∫ +∞

0

fn(x)
1 + x2 dx.

(ii) Justifier que ( fn)n∈N converge simplement vers une fonction que l’on
déterminera.

(iii) Justifier que la fonction g(x) := ∥ f ∥∞/(1 + x2) est intégrable sur [0,+∞[.
(iv) A l’aide du théorème de convergence dominée, montrer que

lim
n→∞

In = f (0)
π

2

Solution :
1) On pose gn =

an f (x)
a2

n+x2 , cette fonction est continue sur [0,+∞[, par conséquent pour montrer
qu’elle est intégrable sur cet intervalle il suffit de justifier l’intégrabilité en +∞. Or
|gn(x)| ≤ C/x2 car fn est bornée, et C/x2 est intégrable en +∞, fn est donc intégrable aussi.
2) Comme arctan′(x) = 1/(1 + x2), on a∫ +∞

0

dx
1 + x2 = [arctan(x)]+∞0 =

π

2
.

3) (i) Il suffit d’opérer le changement de variable u = x/an, puisque an est strictement
positif.

(ii) On fixe x, comme an tend vers 0 et que f est continue, on a
limn→∞ fn(x) = limu→0 f (u) = f (0). On a donc que fn converge simplement vers la fonction
constante égale à f (0).

(iii) Elle est continue sur [0,+∞[, il suffit donc de justifier de son intégrabilité en +∞,
qui découle de celle de 1/x2. la fonction fn(x)/(1 + x2) converge simplement vers f (0)/(1 + x2)
et est dominée par g, qui est intégrable. Par théorème de convergence dominée, on a donc∫ +∞

0
|gn − f (0)/(1 + x2)|dx tend vers 0, et en particulier,

lim
n→∞

∫ +∞

0
gn(x)dx =

∫ +∞

0
f (0)/(1 + x2) =

f (0)π
2
.

□
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