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Introduction : pourquoi une nouvelle intégrale?

La construction de la théorie des probabilités sur des ensembles continus (ou,
en tout cas, non dénombrables) nécessite I'introduction d’'une nouvelle notion d’in-
tégrale. Cette intégrale est 'intégrale de Lebesgue, qui repose elle méme sur la théo-
rie de la mesure, dont nous allons voir ensemble quelques éléments. Cette théorie
va bien au-dela de ce que nous allons voir en cours, puisque nous ne traiterons
que les éléments nécessaires a l'introduction des probabilités continues. Avant
tout, toutefois, commencons par nous poser la question : pourquoi une nouvelle
intégrale pour compléter la notion, plus élémentaire, d’'intégrale de Riemann?

Commencons par quelques rappels sur l'intégrale de Riemann. Etant donnée
une fonction sur un segment, par exemple [0, 1], on définit pour toute suite finie
0<x; <x---<Xx,<1lasomme de Riemann correspondante

—_

n—

S (X — xi).

1l
—_

i

En pratique, on pourra par exemple considérer la suite x; = i/n, dont la somme
de Riemann est donnée par %Z?zlf(xi). Une fonction est Riemann intégrable si,
en faisant tendre le pas max{x;;; — x;} vers 0, la somme de Riemann converge, vers
une quantité qui est alors l'intégrale (de Riemann) de la fonction sur le segment
[0, 1].

Alors, pourquoi y a t-il besoin d’'une autre construction de l'intégrale? Un pre-
mier élément de réponse vient de 'espace des fonctions considéré : Lintégrale
de Riemann est trés limitée, puisque sa construction ne la rend exploitable que
pour les fonctions continues (ou plus rigoureusement presque-partout continues)
définies sur un segment. La théorie de la mesure substitue aux fonctions continues
les fonctions mesurables, qui est une notion beaucoup plus générale.



Prenons par exemple I'ensemble des nombres rationnels Q, et considérons la
fonction indicatrice 1g, définie sur R par

)1 sixeQ
IQ(X)_{O sixeR\Q.

Cette fonction n’est continue en aucun point de R puisque tout réel peut étre
approché par une suite de nombres rationnels, et n’est donc pas intégrable sous la
théorie de l'intégrale de Riemann. Toutefois, cette fonction est mesurable, et donc
intégrable, dans le contexte de l'intégrale de Lebesgue.

La notion de convergence est une autre raison naturelle pour 'emploi de 'inté-
grale de Lebesgue. Considérons I'ensemble E = C([0, 1],R) des fonctions continues
sur [0, 1] a valeurs dans R. Etant donnée une suite ( fnen € EY de fonctions conti-
nues, on veut pouvoir formaliser mathématiquement la notion de convergence
sous l'intégrale, c’est-a-dire trouver des conditions sur la suite (f,), permettant
d’affirmer que

[ £ f ] — [ fdx — | fodx ]
[0,1]

n—eo Jrg 1]
Lintégrale de Riemann n’offre qu'un résultat faible de convergence, qui repose
sur la convergence uniforme :

Théoréme 1 : Théoreme de convergence uniforme

Supposons qu'une suite (f,).en € EY converge uniformément vers une fonc-
tion f € E, c'est-a-dire que max, 1 |f.(x) — f(x)| — 0. Alors,
n—0oo

fn()dx — f(x)dx.

[0,1] =0 Jo,1]

En pratique, ce théoreme est trés faible car I'hypothese de convergence uni-
forme est extrémement forte, et ne peut donc souvent pas étre obtenue. L'intégrale
de Lebesgue donne par exemple acces au théoréme de convergence dominée, beau-
coup plus utile, car il repose sur des hypotheses plus faibles :

Théoréme 2 : Théoréeme de convergence dominée

Supposons qu’une suite (f,),e € E'' converge simplement vers f € E, c’est-a-
dire que pour tout x € [0, 1], f,(xX) — f(x). Supposons également que les f,

sont uniformément bornées, i.e. qu'il existe une constante C telle que pour
tout x € [0, 1], n € N, on ait |f,(x)| < C . Alors,

fu(x)dx — f(x)dx.
[0,1] = Jo,1]

Pour illustrer la différence entre ces deux résultats, considérons pour n > 1 la
suite de fonctions f,, représentées en Figure 1,



b — h
2nx pour x € [0, 1/2n] — ;2
fu(x) =32 -2nx pour x € [1/2n,1/n]
0 pour x € [1/n, 1.

On remarque facilement que pour tout x € [0, 1],
fu(x) = f(x) := 0 quand n — oo. Pour cette suite FIGURE 1
de fonctions, le théoréme de convergence uniforme
ne s’applique pas, car max o1 |f,(x) — f(x)| = 1 pour
tout n > 1.

En revanche, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée avec C =
1, et on obtient alors [O’l]fn(x)dx - f[o,u f(x)dx = 0, ce qui est vrai puisque

‘[[‘0,1] fn(x)dx =1/2n.



1 Théorie de la mesure

1.1 Tribus

Afin de construire la mesure de Lebesgue, puis l'intégrale de Lebesgue mention-
née ci-dessus, et plus généralement les probabilités continues, nous allons définir
la notion d’ensembles mesurables. En effet, en prenant par exemple R” comme es-
pace de travail, on veut choisir un sous-ensemble .7 c P(R") de parties de R” dont
la mesure sera bien définie.

Or, il s’avere que, pour que notre mesure respecte bien les propriétés de o-
additivité que l'on attend (cf. Définition 5 ci-dessous), on ne peut pas choisir
T = PR") (c'est-a-dire que toute partie de R" aurait une mesure), puisque cet
espace est trop gros et fait apparaitre des contradictions dans la construction de
notre mesure. Les curieux pourront par exemple se renseigner sur le paradoxe de
Banach-Tarski : sous ce paradoxe, et en admettant que 'on arrive a construire la
mesure de Lebesgue sur toutes les parties de R”, on montrerait alors que 1 = 2.
Ce qui est un peu problématique.

Definition 1 : Tribu, espace mesurable *

Soit £ un ensemble (on peut penser par exemple a £ = R") et . C P(E) un
ensemble de parties de E. La famille .7 est une tribu, ou o-algébre, sur E si
T vérifie

-0, Ee 7,

- 7 est stable par union et intersection dénombrable, c’est-a-dire que si
A, € 7 pour tout n € N, alors N,.nAy € 7 et U,anAy € 7,

- 7 est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que si A € .7,
alors A“.=E\Ae 7.

Un couple (E, .7), ou 7 est une tribu sur E, est appelé un espace mesurable.

Pourquoi cette définition, et pourquoi de telles propriétés? Comme on le verra
plus tard dans le cours, une tribu sera I'espace de départ d’'une mesure de pro-
babilité, c’est a dire que les éléments de la tribu seront des ensemble dont la
probabilités est bien définie. Or si la probabilité d'un "événement” (un élément de
la tribu) est bien définie, on veut que la probabilité que cet événement n’arrive pas
soit bien définie également, d’ou la troisiéme propriété. De la méme maniere, si
une famille (dénombrable) d’événements ont tous des probabilités bien définies,
on veut que la probabilité que tous ces événements arrivent simultanément (l'in-
tersection, donc) soit également bien définie. Par passage au complémentaire, la
propriété de stabilité par union en découle également naturellement.

EXEMPLE : La tribu dite grossiere 7 = {0, E} et la tribu discréte .7 = P(E) sont
toujours des tribus (pas trés intéressantes).

REMARQUE 1 : En pratique, on n'aura pas a vérifier a la fois la stabilité par union
et celle par intersection, une seule des deux suffit, puisque I'on peut passer d’'une



. N . . 7 . C
union a une intersection en passant au complémentaire : U,enA, = (N,enAS)".

Exercice 1 : tribu image réciproque

Soit E et F deux ensembles, .7 une tribu sur F et ¢ : E — F une application.
Montrer que .7’ = {¢"'(A) A € .7} est une tribu sur E.

SoLuTION : On commence par vérifier que 0 et E sont dans .7’. C’est vrai car 0
et F sont dans .7 (car c'est une tribu), et par ailleurs E = ¢~ '(F), et 0 = ¢~ (0).
Soit maintenant (A,),av une suite d’éléments de .7/, par définition il doit exister
pour tout n un élément B, € .7’ tel que A, = ¢~ '(B,). Or 7 est une tribu, par
conséquent on doit avoir U,syB, € 7. Or

UneNAn = UneN¢_l(Bn) = ¢_l (UneNBn) S

Par conséquent, .7’ is stable par union dénombrable. Pour le complémentaire, on
procéde de méme, puisque E \ ¢~'(A) = ¢~ (F \ A). o

Proposition 3 : Intersection de tribus

Soient / un ensemble non vide (pas nécessairement dénombrable), et une
famille (%);c; de tribus. Alors,

ﬂy,-:{Aeso(E);AeﬂiViel}

iel

est aussi une tribu.

PREUVE : 1l s’agit simplement de vérifier les trois propriétés. Comme () et E appar-
tiennent a chacun des .7, ils appartiennent également a I'intersection. Par ailleurs,
siA; € 7, VjeN,iel alors, comme les .7; sont des tribus, U;A; € J; pour tout
i et donc U;A; ;7. 1l en va de méme pour les intersections dénombrables et
pour le passage au complémentaire. O

Ce résultat permet de définir la tribu engendrée par un ensemble de parties
de E.

Definition 2 : Tribu engendrée par un ensemble de parties

Soit C € P(E) un ensemble de parties de E. On appelle tribu engendrée par
C la plus petite tribu contenant C, notée o(C) définie par

aC) = ﬂ {9 Cc P(E); 7 tribu contenant C }

A noter que le membre de droite est bien défini, puisque la tribu discréte
J = P(E) contient C, et donc l'intersection est non vide.



Pour E = R, on définit une tribu particuliere sur laquelle va étre construite la
mesure de Lebesgue.

Definition 3 : tribu borélienne sur R *

On appelle tribu borélienne sur R la tribu, notée B(R), engendrée par les
intervalles ouverts de R. Autrement dit, étant donné

T ={la,b[, a € RU{—oo}, b € RU {+o0}, a < b},
on définit
BR)=0(T) = ﬂ {9 c P(R); 7 tribu contenant 7 }

On appelle boréliens les éléments de la tribu borélienne.

REMARQUE 2 : Définissons
I ={la,bl, aeR, beR, a<bl,

I, ={la,b], aeR, beR, a<bl
I3 ={la,b[, a€Q, beQ, a<bl.
I, ={]-c0,a[, a e R}.

On peut alors facilement montrer que
BR) :=0) =0l) =0>)=0(3)=0(l4).

En effet, Il est immédiat que B(R) contient o-(1) et 0(Z3), car B(R) est une tribu
contenant les intervalles ouverts, et donc en particulier elle contient les intervalles
finis ouverts et les intervalles dont les extremités sont rationnelles. Par ailleurs,
pour tout intervalle ]a, b[€ 7, il existe une suite monotone de rationnels (a,) (resp.
(b,)) qui décroit vers a (resp. croit vers b), et on peut donc écrire

la, b= |_Jlan, bul.

neN

Or pour tout n, la,, b,[€ 0(Z3). donc comme o(Z3) est une tribu, la,ble o(I3).
On en déduit que o(73) est une tribu contenant tous les intervalles ouverts, et
par conséquent qu’elle contient la tribu borélienne, ce qui prouve I'égalité. On
peut montrer par le méme type de raisonnement les autres égalités (A faire en
exercice).

Pour 7, il suffit de remarquer que [a, b[=] — oo, b[N] — o0, a[, ce qui permet
ensuite d’écrire

la,bl= | Jla+1/n,bl.

neN
On en déduit facilement que o(Z4) = o(7).

REMARQUE 3 : La tribu borélienne peut en réalité étre définie pour tout espace
topologique E. Elle est alors définie comme la plus petite tribu contenant tous

7



les ouverts de la topologie de E (cf. Exercice 4). En particulier, on retiendra les
exemples fondamentaux suivants.

1. Etant donné un intervalle I' ¢ R, on peut définir la tribu borélienne sur
I, notée B(I'), qui est engendrée par les intervalles de I'. Cette derniere est
également donnée par

BI) ={ANT, A € B(R)},

ce qui est completement équivalent.

2. Pour d > 1, la tribu des boréliens sur R’ qui est par définition engendrée
par les ouverts, mais qui est également engendrée, plus simplement, par les
boules (Euclidiennes) ouvertes

B,(x) :=={y; llx = ylla <7},
et par les cubes ouverts,
Cr(x0) = A{y; llx = yllw < r},
c’est-a-dire que
BR?Y) = c({B,(x), xR, r>0}) = c({C,(x), x e R, r>0}).

3. Enfin, on rappelle que R = RU{-0c0, +oo} est la fermeture de R, on peut définir
la tribu des boréliens sur R comme la tribu engendrée par les intervalles
[a, b], avec a,b € R.

Exercice 2

Démontrer que A = {x e R / dn e N\ {0}, |x —n| < %} est un borélien de R.
Méme question si I'inégalité est large.

SoLuTIOoN : On définit

1 1
Anz]n—r—l,n+;[.

A, est un intervalle ouvert et donc un Borélien. On a alors A = U,A,, et comme
la tribu des boréliens est stable par union dénombrable, A est un borélien. m|

Fin du cours 1

1.2 Fonctions mesurables

Maintenant munis de la notion de tribus, nous allons pouvoir définir une classe
de fonctions beaucoup plus générales que les fonctions continues, sur laquelle
I'intégrale de Lebesgue sera construite.



Definition 4 : Fonction mesurable *

Soient deux espaces mesurables (E, .7) et (E’, 7). Une fonction f : E — E’
est dite mesurable (ou, plus précisément, (.7, .7’)-mesurable) si pour tout
Ae .’ ona

A :=(xeE | fx)eA)e 7.

Si la tribu d’arrivée .7’ est la tribu borélienne, on dira que que la fonction
est borel-mesurable, ou borélienne.

REMARQUE 4 : La mesurabilité, tant pour les fonctions que pour les ensembles, est
une propriété extrémement stable : en pratique, il est tres difficile de produire des
fonctions réelles non-mesurables, parce qu'’il est tres difficile de produire des en-
sembles non-mesurables. Par ailleurs, comme vous le verrez en exercices, la plupart
des opérations auxquelles on pourrait penser sur les fonctions mesurables, somme,
produit, composition, limites, liminf, limsup, etc. préservent toutes la mesurabilité.

REMARQUE 5 : Attention, le fait qu'une fonction soit ou non mesurable dépend
profondément des tribus dont sont munis son espace de départ et son espace
d’arrivée. Par exemple, on peut facilement montrer que si 'espace d’arrivée F
est muni de la tribu grossiere .7 = {0, F}, alors toutes les fonctions sont mesu-
rables (cf Exercice 3 ci-dessous). En particulier, on peut facilement se convaincre
qu’étant donnée une application ¢ : E — (F, .7), la tribu image réciproque définie
a I'Exercice 1 est la plus petite tribu sur E rendant ® mesurable.

Exercice 3 : Tribus de départ et d’arrivées

Soient (E, .7) et (F, .7’) deux espaces mesurables.

1) Montrer que si .7’ = {0, F} est la tribu grossiére, alors toute application
f : E — F est mesurable.

2) Montrer que si 7 = P(E) est la tribu discrete, alors toute application
f : E — F est mesurable.

3) Supposons que .7’ contient les singletons, i.e. Yx € F, {x} € .7’. Montrer
que si 7 = {0, E}, les seules applications mesurables sont les applications
constantes, f = x.

SOLUTION :

1) 1l suffit de vérifier que pour tout ensemble mesurable de la tribu d’arrivée, leur
image réciproque est mesurable. Comme .7’ est la tribu grossiére, il suffit donc
de vérifier que f~'(0) = 0 et f~'(F) = E sont des ensemble mesurables, ce qui est
le cas puisque .7 est une tribu sur E et contient en particulier 0 et E. Toutes les
applications de (E, .7) dans (F,.7’) sont donc mesurables.

2) La encore, il suffit de vérifier que pour tout ensemble mesurable de la tribu
d’arrivée, leur image réciproque est mesurable. Or pour tout A € 7/, f71(A) €
P(E) = 7, f est donc mesurable.

3) Soit x € f(E), il existe e € E tel que f(e) = x. Supposons que f est mesurable, en



particulier f~!({x}) est mesurable et contient e. Or les seuls ensembles mesurables
sont () et E, par conséquent f~!({x}) = E, et f est donc constante égale a x. O

Exercice 4 : Mesurabilité des fonctions continues

Soit f : R — R une fonction continue. On munit R, a I'arrivée comme au
départ, de la tribu borélienne. On définit

G ={BeB®), f(B) € BR)}.

A noter que G n’est pas la tribu image réciproque de f, puisque G est un
ensemble de partie de I'espace d’arrivée de f, alors que la tribu image réci-
proque est une tribu sur son espace de départ.

1) Montrer que G est une tribu.

2) Montrer que tout ouvert O C R est un borélien, i.e. O € B(R). Indice : on
pourra considérer les I, =]x —r,x + r[ pour x € Q et r € Q,.

3) Montrer que G contient les intervalles.

4) En déduire que G = B(R), et en conclure que toute fonction continue est
mesurable.

SOLUTION :

1) On commence par remarquer que (@) =0 et f"'(R) = R, donc 0, R € G. Par
ailleurs, si A, € G Vn € N, alors f~1(UA,) = Uf~1(A,) € B(R). Enfin, f1(A) = f1(A°)
donc si A € G, on a également A° € G. G est donc une tribu.

2) Soit O un ouvert de R, pour tout x € Q on définit Q, = {r € Q,, Jx—r,x+r[C O}.

On peut alors écrire
0= U U]x—r,x+r[,

x€QNO reQ,

qui est une union dénombrable d’intervalles, et est donc un borélien.
3) On rappelle que par définition (topologique) une fonction est continue si et
seulement si son image réciproque d’un ouvert est un ouvert. Soit / un intervalle
(ouvert), f étant continue, f~'(I) est un ouvert de R, et est donc borélien d’apreés
la question précédente. On en déduit que I € G
4) G étant une tribu qui contient les intervalles, par définition elle contient la tribu
Borélienne, qui est engendrée par les intervalles. Or par construction, G C B(R),
donc G = B(R). Cela signifie que pour tout B € B(R), f~'(B) € B(R), donc f est une
fonction mesurable.

]

Proposition 4 : Mesurabilité et tribu engendrée

Soient (E, .7") un espace mesurable, C un ensemble de parties de F et o(C) C
P(F) sa tribu engendrée. Soit f : (E,.7) — (F,o(C)) une application telle que
fY(C) c 7. Alors, f est mesurable.

10



Concretement, cette proposition donne une stratégie pour montrer qu’'une ap-
plication est mesurable : lorsque la tribu d’arrivée est la tribu borélienne, par
exemple, cette proposition montre que pour que f soit borélienne, il suffit que
(1 - [,a) := {e € E, f(e) < a}} soit mesurable pour tout a € R. En effet, d’apreés
la Remarque 2, la tribu borélienne est engendrée par la classe 7, := {]—o0, a[,a € R}.

PREUVE : La stratégie est similaire a celle de 'exercice 4. Soit .7’ la tribu
T ={Aeca),f (A e T}

En d’autres termes, .7’ est I'ensemble des éléments de o(C) dont l'image réci-
proque par f est mesurable. Notre objectif est de montrer que .7’ = ¢(C) tout
entier, ce qui prouvera que f : (E,.7) — (F,0(C)) est mesurable. Il suffit de mon-
trer que

1. .7’ est une tribu, ce que 'on montre facilement en suivant le méme raison-
nement que dans 'exercice 4.

2. 7’ contient C, ce qui est vrai par hypothese.

Il en découle que .7’ contient o(C), et comme l'inclusion réciproque est immédiate,
que 7’ = o (C). O

Proposition 5 : Mesurabilité et opérations classiques

La somme, le produit, la composition, la limite, le supremum, etc. de fonc-
tion mesurable est mesurable. Par exemple, si f et g sont deux fonctions
mesurables (R, B(R)) — (R, B(R)), alors h := f + g est également mesurable.

PREUVE : On ne montre que le dernier exemple, vous pouvez vous attaquer aux
autres affirmations en exercice. Pour montrer que f+g est mesurable, on va utiliser
la proposition précédente, et montrer simplement que les ensembles

le€ E, f(e)+gle) <a}

sont mesurables pour tout a € F. Pour cela, il suffit de se convaincre que

lecE, f(e) +gle) <a} = U({eGE, fle)<ginfecE, gle)<a—gq}).
q€Q

Le membre de droite est un ensemble mesurable, car f et g sont deux applications
mesurables, ce qui prouve que f + g I'est aussi. O

1.3 Mesures

On s’intéresse maintenant a la notion de mesure positive.

11



Definition 5 : Mesure (positive) *

Soit (E,.7) un espace mesurable, une application y : 7 — R, U {co} est une
mesure si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

- I'ensemble vide a mesure nulle, u(0) = 0,

- u est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (A,,),cx
d’ensembles disjoints deux-a-deux (i.e. tels que A, N A,, = 0 si n # m),
on a

p(UnarAy) = D u(A,).

neN

Le triplet (E, .7, u) est alors appelé espace mesuré.

NoTATION : On notera dans toute la suite du cours par “LI” les unions disjointes,
c’'est-a-dire que

[A:Buc] — [A:Buc et BmC:(Z)].

ATTENTION : il ne faut pas confondre fonction mesurable et mesure!
i Les deux sont des fonctions, mais une fonction mesurable prend pour
. variable un élément e € E, alors qu’'une mesure prend pour variable
une événement A € 7.

Definition 6 : Mesures finies, o-finies, de probabilité

Soit (E, 7, u) un espace mesuré. On dit que la mesure u est
— finie si u(E) < oo.

— o-finie si il existe une partition dénombrable E = L5, E;, telle que pour
toutie N, E; € 7 et u(E;) < co.

— une mesure de probabilité si u(E) = 1.

EXEMPLE : la mesure de Lebesgue sur R, notée A est I'unique mesure sur (R, B(R))
telle que pour tout a < b, on ait

A(la, b)) = b —a.

en d’autres termes, la mesure de Lebesgue d’un intervalle est la longueur de cet
intervalle. Cette mesure est un objet fondamental a la fois en théorie de la mesure
et en théorie des probabilités : comme on le verra plus tard dans le cours, elle per-
met d’étendre la notion d’intégrale au sens de Riemann a toute fonction mesurable
(borélienne). La mesure de Lebesgue sur R est o-finie, puisque R = U[n,n + 1], et
la mesure de Lebesgue de chaque intervalle [n,n + 1[ vaut 1.

De maniére analogue, la mesure de Lebesgue sur un intervalle fini 7 (cf. Re-
marque 3), est définie sur sa tribu borélienne B(/) par 4;(A) = A(A N I). Enfin, la
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mesure de Lebesgue Ag. sur R est caractérisée, pour d boréliens B, ..., B; € B(R),
par

d
Api(B; X By -+ X By) = ]—[ A(B)).
i=1

Naturellement, il existe des boréliens de R? qui ne sont pas factorisables sous la
forme B; X B; - -- X B;, mais de la méme maniere qu’il suffit de définir la mesure
de Lebesgue sur les intervalles pour la définir sur B(R), il suffit de la définir sur
les ensembles factorisables B; X B, - - - X By, qui engendre B(RY), pour la définir sur
B(R?) tout entiére.

REMARQUE 6 : L'existence et 'unicité de la mesure de Lebesgue telle que définie ci-
dessus n’est a priori pas garantie. La démonstration n’est pas a notre programme,
et donc nous admettrons donc la "définition” ci-dessus comme la définition de la
mesure de Lebesgue (cf paragraphe 4.1).

EXEMPLE : Soit (E,.7) un espace mesurable, la mesure de Dirac en x, notée 6,, est

la mesure définie par
IsixeA
5.(A) = { -

0 sinon.

En pratique, la quantité ci dessus peut étre vue soit comme une mesure, soit
comme une fonction, selon la variable choisie : soit on fixe x, et I'application 6.(A)
est une mesure puisqu’elle prend en argument un ensemble mesurable, soit on
fixe I'ensemble mesurable x, et §,(A) s’écrit alors 1,(x) qui la fonction indicatrice
de 'ensemble A, que nous reverrons plus tard (cf. Définition 27).

On finit cette section par quelques notions et résultats utiles sur les mesures
et les suites d’événements.

Proposition 6 : Propriétés générales des mesures

Soit (E, 7, u) un espace mesuré.
1. (Monotonie x) Si A et B sont mesurables et A C B, alors u(A) < u(B).
2. (Sous-additivité x) Pour toute suite d’événements A, € 7", on a
1 (UneiAn) < ) p(Ay).

neN
3. (Continuité par rapport aux unions croissantes) Soit (4,) une suite
croissante (pour l'inclusion) d’ensembles mesurables, i.e. A, C A,;; Vn.
Alors, on a
,}1_)1'{)10 /J(An) =M (UneNAn) 0

4. (Continuité par rapport aux intersections décroissantes) Par ailleurs,
soit (A,) une suite décroissante (pour l'inclusion) d’ensembles mesu-
rables, i.e. A,;; C A, VYn. Alors, en supposant qu’il existe n, € N tel
que u(A,,) < oo, ona

1}1—{2’ ,u(An) =H (nnENAn) .
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PREUVE :
1. On écrit u(B) = u(A) + u(B \ A), le dernier terme étant positif, I'inégalité suit.

2. On définit B, = A, \ Ui,Ax. Les B, sont disjoints, et U,enB, = U,enA,. Par
ailleurs, pour tout n, B, C A,, et donc par monotonie u(B,) < u(A,). On
obtient

B (UnarAn) = 1 (UnaiBy) = > p(B,) < ) pi(A,).

neN neN

3. Soit (A,) une suite croissante, on définit la suite d’événements incompatibles
By=Ap et B, =A,\A,_; pour tout n > 1. On a alors, par o-additivité de la
mesure u

H (UnENAn) =H (UnENBn)
=D u(B) = lim " p(B,) = lim i (UseyB,) = lim p(Ay).

neN n<N

4. Soit (A,) une suite décroissante, on définit la suite d’événements croissante
B, = A,, \ Ayy+n, @ laquelle on peut appliquer I'identité précédente.

H(Ayy) — lim pu(A,) = lim p(B,)
=M (UneNBn) =H (Ano \ mnZnoAn) = :u(Ano) - ,u(ngnoAn) = ,u(Ano) - ﬂ(nnZOAn)-

Fin du cours 2

Exercice 5

Trouver un contre-exemple a la seconde affirmation si 'on ne suppose plus
qu’'un des A, est de mesure finie.

SoLUTION : On peut considérer la mesure de Lebesgue, et A, =]n, +oo[ : chacun des
A, a une mesure A(A,) infinie, pourtant l'intersection des A, est vide, et a donc
une mesure nulle. O

Definition 7 : Limsup et liminf d’ensembles

Soit (E, .7) un espace mesurable. Soit (A,),an € 7" une suite d’ensembles
mesurables. On définit les ensembles

limsupA, = ﬂ UAP et liminfA, = U ﬂAP.

n>0 p>n n>0 p>n

REMARQUE 7 : Comme vous le montrerez en TD, la limsup A, est 'ensemble des
éléments de Q qui appartiennent a une infinité de A,. La liminf A, est 'ensemble
des éléments de Q qui appartiennent a tous les A, a partir d'un certain rang. Ces
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notions sont analogues aux notions de limsup et liminf de suites de réels. De la
méme maniére que pour les réels, ces deux limites sont toujours bien définies,
méme si la suite (4,) n'est pas monotone (au sens de I'inclusion)

Proposition 7 : Lemme de Borel-Cantelli

Soit (E, .7 ,u) un espace mesuré, alors pour toute suite d’ensembles mesu-
rables (A,),ay € 7 telle que Y2, u(A,) < o, on a

u(limsupA,) = 0.

En d’autres termes, si une suite d’événements est de somme de probabilité
finie, un nombre fini de ces événements se réalisent avec probabilité 1.

PREUVE : On définit B, = J,.,A,. C'est une suite décroissante d’événements, et
par hypothése ils sont tous de mesure finie puisque u(U,enAy) < Yooy 1(A,) < oo.
On peut donc appliquer la Propriété 6, on obtient par sous-additivité

p(imsup A,) = u(NyerB,) = lim p(B,) < lim >~ u(A,) = 0,

p=n

puisque la série }; u(A,) est absolument convergente. O

Il existe en réalité un second Lemme de Borel-Cantelli dans le contexte des
probabilités, que I'on donnera un peu plus bas (cf. Proposition 10 ci-dessous)
pour culture, et dont la preuve sera admise. Le second Lemme, toutefois, requiert
la notion d’indépendance.
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2 Variables aléatoires

2.1 Loi d’une variable aléatoire

Avec ces éléments de théorie de la mesure, nous pouvons maintenant introduire
plus généralement la notion de variable aléatoire (v.a.).

Definition 8 : Espace de probabilités, variables aléatoires

Un espace de probabilités est un espace mesuré (Q,.#,P), formé d'un en-
semble Q appelé univers, une tribu .# sur Q et P une mesure de probabilité
sur (Q,.%). Une variable aléatoire est une fonction mesurable X : Q — E,
ou (E,.7) est un espace mesurable donné. Dans le contexte de la théorie des
probabilités, les éléments de .# sont appelés événements. L'espace E est alors
appelé espace d’états de la variable aléatoire X.

La fonction X étant mesurable, on peut alors définir sa distribution, ou loi, Py,
comme la mesure sur (E,.7) définie pour tout ensemble mesurable A € .7
par

Px(A) = P(X~'(A)).

Dans toute la suite, on fixe un espace de probabilités (Q2,.7,P) donné.
Exercice 6

Montrer que, étant donnée une variable aléatoire X, I'application Py : A €
7 + P(X"'(A)) est bien une mesure, et qui plus est une mesure de proba-
bilité, sur (E, 7).

SOLUTION : On commence par remarquer X '(0) = 0 et donc Px(®) = P(0) = 0
car P est une mesure. Par ailleurs, on a pour toute famille disjointe d’événements
X (WA = WX 1(Ap), et donc la o-additivité de Py découle de celle de P :

Px(LiAy) = P(UX ' (A) = ) Px(Ap).
k

L'application Px est donc une mesure. C’est une mesure de probabilité car P en est
une, et X~ (E) = Q. o

NOTATION : On notera {X € A} 'événement {X € A} := X~ '(A) € .Z, et par conséquent
P(X € A) = Px(A).
Dans le contexte de deux variables aléatoires X et Y, on notera également

{XeA, YeB) ={XeAn{Y € B}

En pratique, 'espace Q n’est pas accessible, car il est gigantesque : on n'y a
acces que par des observations, qui sont les variables aléatoires. Prenons I’'exemple

16



d’un lancer de dé : chaque élément w de 'univers Q contient I'ensemble des pa-
rametres du lancer, toutes les positions et vitesses de la main qui lance le dé, la
position et orientation du dé, toutes les caractéristiques de la surface sur lequel
le dé est lancé, etc. En somme, tous les parametres physiques de I'expérience qui
peuvent avoir une influence sur son résultat. Comme on n’a pas acces a toutes
ces données, on va donc encoder le résultat de I'expérience, a travers la variable
aléatoire X="résultat du dé”, qui prend ses valeurs dans {1,2,...,6}. Si le dé est
bien équilibré, on estime que la loi de cette variable aléatoire est uniforme sur

{1,2,...,6}.

On regroupe ci-dessous les différences de vocabulaire entre théorie de la me-
sure et théorie des probabilités.

THEORIE DE LA MESURE PROBABILITES
Espace mesuré (E, 7, u) Espace de probabilités (Q, .7, P)
ensemble mesurable événement
mesure loi, distribution
fonction mesurable f : (E,.7) — (F,.9’) variable aléatoire X : Q —» F
Espace d’arrivée F Espace d’états F
A eT XeA)=X1A)eF

2.2 Rappels : variables aléatoires discretes

Pour comprendre une variable aléatoire X, il nous faut maintenant comprendre
sa distribution Py. Commencons par quelques rappels sur les lois discretes : dans
ce contexte, on se donne un espace E fini ou dénombrable, identifié, quitte a nu-
meéroter ses éléments, a E = {1,..., N} (cas fini) ou E = N (cas infini dénombrable).
On munit E de la tribu discrete 7 = P(E).

Pour caractériser la distribution Py d’une v.a. discréte X, il suffit alors d’estimer
Px({e}) = P(X = e) pour chaque élément e € E. Cela permet alors de caractériser
Py sur toute la tribu discréte .7. Pour cette raison, la notion de tribu n’est pas
nécessaire pour les variables discrétes. On verra toutefois qu’elle est fondamentale
pour les variables continues.

Definition 9 : Variables aléatoires discréetes *

Une variable aléatoire discrete est une fonction mesurable X : Q —» E d’'un
espace de probabilités (Q,.#,P) dans un espace mesurable (E,.7) fini ou
dénombrable. La tribu .77 étant discrete, la loi, ou distribution, de X est en-
tierement caractérisée par la famille (uy)ice, ou e := P(X = k), que l'on
représentera par un vecteur ligne p = (uy, uo, ... ).

REMARQUE 8 : La définition précédente des variables aléatoires discretes est am-
bigue : en effet, toute variable aléatoire a valeurs dans (N, £(N)), par exemple,
peut également interprétée comme une variable aléatoire a valeurs dans (R, B(R)),
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puisque pour tout borélien B € B(R)
x'® =) x'txhez,

xeBNN
puisque I'union est dénombrable, et chacun de ses éléments est dans .# (car
X : Q — N est une variable aléatoire).

Par conséquent, caractériser I'espace d’état n’est pas suffisant puisque cet es-
pace d’état n’est pas a priori défini de manieére unique. Pour définir les variables
aléatoires discretes de maniere non ambigue, on peut donc donner la définition
suivante : une variable aléatoire X : (Q, %) — (E, .7) est discrete s'il existe un sous
ensemble fini ou dénombrable F' C E, dont tous les singletons sont mesurables, et
tel que P(X € F) = 1. On peut alors voir F comme 'espace d’état “réel” de X.

Definition 10 : Espérance et variance d’une v.a. discrete

Rappelons nous que E est vu comme un sous-ensemble de N. L'espérance, ou
moyenne d’une v.a. discrete X : Q — E de distribution u est donnée par

E(X) = ) k.

keE

Sa variance est donnée par

Var(X) = E(X —EQO)) = > Ky — E(X)*.

keE

Ces deux quantités sont bien définies si E est un ensemble fini, et sont
définies sous réserve d’absolue convergence de la série si £ = N.

Une variable est dite centrée si son espérance est nulle, E(X) = 0. Une variable
est dite réduite si sa variance vaut Var(X) = 1.

Definition 11 : Probabilités conditionnelles et indépendence

Etant donnés deux événements A et B, en supposant que P(B) # 0, on définit
la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P(A | B) ou parfois Pz(A),

par
P(A N B)

P(B)
Les événements A et B sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).

P(A | B) =

Exercice 7

Montrer que pour tout B € .%, Pp : A — Pp(A) est une mesure de probabilité.

SoLUTION : On remarque que O N B = (), et donc Pg(0) = 0. Par ailleurs, si les (A;)
sont une famille d’événements disjoints, les (B N Ay); sont aussi des événements
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disjoints, et donc Py est o-additive car P l'est. Finalement, P(Q2) = P(B)/P(B) = 1,
Pp est donc une mesure de probabilité.
m]

Proposition 8 : Formule des probabilités totales

Etant donnés des événements A € .Z et une partition Q = L'_ B, ol
Bi,...B, € % (on dira que (By)i<, €st un systéme complet d’événements),
on a

P(A) = ) P(A | BOP(By).
k=1

PREUVE : Les événements AN B, AN B, étant disjoints deux a deux, par o-additivité
de la mesure P, on peut écrire

P(A) =P (AN (UL B)) = Y P(AN By
k=1

= > P(A| BOP(By).
k=1

Proposition 9 : Théoreme de transfert pour les v.a. discretes

Soit une fonction ¢ : E — N, alors pour toute v.a. discrete X : Q — E, la
fonction ¢(X) : Q — N est également une variable aléatoire discrete, et son
espérance s’exprime en fonction de la distribution u de X par

E(p(X)) = ) ¢

keE

PREUVE : On commence par montrer que ¢(X) : w — ¢(X(w)) est bien une va-
riable aléatoire, c’est-a-dire qu’elle est mesurable. Pour cela, il faut montrer que
o(X)"!(k) € .Z pour tout k € N. Or

e ={we | pXw) =k = | | xw),
k'eE
(k" )=k
qui est une union dénombrable d’ensembles mesurables, et est donc mesurable.
La formule de transfert en découle immédiatement : par définition de E(¢(X)),
et en utilisant que la famille d’événements ({X = k'})rvcr est un systeme complet
d’événements,

E(p(X)) = E kP(p(X) = k) = E kP(p(X) = k, X = k')
keN keN,
k'eE
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= D eKPO0 = kX = K) = ) p(k)PX = K).
lli,eeNé k'eE

Definition 12 : Suite d’événements indépendants

Une suite d’événements (A,),en € .Z est dite (mutuellement) indépendante,
si pour tout entier k£ > 1, et pour toute famille d’indices n; # n, # --- # nt, on
a

PA, NA,N---NA,) =PA,)PA,,)...P(A,).

La suite est dite indépendante deux-a-deux si la propriété ci dessus est vraie
pour k =2, c’est a dire que pour n, m

P(An 0 Ap) = P(A)P(A).

A noter naturellement que si une suite d’événements est indépendante, alors
elle est en particulier indépendante deux-a-deux. On peut maintenant énoncer, pour
culture, le second Lemme de Borel-Cantelli :

Proposition 10 : Second Lemme de Borel-Cantelli

Soit (A,).en € F une suite indépendante d’événements avec Y2 P(A,) = oo,
alors
P(limsupA,) = 1.

En d’autres termes, si une suite d’événements est de somme de probabilité
infinie, un nombre infini de ces événements se réalisent avec probabilité 1.

Exercice 8

Trouver un contre-exemple au second Lemme de Borel-Cantelli si 'on ne
suppose pas la suite d’événements indépendante.

SoLuTIoN : On sait que l'on doit choisir des événements qui ne sont pas indé-
pendants. Un exemple évident de telle suite est de fixer un événement A, de
probabilité P(A) = 1/2 par exemple, et de choisir A, = A pour tout n € N. On
a alors limsupA, = A, et donc en particulier P(limsupA,) = 1/2 et pourtant
Yo P(A) =307, 1/2 = co. O

On aborde maintenant I'indépendance de variables aléatoires discretes.
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Definition 13 : Indépendance de v.a. discretes

Deux variables aléatoires X et Y sur le méme espace de probabilité (Q, .7, P),
et a valeurs dans deux espaces discrets (au plus dénombrables) E, F sont
indépendantes si pour tout e € E, f € F,

PX=e, Y=f)=PX=e)PY = f).

Une suite de variable aléatoires discrétes (X;),en a valeur dans un espace E est
dite (mutuellement) indépendante (resp. indépendante deux-a-deux) si pour
toute suite (e,),cn € EV, la suite d’événements de terme général A, = {X,, = e,}
est indépendante (resp. deux-a-deux).

Fin du cours 3

2.3 Rappels : quelques lois discretes classiques

Voici pour rappel les lois discrétes les plus importantes. A noter que toutes ces
variables sont a valeurs dans N, mais toute variable aléatoire a valeurs dans un
ensemble fini ou dénombrable peut étre considérée comme une variable aléatoire
discrete.

Definition 14 : Loi de Bernoulli

La loi Bernoulli(p) modélise une expérience avec deux résultats possibles
(succes X =1, échec, X = 0), avec probabilité p de succes.

— Parametre p € [0, 1].

— Espace d’états E = {0, 1}.

— Distribution P(X =1)=p,P(X=0)=1-p.

— Espérance E(X) = p, variance Var(X) = p(1 — p).

Definition 15 : Loi binomiale

La loi Binomiale(n, p) modélise le nombre de succes parmi » tentatives, d'une
expérience qui a une probabilité p de succés a chaque tentative. C'est la
somme de n variables de Bernoulli(p) indépendantes.

— Parametres n € N, p € [0, 1].

— Espace d’états E ={0,1,...,n}.

— Distribution P(X = k) = (})p*(1 - p)"*.

— Espérance E(X) = np, variance Var(X) = np(1 — p).
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Definition 16 : Loi uniforme

La loi uniforme(n) modélise le choix au hasard d'un objet parmi n objets
identiques. (exemple, lancer de dé)

— Parameétres n € N\ {0}.

— Espace d’états E ={1,...,n}.

— Distribution P(X = k) = 1/n.

— Espérance E(X) = (n + 1)/2, variance Var(X) = (n*> — 1)/12.

Definition 17 : Loi géométrique

La loi Géométrique(p) modélise le nombre de tentatives pour avoir son pre-
mier succes, pour une expérience qui a une probabilité p de succes a chaque
tentative.

— Parametre p € [0, 1].

— Espace d’états E = N\ {0}.

— Distribution P(X = k) = p(1 — p)¢.

— Espérance E(X) = 1/p, variance Var(X) = (1 — p)/p>.

Definition 18 : Loi de Poisson

La loi de Poisson(1) modélise le nombre d’événements arrivant dans un inter-
valle de temps donné, si ces dernieres arrivent avec une fréquence moyenne,
1/4, connue.

— Parametre 1 € R}.

— Espace d’états £ = N.

— Distribution P(X = k) = e /k!.

— Espérance E(X) = A, variance Var(X) = A.

2.4 Intégrale et intégrabilité sur R

Apres ces rappels sur les lois discretes, intéressons nous maintenant aux lois
continues. Dans tout ce qui suit, et sauf mention contraire, nous nous placerons
sur la droite réelle £ = R, munie de la tribu borélienne B(R). Comme nous
n‘avons pas encore introduit I'intégrale de Lebesgue, nous commencgons par dé-
finir les lois continues dont la densité est continue par morceaux, que I'on peut
introduire via l'intégrale de Riemann. L'intégrale de Riemann d’une fonction n’est
définie a priori que sur un segment. Pour introduire des lois classiques sur R, tou-
tefois, on a besoin de pouvoir définir I'intégrale sur R, que nous allons définir pour
les fonctions continue par morceaux comme |'extension de l'intégrale de Riemann
sur un segment.
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Rappelons qu'une fonction est continue par morceaux sur R si pour tous a <
b eR, il existe xp =a < x; <--- < x,_1 < x, =b tels que f est continue sur chaque
intervalle |x;_i, x;[, et prolongeable en une fonction continue sur [x;_, x;].

Definition 19 : Intégrale sur R

Soit une fonction f positive et continue par morceaux sur R, Riemann-
intégrable sur tout segment [-A, A], telle que la limite

A—>o0

A
lim f f(x)dx
—A

existe et soit finie. On dit alors que la fonction f est intégrable sur R, et on

définit ’
f f(x)dx = lim f f(x)dx.
R A—o0 _A

Une fonction f continue sur R est intégrable si la fonction positive |f| (qui
est continue par morceaux) est intégrable. On admettra alors que l'intégrale

fR f(x)dx = limy_,, f_ i f(x)d existe et est finie.

A noter que le choix de faire tendre les deux bornes de l'intégrale ensemble
pour définir I'intégrabilité sur R est arbitraire : Si I'intégrale converge, ¢ca veut dure
que les "restes” sur [A, +oo[ et | — oo, —A] tendent tous les deux vers 0, peu importe
que 'on prenne la limite simultanée en A et —A ou non.

Plus généralement, on peut se poser la question de I'intégrabilité d’'une fonction,
cette derniere pouvant avoir des discontinuités. Si la fonction est continue par
morceaux, alors la définition précédente fonctionne. On peut par contre considérer
des fonctions simples comme la fonction x — 1/x sur R, qui ne sont pas continue
par morceaux sur R : cette derniere, en particulier, n’est prolongeable ni a gauche
ni a droite en une fonction continue en 0. D’'une maniére générale, une fonction f
peut ne pas étre intégrable

— A linfini.
— Localement, en un point de discontinuité y, de f ou elle diverge.

En effet, I'intégrale est une aire, et est grossierement le produit entre la taille de la
base (sur R, la largeur d’un intervalle par exemple) et la hauteur (la valeur locale
de la fonction). Pour obtenir une aire divergente, il faut donc soit que la taille de
la base diverge (intégrabilité a I'infini), soit que la hauteur diverge, c’est a dire que
localement la fonction diverge. Dans les deux cas, une fonction est intégrable si
I'intégrale de sa valeur absolue reste finie. En pratique, trois cas sont possibles :

— soit on sait primitiver la fonction | f], auquel cas on peut calculier directement
si 'intégrale reste finie lorsque les bornes tendent vers y, et co.

— soit on ne sait pas calculer la primitive de |f|, et on peut minorer |f| par
une fonction g < f positive, dont on sait calculer I'intégrale, et d’intégrale
divergente, auquel cas f n’est pas intégrable par monotonie.
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— soit on ne sait pas calculer la primitive de |f|, et on peut majorer |f| par une
fonction g > f, dont on sait calculer l'intégrale, et d’'intégrale convergente,
auquel cas f est intégrable par monotonie.

A titre d’exemple, on peut considérer la fonction x — 1/x qui n’est intégrable
ni en +oo, ni en 0*. En effet, Pour tout 0 < € < A < +

+00 1
f —dx =logA —loge,
e X

qui diverge quand € — 0 (1/x n’est donc pas intégrable en 0) et quand A — oo
(1/x n’est pas intégrable en +c0). A titre de pense-béte, retenez que pour tout
£ > 0 toute fonction qui décroit “plus vite” que 1/x'*¢ va étre intégrable en oo (1/x,
e ™ par exemple), et toute fonction qui explose moins vite que 1/x'~¢ (1/+/x par
exemple) va étre intégrable en 0.

2.5 Variables aléatoires réelles a densité

On se place sur un espace de probabilités (Q,.#,P), et dans ce qui suit, on
munit R de la tribu des boréliens B(R) (cf. Définition 3).

Definition 20 : Lois a densité continue par morceaux

Une fonction f : R — R est une densité de probabilité si elle est
— positive, i.e. f(x) e R, VxeR.
— borélienne et intégrable sur R, et satisfait & f(x)dx = 1.

Dans le cadre de ce cours, on considérera des densités de probabilités conti-
nue par morceaux.

Une variable aléatoire réelle est une fonction mesurable X : (Q,.%,P) —
(R, B(R)). Une variable aléatoire réelle X : Q — R est dite a densité fx si pour
touta < b eR,

b
Px([a,b]) =Pla< X <b) = f Sx(x)dx.

ATTENTION : On remarque que pour toute variable a densité X, et
pour tout x € R, on a nécessairement P(X = x) = fxxfx(x)dx = 0. En
particulier, pour les variables a densité, les inégalités strictes et larges
. peuvent étre interverties librement. Attention, ce n’est pas du tout vrai
en général! Pour une variable de Bernoulli X ~ Ber(1/2), par exemple,
onaPX<1)=1/2#PX<1)=1.

Definition 21 : Espérance et Variance de lois a densité

Soit X une variable a densité fy, continue par morceaux. On suppose que la
fonction |x[fx(x) est intégrable sur R, on peut alors définir 'espérance E(X)
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de X par
ECO = [ afad
R

et on dit alors que la variable aléatoire X est intégrable. Si x*fx(x) est inté-
grable, on dit que X est de carré intégrable, et on définit la variance Var(X)
de X par

Var(X) = f ** fx(x)dx — B(X)*.
R

On rappelle qu’'une variable est dite centrée si son espérance est nulle, E(X) =
0. Une variable est dite réduite si sa variance vaut Var(X) = 1.

Exercice 9 : Une v.a. de carré intégrable est intégrable

Montrer qu’'une variable a densité de carré intégrable X est intégrable.

SOLUTION : Supposons X de carré intégrable, c’est a dire que x?fx(x) est intégrable.
Cette derniere est une fonction positive, par conséquent, on en déduit que

fxzfx(x)dx < 00.
R
On cherche a montrer que fR |x|fx(x)dx < co. Pour le montrer, on écrit
[ Wiseodx= [ e [ g
R [-1,1] R\[-1,1]
Or,si x € [-1,1], |x| < 1, et si x ¢ [-1, 1], |x] < x?, par conséquent

fﬁmmws ﬁww+f 2 f(x)dx
R [-1,1] R\[-1,1]

< f Jx(x)dx + f X fx(x)dx
R R
=1+ f * fx(x)dx < oo,
R

ce qui prouve que X est intégrable. O

Definition 22 : indépendance de lois a densité

Soit X et Y deux variable a densité fx, fy continues par morceaux. On dit que
X et Y sont indépendantes si pour tous réels a,b,c,d € R

b d
P(X € [a,b], Y € [c,d]) =f fX(x)dxf fry)dy.
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2.6 Fonction de répartition

On introduit maintenant une notion fondamentale des variables alétoires réelles,
la fonction de répartition.

Definition 23 : Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition de X la fonc-
tion Fy : R — [0, 1] définie par

Fx(x) = P(X < x) = Px(] — 00, x[).

Si de plus X est une variable a densité, on peut écrire la fonction de répar-
tition sous la forme

Fy(x) = f Fdy.

REMARQUE 9 : La premiere identité, Fyx(x) = P(X < x) est valide pour toutes
variables aléatoires a valeurs dans R, y compris les variables discretes a valeurs
dans N. Toutefois, on utilise rarement la fonction de répartition pour les variables
discretes, pour lesquelles sa valeur est rarement explicite.

REMARQUE 10 : Par sa définition, on remarque immédiatement que la fonction de
répartition d’'une variable a densité est la primitive de la densité. En particulier, la
fonction de répartition d'une variable a densité est continue sur R et elle est non-
dérivable au plus en un nombre dénombrable de points. Pour obtenir la densité
a partir de la fonction de répartition, il suffi donc de dériver. La réciproque est
vraie : si Fy est continue sur R et dérivable sauf en un nombre fini de points (c’est
a dire continue sur R et C! par morceaux), alors X est a densité, et sa densité est
donnée par l'identité

() = fx(x).

Proposition 11 : Propriétés de la fonction de répartition, admis

La fonction de répartition Fy d’'une v.a. réelle est croissante, continue a droite,
et satisfait

lim Fx(x) =0 et lim Fx(x) = 1.

X——00

X—+00

Par ailleurs, elle caractérise entierement la loi de la variable X, c’est-a-dire
que si deux variables aléatoires X et ¥ ont méme fonction de répartition,
alors leurs distributions Py et Py sont identiques.

REMARQUE 11 : Nous reverrons plus tard ces propriétés de la fonction de réparti-
tion (cf. Proposition 20 et Exercice 20). En pratique, il est important de savoir re-
connaitre, éventuellement graphiquement, les fonctions de répartitions classiques,
qui peuvent permettre d’'un coup d’ceil d’identifier les distributions correspon-
dantes.
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lT-———+* — Fx(x) 1+----—-—- -—
T —s y=Fx(x)
| P _o' X
| 1 o
- > - ——— >
a X 1 n X
@QPX=a)=1 (b) X ~ UW0,...,n})
y A y A
1+--—--——=== 1+----
y = Fx(x) /I y = Fx(x)
1/2f--- |
| . | .
M X a b X
(€) X ~ N(u, %) (d) X ~ U(la, b))

FIGURE 2 - Representation de la fonction de répartition de quelques lois classiques.

Exercice 10

Soit f : R> — R une fonction positive, on admettra le théoréme de Fubini,
qui garantit que pour tous intervalles /, I’ C R, 'ordre d’intégration sur 7 x I’
n’a pas d'importance, c’est-a-dire que

f f Fx,y)dxdy = f f Fxy)dydx
I1Jr I JI

Montrer que si X est une v.a. réelle, positive, a densité fy dont I'espérance
est bien définie, alors

E(X)=fo (1 = Fx(y)dy.

. X ey
Indice : on pourra commencer par remarquer que x = fo dy, et utiliser la
fonction

Isiy<x

Ly = {O sinon

SoLuTIoN : Comme X est une variable positive, on en déduit que fy = 0 sur ]—oo, 0].
On en déduit

EX) = f+°° xfx(x)dx.
0

On écrit alors x = fox dy = f0+00 10<y<qdy, que I'on introduit dans I'intégrale, puis on
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intervertit les deux intégrales par théoréme de Fubini, pour obtenir

E(X) =f [ f 1{0§ysX1fx<x>dx] dy=f [ f fX(X)dx] dy=f B(X > y)dy,
0 0 0 y 0

which proves the result. O

On regarde maintenant ce qu'’il se passe lorsque la fonction de répartition n’est
pas continue a gauche.

Proposition 12 : Fonction de répartition et atomes

Soit X une variable aléatoire réelle et Py sa distribution. On dit que Py admet
un atome x si
P(X = x) = P({x}) > 0.

Alors, Py admet un atome en X si et seulement si Fy est discontinue (a
gauche, forcément, puisqu’elle est continue a droite) en x, et par ailleurs

P(X = x) = Fx(x) - li;n Fx(y)
y/'x
est la taille du saut en x.

PREUVE : On commence par remarquer que
{x} = Nyz1]x — 1/n, x].

Ces intervalles sont décroissants, Py est une mesure de probabilités, elle est donc
continue par rapport aux intersections décroissantes (cf. Proposition 6-4)), et par
conséquent

Px({x}) = Px(Nps1lx — 1/n, x]) = }}ggo Px(Jx — 1/n, x])
= lgg Px(] = 00, x]) = Px(] — 00, x — 1/n])
= Fx(x) — lim Fx(x — 1/n)

= Fx(x) — lim Fx(y)
y/x

O

REMARQUE : A noter en particulier que pour une variable discréte X prenant par
exemple des valeurs x; < x,... avec probabilités p;, p,,..., la fonction de répar-
tition fait a chaque x; un saut de taille p;, puis reste constante jusqu’a x;,;. Pour
les variables a densité, qui n'ont pas d’atomes, on retrouve bien que la fonction de
répartition est continue.
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2.7 Quelques lois classiques a densité continue par morceaux

Definition 24 : Loi uniforme sur un segment

La loi uniforme U([a, b]) modélise le tirage d’'un nombre réel entre a et b.
— Parametres a < b € R.

— Densité
1/(b—a) sixela,b]

0 sinon.

Jap(x) = {

(b=a)*

— Espérance E(X) = @b variance Var(X) = =

K

ATTENTION : il ne faut pas confondre les variables uniformes sur un
segment (X ~ U([0,1])), et les variables uniformes sur un ensemble
discret (par exemple X ~ U({1,...,n}). La premiere est une variable a
. densité, dont l'espace d’états est infini non dénombrable, alors que la
seconde est une variable discrete dont l'espace d’état est fini (et donc
en particulier dénombrable).

REMARQUE : A noter qu’il n’existe pas de loi Py (de probabilité) uniforme sur N
tout entier, ou sur Q tout entier : en effet, en supposant qu’il en existe une, chaque
élément de N, par exemple, devrait avoir la méme probabilité p > 0, mais par
o-additivité, on aurait alors 1 = Px(N) = },qp = o X p, ce qui est impossible,
puisque la série vaut 0 si p = 0 et co sinon. De la méme maniere, on ne peut pas
construire de variable uniforme sur un segment non-borné (R par exemple), on
se heurterait au méme probléme.

Exercice 11

Soit X une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Montrer que ¥ =1 - X :
w — 1 — X(w) est une variable uniforme sur [0, 1].

SoLUTION : Etant donné que X est une variable aléatoire uniforme, on calcule/connait
sa fonction de répartition :

. 0 forx<O
Fx(x) = f fx(wdu=3x for0<x<1
- 1 forx>1.

On calcule maintenant la fonction de répartition de Y,
Fy(x) =PY <x) =Pl -X<x)=PX>1-x)=1-PX<1-x)=1-Fg(l-x).

car x est une variable a densité et donc P(x = @) = 0 pour tout réel @. un rapide
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calcul nous donne alors

0 forx<0
Fy(x)=<x for0<x<1 = Fx().
1 forx>1

Les deux variables X et Y ont méme fonction de répartition, elles ont donc égale-
ment la méme loi. O

Exercice 12 : Minimums de lois uniformes

On considére une famille i.i.d. (X;)i=;_, de variables aléatoires de loi uni-
forme sur [0, 1].

1) On pose

.....

.....

calculer la fonction de répartition de Y. Montrer que Y est a densité et
calculer sa densité.
2) Soit N ~ Bin(n,1/2) indépendante des X;, on pose Y'(w) =

.....

SOLUTION :
1) On calcule la fonction de répartition de Y :

Fy(x)=PY<x)=1-PXy>x, Yke{l,...,n}) =1-PX; > x)"

ou la derniere identité est obtenue par indépendance. les X; étant a densité, P(X; >
x) = P(X; > x) = 1 — Fx,(x), ce dont on déduit que

0 six<O0
Fy(x)=3{1-(1-x" sixe(0,1)
1 six>1

On remarque que Fy est de classe C' sur R\ {0, 1}, et continue sur R, sa dérivée est
donc définie partout sauf en O et 1, et on a donc pour tout x € R Fy(x) = fOx F(1)dt,
Y est donc a densité, et fy = n(1 — x)" '1;g,3(x).
2) Pour la seconde question, on projette selon les valeurs possible de N, on note
F, la fonction de répartition obtenue a la question précédente. Grace a la formule
des probabilités totales, on a Fy(x) = > ;_, (Z)Z‘”Fn(x), Fy (x) est donc elle méme
dérivable sur R\ {0, 1} et continue sur R, et on obtient la densité de Y’ en dérivant
Fy., ce qui aprés un petit calcul donne fy = n27(2 — x)" 19 3(x).

O
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Definition 25 : Loi gaussienne/normale *

La loi normale N(u, 0?) est une loi fondamentale en théorie des probabilités
parce qu’elle modélise, entre autres, les fluctuations de la moyenne empirique
(cf. équation (3) ci-dessous) d’'un grand nombre de tirages indépendants
autour de leur espérance. C'est le théoreme central limite, que nous verrons
en fin de cours (cf. Théoréme 29).

— Parameétres y € R et 0 > 0.

— Densité
1 _ G
Juor () = e 2w,
2mo?

— Espérance E(X) = y, variance Var(X) = o>

La fonction de répartition de la loi normale n’est pas une fonction explicite.

Lorsque ¢ = 0 et o = 1, on parlera de loi normale centrée réduite, notée
N, 1).

Fin du cours 4

Definition 26 : Loi exponentielle *

La loi exponentielle représente le temps d’attente pour des événements in-
dépendants intervenant a fréquence moyenne donnée. Elle est tres utile pour
modéliser des files d’attente.

— Parametre A > 0.

— Densité fi(x) = de 1,5, fonction de répartition

l—e™ six>0
Fa(x) = .
0 sinon.

— Espérance E(X) = 1/4, variance Var(X) = 1/A%.

ATTENTION : il pourra nous arriver d’écrire " Exp(1)” au lieu de “Y,
ou Y ~ Exp(1)” (cf par exemple la solution de I'exercice suivant). Cela

revient a assimiler une distribution Py et une variable aléatoire X ayant
! cette distribution. Il ne faut donc, en particulier, pas se méprendre sur
la signification de P(Exp(1) < x), dans la quelle Exp(1l) désigne une
variable aléatoire X ~ Exp(1), et non pas le nombre réel exp(1) = e' = e.

Exercice 13 : absence de mémoire de la loi exponentielle

Barnabé attend le bus. Ayant étudié en détail les transports publics, il sait que
le temps, exprimé en heures, qui sépare le passage de deux bus successifs
suit une loi exponentielle de parametre A = 1.

1) Ilevia informe Barnabé qu’un bus est passé a 16h. Quelle est la probabilité
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que le suivant arrive avant 16h307?

2) Un bus étant passé a 16h, Barnabé arrive a I'arrét a 16h30, et remarque
que le bus suivant n’est pas encore passé. Quelle est la probabilité que Bar-
nabé attende moins de 30min le bus suivant?

3) En déduire la propriété, dite d’absence de mémoire, de la loi exponen-
tielle : soit X une v.a. de loi exponentielle, pour tous a,b >0

PX>a+b|X2>a)=PX>b).

SOLUTION :

1) On note X; I'heure a laquelle passe le k-éme bus, et ¥, = X; — X;_; le temps
d’attente du k-éme bus. On suppose arbitrairement que le bus 0 passe a 16h, i.e.
Xo = 16. Comme une loi exponentielle ne peut pas étre négative, on cherche

P(X; £16.5) =P(Y, <0.5) =P(Exp(l) <0.5) = F(0.5),

ou F(x) = 1 —e7* représente la fonction de répartition d’'une variable exponentielle
de paramétre A = 1. Par conséquent, P(X; < 16.5) = 1 — 797,
2) On pose Xy = 0, on cherche

P(Yy<1,X;,>2165) POS<Y <1)

P(Y,<1]X,>165)=

P(X; > 16.5)  P(Y; 20.5)
F(1) = F(0.5) €% —¢!
= = = F(0.5).
1 - F(0.5) 03 ©.5)
3) Pour une loi exponentielle de parametre 4, on a
P(X > by 1-F b
PXza+b|Xza)= Azt IZTEAD) i o px 5 .

P(X > a) 1 - F(a)

Autrement dit, étant donné une loi exponentielle X de parametre A, conditionnel-
lement a X > q, la variable aléatoire Y —a est suit également une loi exponentielle
de parametre A. ]

Exercice 14 : lois ni discrétes ni a densité

Barnabé arrive a un guichet de poste. S’il n'y a pas de queue, ce qui arrive
avec probabilité p = 1/2, on s’occupe de lui immédiatement et il n’attend
pas. Sinon, il doit attendre un temps exponentiel (en heures) de parameétre
A =1 avant que 'on s’occupe de lui.

1) On note X le temps d’attente (en heures) de Barnabé. La loi de X est-elle
discréte? A densité?

2) Quelle est la probabilité que Barnabé attende une heure ou moins?

SOLUTION :
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1) On note V I'événement "Le guichet est vide”. La loi de X n’est pas a densité,
puisque

P(X=0)=P(X =0|VBV)+PX = 0| VOP(V) = 1% 1/2+ 1/2P(Exp(1) = 0) = 1/2.
Si X était 2 densité, on aurait P(X = 0) = [ f(x)dx = 0.

On montre maintenant que X n’est pas discréte. Soit (a;)ien une suite de réels
non nuls. On calcule

P(X € {a;,k € N}) = Z P(X = a; | V)P(V) = %Z P(Exp(1) = a;) = 0,
k k

En particulier, pour tout ensemble dénombrableI', P(X € ') = %l{oer} < 1, la variable
X n’est donc pas discrete.
2) On écrit

11 1
BX< 1) =PX < 1| VIB(V) +BX < LI VOR(V) = Lx o+ 2 F(1) = 1 - Ee_l,

ou F est la fonction de répartition d'une loi exponentielle de parametre 1. ]
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3 Intégrale par rapport a une mesure o-finie.

Les variables aléatoires discretes et les variables aléatoires a densité ne sont
que des exemples de variables aléatoires réelles. Comme le montre I'exercice pré-
cédent, on peut facilement construire des variables aléatoires qui ne sont ni I'un, ni
'autre. Nous allons maintenant construire l'intégrale d’'une maniere beaucoup plus
générale que celle de Riemann, ce qui nous donnera acces a de nombreux résultats
fort utiles. On se place pour l'instant dans un cadre aussi général que possible, en
fixant un espace mesuré (E, .7, u), muni d'une mesure o-finie u (cf. Définition 6).
On considérera dans la suite uniquement des fonctions f : (E,.7) — (R, B[R))
mesurables.

3.1 Définition de I'intégrale d’une fonction mesurable *

Lorsque (E, 7,u) = (R, B(R), 1), ou A est la mesure de Lebesgue déja évoquée
a la fin de la Section 1, cette nouvelle intégrale sera 'intégrale de Lebesgue, beau-
coup plus puissante que l'intégrale de Riemann. La construction de cette nouvelle
intégrale se fait par étapes, commencgons par définir des fonctions essentielles, les
fonctions indicatrices d’ensembles mesurables.

Definition 27 : Fonction indicatrice d’'un ensemble mesurable

Soit A € 7 un ensemble mesurable, on définit la fonction 1, : E — R,
appellée fonction indicatrice de A, par

lsixeA
1 -
A {0 Si x € AC.

A noter que 14(x)15(x) = 14np(x).

Les fonctions indicatrices forment la base de la construction de I'intégrale au
sens de Lebesgue. Définissons maintenant l'intégrale d’'une combinaison linéaire
de fonctions indicatrices.

Definition 28 : Fonctions étagées

Une fonction f : E — R est étagée s'il existe n € N, une famille d’ensembles
mesurables A,...A, € 7, et ay,...,a, € R tels que

n

f=> ala,.

i=1

On note & I'ensemble des fonctions étagées sur E. On note &, I'ensemble des
fonctions étagées positives, c’est-a-dire telles que a; € R, Vi < n.

Fin du cours 5
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Definition 29 : Intégrale d’'une fonction étagée positive

Soit f = )i, a1, € &, une fonction étagée positive, on définit I'intégrale de
f (contre u) par

n

ffdﬂ = Z aifi(A;).

i=1
Cette définition reste valable si f n’est pas supposée positive, mais que la
mesure u est finie.

Exercice 15

Montrer que la fonction x — 1g(x) est intégrable sur R et calculer son inté-
grale jl‘a 1pdA contre la mesure de Lebesgue sur R.

SoLUTION : L'ensemble Q est une union dénombrable de singletons (qui sont cha-
cun de mesure de Lebesgue nulle), et donc A(Q) = 0. La fonction 1g est une fonction
indicatrice, et donc étagée, son intégrale est donc donnée par

led/l =1xAQ)=0.
R

O
Exercice 16
Montrer qu’une fonction est étagée si et seulement si il existe une famille
Bi,...B, € 7 d’ensembles mesurables disjoints, et by,...,b, € R tels que
k
f = Z bilBi-
i=1
SOLUTION : Soit f = Y7, a;14, une fonction étagée. Pour o C {1,...,n}, on définit
o ={1,...,n}\ o et 'ensemble mesurable
B, = [ﬂAk] N [ﬂ A;).
keo leoe

On vérifie facilement que pour o # ¢’, B, et B, sont disjoints. On définit également
by = Xreo Ak, €t Oon peut alors vérifier (par récurrence sur n par exemple) que

f= ), bola,

35



Definition 30 : Intégrale d’'une fonction positive *

Soit f : E — R, une fonction mesurable positive. On définit I'intégrale de f,
notée [ fdu € R, U {+co}, par

ffdu=SUP{fgdu; g €&y, gsf}-

La fonction f est dite intégrable si f fdu < oo.

Definition 31 : Ensembles négligeables

On dit qu'un ensemble A C E est négligeable s’il existe un ensemble me-
surable N D> A satisfaisant u(N) = 0. On dira qu'une propriété est vraie
presque-partout si elle est vraie partout sauf sur un ensemble négligeable.

Exercice 17

Soient f, g deux fonctions positives intégrables. On suppose que I'ensemble
mesurable {x € E : f(x) # g(x)} est négligeable (Autrement dit, on suppose
que f = g presque-partout). Montrer que 'on a

f fdu = f gdu.

SoLuTION : On va montrer que ffdu < fgd,u, ce qui, comme f et g jouent des
roles symétriques, montre le résultat. Pour cela, il suffit de montrer que pour toute
fonction étagée positive h € &,, satisfaisant 4 < f, on a

fhd,us fgd,u.

Par hypothese, il existe un ensemble mesurable N C E tel que u(N) =0et f =g
sur E \ N. On définit alors

h(x) = h()1p ().

On remarque facilement que & = Y7, a;14,n est une fonction étagée positive car /1
'est, par ailleurs comme on ne I'a modifiée que sur un ensemble négligeable, on
a également

n

f hdp = ) api(A) = f hdy = ) (A \N).

i=1 i=1

Par ailleurs, comme 7 < f, g>0et f=gsur E\N, on a h< g. On en déduit par

définition que
f hdy < f gdu,
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et par conséquent

fhd,us fgd,u.

Cela montre que ffd,u < fgdu. O

Definition 32 : Intégrale d’une fonction mesurable, espace L'

Soit f une fonction mesurable, on définit les fonctions f.(x) = max{f(x),0} et
f-(x) = max{—f(x), 0}. Ces fonctions sont positives et mesurables, et on a les
identités

f=r-r et lfl=fe + f-.

On dit que la fonction f est intégrable si f, et f- sont toutes les deux inté-
grables. L'intégrale de f est alors définie par

[ rau= [ - | r.au

On note L'(E, 7, u), ou plus simplement £!' ou £'(u), 'ensemble des fonc-
tions intégrables sur E.

Notartion : Etant données une fonction f et une mesure y, on notera indifférem-

ment
f Fu, f Fdux)  ou f £ ()

pour l'intégrale de f contre pu.

Lorsque u = A est la mesure de Lebesgue sur R, on pourra également adopter
la notation ff(x)dx = ffd/l pour son intégrale contre la mesure de Lebesgue.

REMARQUE 12 : On voit facilement a I'aide de I'exercice 17 que si deux fonctions
mesurables (pas nécessairement positives) sont égales presque-partout, et que
I'une est intégrable, alors I'autre est aussi intégrable et leurs intégrales sont égales.

Definition 33 : Intégrale sur un sous-ensemble mesurable

Soit f une fonction mesurable, et A € .7 un ensemble mesurable, on définit,
si elle existe,
[ sau= [ st
A E

Lintégrale de Lebesgue étant plus générale que l'intégrale de Riemann, elle en
partage deux propriétés fondamentales.
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Proposition 13 : Propriétés de l'intégrale, admis

Linéarité : Pour deux fonctions mesurables f et g, et réels a et 3, on admettra
que la fonction a f+Bg est mesurable. L'intégrale est linéaire, c’est-a-dire qu’'on

a
f(af +pg)du = (Yffdﬂ +ﬂfgdu-

Monotonie : l'intégrale est monotone, c’est-a-dire que si f < g sont deux

fonctions mesurables, on a
f fdu < f gdu.

Fin du cours 6

3.2 Convergence d’intégrales

Grace a cette nouvelle intégrale, nous allons pouvoir obtenir des résultats de
convergence généraux, et notamment des résultats forts d’interversion de limites
et d’intégrale.

Commengons par la notion méme de convergence. Pour une suite de réels, pour
lesquelles il existe une notion de convergence canonique

31_)1210 X, = X — Ve > 0, pour n assez grand, |x, — x| < €.
Au contraire, les suites de fonctions et de mesures sur lesquelles portent le reste
du cours peuvent converger de facons diverses. En particulier, il est fondamental,
en parlant de convergence de suite de fonctions et de variables aléatoires, de
toujours préciser quel sens est donné a la convergence. Commencgons par la forme
de convergence de fonctions la plus intuitive, la convergence simple.

Definition 34 : Convergence simple *

Une suite (f,),«n de fonctions de E dans R converge simplement vers une
fonction f si pour tout x € E, Alim,_, f(x) = f(x).

Definition 35 : Convergence dans ' *

On dira qu’une suite (f,),en de fonctions mesurables converge dans L' vers
une fonction £ si les £, et f sont intégrables (i.e. f,, f € £!), et si

tim [ 17, - fidu

existe et vaut 0.
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ATTENTION : aucune de ces deux convergences n’‘implique l'autre! En
fait, dans le contexte de convergence en intégrale, il est généralement
préférable de parler de convergence presque-partout, puisque une fonc-
| tion peut étre modifiée arbitrairement sur un ensemble de mesure nulle
sans changer son intégrale! (cf. Exercice 17). Toutefois, méme la conver-
gence presque-partout n’est pas nécessaire pour converger dans L' (cf.
Remarque 24 ci-dessous)

REMARQUE 13 : On peut évoquer une autre notion de convergence de fonctions,
la convergence uniforme : une suite (f,),«n de fonctions de E dans R converge
uniformément vers une fonction f si

}}Lngo [sug | fn(x) — f(X)I] =0.

Exercice 18 : densité des fonctions étagées

Soit f : E — R, une fonction mesurable positive réelle.

1) Montrer que f est la limite simple d’'une suite de fonctions étagées
positives.

2) On ne suppose plus f positive, montrer que f est limite simple d’une
suite de fonctions étagées.

3) Soit f une fonction mesurable bornée. Montrer qu’il existe une suite de
fonctions étagées qui converge uniformément vers f.

SOLUTION :
1) On définit pour tout n > 0 et pour tout 1 < k < n? I'intervalle I, = [(k—1)/n, k/nl[.
Posons A, = f~'(Ix) et A, = f~'([n, +0]). On construit alors

k-1
f;l = n]‘Anﬁ* + Z lAn,k‘

=
C’est une suite de fonctions étagées, dont la limite simple est f.
2) La partie positive et la partie négative de f, f, et f- sont mesurables positives,
on peut donc leur appliquer le 1).
3) Notons avec + les quantités et ensembles relatives a f.. Si f est bornée, il existe
n tel que Ay, = 0. Or pour tout k < n?, pour tout x € A, 4,

|fen(x) = (0| < 1/n.

La convergence de f, vers f est donc uniforme. |

REMARQUE 14 : Comme c’est le cas de l'intégrale (voir Exercice 17), la limite dans
L' d’une suite de fonctions (f,) est toujours définie 3 un ensemble négligeable
prés : en effet, si f = g presque-partout, et si (f,) converge vers f dans £!, alors
(f,) converge aussi vers g dans L.

39



Definition 36 : liminf et limsup d’une suite de réels

Soit (a,).en une suite réelle. Remarquons que les suites de termes généraux
v, =1inf,5,a, etw, = sup,., @, sont respectivement croissante et décroissante,
et par conséquent admettent une limite. On définit alors

liminf a, := liminfa, et limsupa, := limsupa,.

n—oo n—o0 p>n N—>00 n—oo p=n

Ces deux quantités sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur
d’adhérence de la suite a,.

Etant donnée une suite de fonctions réelles (f,)uev, f, : E — R, on définit
de maniére analogue les fonctions liminf f, et limsup f, en posant pour tout
x€EE

liminf f, : x — liminf f,(x) et limsup f, : x — limsup f,(x).

n—oo

Grace a cette définition, on donne un premier résultat tres pratique de conver-
gence d’'intégrales, le Lemme de Fatou.

Proposition 14 : Lemme de Fatou, admis

Soit (f,).en une suite de fonctions mesurables positives E — R. La fonction
f = liminf f, est mesurable et

f liminf f,du < liminf f fdu.
E n—o00 E

n—o00

Donnons deux exemples ou 'inégalité est stricte. Définissons sur R

So(0) = nlyp (x) et gu(x) = (1/n)1g,(x),

les (f,)nen €t les (g,)uen sont toutes d’intégrale 1, mais liminf f, = liminf g, = 0, et
donc [ liminf, . fudu = 0.

On énonce maintenant deux résultats fondamentauy, les théoremes de conver-
gence monotone et dominée.

Théoréme 15 : Théoréme de convergence monotone, admis

Soit (f,).ew Une suite croissante de fonctions mesurables positives de E dans
R, c’est-a-dire que Yx € E, Yn € N, f,.1(x) > f.(x). Alors, il existe une fonction
mesurable f qui est limite simple de (f,).cn, €t on a

tim [ = [ s

A noter que 'on ne fait aucune hypothese d’intégrabilité, les deux quantités
ci-dessus peuvent étre infinies. De la méme maniere, f est a valeurs dans
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R U {+oc0}.

REMARQUE 15 : En appliquant ce théoréme a la suite (—f;),an, On voit immédiate-
ment que le théoréme de convergence monotone s’applique également a une suite
décroissante de fonctions négatives.

Exercice 19

Trouver un contre-exemple au théoréme de convergence monotone si on ne
suppose pas les fonctions positives.

SoLuTIoN : 1l suffit de considérer la suite de fonctions f, = —1,.[, qui est crois-
sante et converge simplement vers f = 0, et pourtant dont toutes les intégrales
sont égales a —oo. O

REMARQUE 16 : Nous ne verrons pas la preuve de ce théoréme, toutefois grace au
Lemme de Fatou, la convergence est tres facile a obtenir. Notons [, = f fndu et
I = ffd,u. La suite (f,).cn €tant croissante, on a f, < f, et donc par monotonie
I, < I. Linégalité I < I, est une conséquence directe du Lemme de Fatou, puisque
pour toute suite réelle (u,),... admettant une limite, on a

liminf u, = limsup u,, = lim u,.
n—o00 n—oo n—oo

On énonce maintenant un des résultats les plus important de convergence
sous le signe intégral. Ce résultat, treés utile, énonce que si une suite de fonction
et sa limite simple peuvent toutes majorées par une fonction intégrable, alors la
convergence a également lieu dans £'.

Théoréme 16 : Théoréme de convergence dominée, admis

Soit une suite (f,),cn de fonctions de E dans R convergeant simplement vers
une fonction f. On suppose qu’il existe une fonction intégrable g € £! telle
que

|1 (x0)] < g(x) YneN,Vx e E.

Alors, f, converge vers f dans £'. En particulier,
lim | f,du= f fdu.

REMARQUE 17 : Reprenons les exemples d’'inégalité stricte du Lemme de Fatou,

Jo(0) = nlyp(x) et gu(x) = (1/m)1g,(x),

qui convergent simplement vers f = g = 0 sur ]0, +oo[. Comme I'inégalité est stricte
pour le Lemme de Fatou, en particulier le théoreme de convergence dominée de
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doit pas pouvoir s’appliquer; en réalité, une domination naturelle de ces deux
suites de fonctions serait par la fonction # : x — 1/x sur l'intervalle ]0, +oo[. On
peut rapidement vérifier que |f,|, |g,| < h, mais la fonction /4 n’est pas intégrable,
que ce soit en 0 (suite (f,),) ou en +co (suite (g,),).

Fin du cours 7
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4 Variables aléatoires réelles

4.1 Préambule : caractérisation de mesures

Nous n’allons pas démontrer le théoréeme de Carathéodory. Toutefois, il est
important de savoir qualifier les mesures, en particulier les mesures sur la tribu
borélienne. Les boréliens généraux étant extrémement difficiles a caractériser, on
va avoir besoin d’outils pour montrer des égalités entre mesures, pour pouvoir dire
que si deux mesures coincident sur une classe d’événements C, elles sont égales. Le
seul résultat a retenir de ce paragraphe est la conséquence du Lemme des classes
monotones donnée dans le Corollaire 18, et en particulier ses conséquences sur
les mesures sur la tribu borélienne et sur la fonction de répartition des variables
aléatoires réelles (cf. Proposition 20).

Definition 37 : n-systéeme

Une classe C de parties de E est un n-systéme si elle est stable par intersec-
tion finie :
fAecCetBeC}={ANBe(C).

EXEMPLE : L'ensemble des intervalles ouverts est un n-systeme, de méme que
I'’ensemble des singletons.

Definition 38 : Classe monotone

Une classe M de parties de E est un A-systeme, ou classe monotone si elle
contient E, et est stable par différence et par union croissante :

{Ae MetBe Met BC A} = {A\ BeC}.

(Vn>0, A, e MetA, CA,i} = {UsoAd, € M}

EXEMPLE : Etant données deux mesures de probabilité P et Q sur (Q,.%), la classe
M=1{A e % | P(A) = Q(A)} est une classe montone.

Lemme 17 : Lemme des classes monotones (admis)

La plus petite classe monotone contenant le 7-systeme C est la tribu o(C)
engendrée par C.

Corollaire 18 : Unicité des mesures de probabilités

Deux mesures de probabilité P et Q sur (Q,.%#) qui coincident sur un x-
systéme C C .# coincident également sur la tribu o-(C) engendrée par C.
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PREUVE : Considérons deux mesures de probabilité P et Q qui coincident sur un
n-systéme C C .%. La classe M ={A € . | P(A) = Q(A)} est une classe monotone
contenant C, d’apres le Lemme des classes monotones, M = o(C). m]

En pratique, ce corollaire est trés utile! Il signifie que pour caractériser une
mesure (par exemple la loi d’'une variable aléatoire), il n'y a pas besoin de la
connaitre sur la tribu tout entiére, mais il suffit de la caractériser sur un z-systeme
engendrant cette tribu. La tribu borélienne, par exemple, est engendrée par le n-
systeme

C={]—-o,x], xR},

on en déduira plus loin dans le cours que la fonction de répartition caractérise
entierement la distribution d’'une variable aléatoire! Pour I'instant, on peut toute-
fois en déduire 'unicité de la mesure de Lebesgue, qui est une des conclusions du
théoreme de Carathéodory :

Théoreme 19 : Théoréme de Carathéodory, admis

Il existe une unique mesure A sur (R, B(R)) telle que pour tout a < b €
RU {—OO, +OO},
A(la,b]) =b —a

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue.

Comme on I'a vu précédemment, L'intégrale contre la mesure de Lebesgue coin-
cide avec l'intégrale de Riemann pour toute fonction telle que les deux intégrales
sont bien définies (typiquement, les fonctions continues par morceaux sur un seg-
ment). On pourra donc écrire pour la mesure de Lebesgue dx = dA(x) = A(dx) pour
I’élément infinitésimal d’intégration. En 'absence d’ambiguité, lorsque I'on integre
contre la mesure de Lebesgue, on utilisera la notation la plus simple, c’est-a-dire

la premiere, i.e.
ffd/l:ff(x)dx.

En dehors de la construction différentes des deux intégrales, comme on I'a vu,
I'intérét fondamental de la mesure de Lebesgue est que l'intégrale par rapport
a A est définie pour la classe des fonctions mesurables, qui est une classe bien
plus générale que celle des fonctions continues par morceau sur un segment! Le
Lemme des classes monotones garantit que la mesure de Lebesgue est unique,
puisque 'ensemble des intervalles ouverts est un z-systeme qui engendre la tribu
borélienne. Caractériser une mesure sur I'’ensemble des intervalles ouverts est donc
suffisant pour la caractériser sur la tribu borélienne tout entiére.

Fin du cours 8 + Retour DS1

4.2 Variable aléatoire réelles et fonction de répartition

On a maintenant tous les outils nécessaires pour introduire les probabilités
continues. Dans tout ce qui suit, on fixe un espace de probabilités (Q, 7 ,P).
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On dira qu'une propriété & est vérifiée presque-siirement s'il existe F € . tel
que P(F) =1 et tel que & est vérifiée pour tout w € F.

Definition 39 : variable aléatoire réelle, fonction de répartition

Comme nous l'avons déja vu dans la Déf. 8, une variable aléatoire réelle est
une fonction mesurable X : (Q,.%) — (R, B(R)). On note alors Px(-) = P(X € -)
sa distribution, définie sur (R, B(R)).

Les variables a densité introduites dans le paragraphe 2.5 sont un cas par-
ticulier de variables aléatoires réelles X pour lesquelles Py(A) = fA fx(x)dx,
pour une fonction fx borélienne. La fonction fy est alors appelée la densité
par rapport a la mesure de Lebesgue de la loi Py, et on écrit formellement
Px(dx) = fx(x)dx.

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est la fonction Fy : R —
[0, 1], définie par
Fx(x) = P(X < x).

Proposition 20 : Propriétés de la fonction de répartition

La fonction de répartition Fy d’'une v.a. réelle est croissante, continue a droite,
et satisfait
lim Fx(x) =0 et lim Fx(x) = 1.

X——00 X—+00
Enfin, la fonction de répartition caractérise entierement la loi d’'une v.a. réelle,
c’'est-a-dire que si X et Y ont méme fonction de répartition, Fy = Fy, alors
PX = Py.

PREUVE : La croissance est immédiate, et cette derniere garantit I'existence des
deux limites, ainsi que l'identité

lim Fx(x)= lim _Fx(n).
neEN——o0

XER——00

La continuité a droite est une conséquence directe de la continuité des mesures
par rapport aux intersections décroissantes : pour toute suite positive g, — 0, pour
tout x € R,

Fx(x) =PX <x)=P(NenfX <x+¢,})) =limPX <x+¢g,) = lim F(x +&,).

On applique ensuite la Proposition 6, puisque Py est une mesure de probabilité,
et tout événement a donc probabilité finie,

lim Fx(x) = lir_n Px (] = oo, n[) = lim Py m] —oo,m[ | = Px(0) = 0.

X——00
meN,
m<n

La seconde limite se montre de maniere analogue.
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Enfin, la derniére affirmation est une conséquence du Corollaire 18 du Lemme
des classes monotones : le 7-systeme

C={]—-00,x], xeR}

engendre la tribu des boréliens (c’est-a-dire o(C) = B(R)), et si Fx = Fy, on a par
définition que Py = Py sur C. Le Corollaire 18 garantit alors que Px = Py sur B(R)
tout entier. O

4.3 Moments d’une variable aléatoire réelle

La définition de I'intégrale de Lebesgue dans la section précédente nous permet
désormais de définir 'espérance pour des variables aléatoires générales. Nous
nous concentrons sur des variables aléatoires réelles, mais la notion d’espérance
est beaucoup plus générale.

Definition 40 : Espérance d’une v.a. réelle

Rappelons (cf. Définition 8) que la loi Py d’'une variable aléatoire X : Q —» E
est définie comme la mesure Px(A) = P(X € A), pour A € 7. On dit qu'une
variable aléatoire réelle X : Q — R est intégrable, ou dans L', si J{j& |x| Px(dx) <
oo . On définit alors I'espérance, ou moyenne, de X par

E(X) = f x Py(dx). (1)
R

On dira que la variable X est centrée si E(X) = 0. On admettra que I'espérance
a les mémes propriétés que l'intégrale :

monotonie : VX,Y var. X <Y p.s. = E(X) <E(Y),

linéarité : VYa,beR et X,Y var. E(aX +bY) =aE(X) + bE(Y).

En particulier, on remarque qu’une variable aléatoire bornée est intégrable.

Exercice 20

Dans cet exercice, on suppose a nouveau le théoreme de Fubini (cf. Exer-
cice 10) : deux intégrales successives d’une fonction positive peuvent étre
interverties.

1) Montrer que si X est intégrable, E(X) = f()+°°(1 — Fx(x))dx — f_(; Fx(x)dx.
2) En commengant par une variable aléatoire X positive, montrer la formule

E(X) = f X(w)P(dw). (2)
Q
3) En déduire que l'espérance a les mémes propriétés que l'intégrale : elle

est linéaire
E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y),
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et monotone
X <Y = E(X) < E(Y).

SOLUTION : Pour traiter cet exercice, il faut sans cesse se ramener a des indicatrices

d’événements, dont on connait explicitement les intégrales.

1) On commence par montrer le résultat pour X : Q — R* positive. On remarque
X +00 ;. A , \ s

que x = fo dy = fo 1,0.,{(y)dy, et on peut alors écrire grace au théoreme de Fubini

E(X) = f x Py(dx) = f [ f l[o,x[<y)dy] Py(dx)
0 0 0
= f [ f l[o,x[()’) Px(dx)] dy.
0 0

Or pour une variable positive, on peut écrire

f Ljo,(») Px(dx) = f Ly<y Px(dx) =P(X >y) =1 - Fx(y).
0 0

Pour une variable X négative, on obtient de maniere analogue

0
E(X) = —f Fx(y)dy

(o)

On sépare alors X en partie positive et partie négative, X, = X1x», X- = X1x<, et
on vérifie que pour tout t > 0, Fx, (f) = Fx(?), et pour t < 0, Fx (t) = Fx(?), ce qui
conclut la preuve.

2) Pour une variable X positive, on écrit

f X(w)P(dw) = f [ f 1[o,x<w)[(y)dy] P(dw),
Q Q 0

et on inverse encore les deux intégrales par le théoreme de Fubini, pour obtenir

f X(w)P(dw) = f [ f I[O,X(w)[()’)P(dw)] dy = f P(X > y)dy = f (1-Fx(y)dy,
Q 0 Q 0 0

on retrouve donc le résultat de la question 1. Le cas ou X est négatif se montre de
maniére analogue, ce qui prouve la formule alternative

BM=[M@MM
Q

3) Avec cette nouvelle formule, la linéarité et la monotonie découlent immeédiate-
ment de la linéarité et la monotonie de I'intégrale. O

On peut maintenant énoncer le théoréme de transfert pour des variables aléa-
toires générales, déja énoncé pour les variables discretes.
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Théoreme 21 : Théoréeme de transfert (admis)

Soit X : Q — R une variable aléatoire réelle et ¢ : R — R mesurable. Alors,
la variable aléatoire ¢(X) est intégrable (par rapport a P) si et seulement si
¢ est intégrable par rapport a Py, et on a alors

E(p(X)) := fg (X (w)P(dw) = fR (xX)Px(dx).

EXEMPLE : soit X : Q — R une variable aléatoire réelle, pour tout ensemble borélien
B, on peut définir la variable aléatoire

1{XEB} LW IB(X(a)))

Par le théoreme de transfert, son espérance est donnée par
E(lixep) = f 15(x0)Px(dx) = f Px(dx) = P(X € B).
R B

On vient de donner la définition, grace a I'intégrale de Lebesgue, de I'espérance
d’une variable aléatoire réelle. Voyons maintenant comment cette définition rejoint
celle que nous avons déja vu pour les variables a densité, et les variables discretes.
Commengons par une variable a densité X, dont la mesure Py est définie pour tout
borélien B par

Px(B) =P(X € B) = fPX(dx) = ffx(x)dx.
B B

Cela nous permet d’écrire formellement Py(dx) = fx(x)dx. En transposant cette
identité dans notre définition générale de l'espérance, (1), on retrouve bien la
Définition 21 de I'espérance d’une variable a densité :

E(X) = fxfx(x)dx.
R

Considérons maintenant les variables discretes. Bien qu’on puisse les définir
sur la tribu borélienne, cette derniére n’est pas un choix naturel pour le cas dis-
cret, comme on l'a déja vu. On considére donc une variable aléatoire discrete
X (Q,#,P) - (N,P(N)). Notez que 'on a muni N de la tribu discréete P(N), ce
qui pour des variables discretes n’est pas un souci. On suppose dans un premier
temps que X ne prend qu'un nombre fini de valeurs, X € {0,...,n}. Alors, la va-
riable aléatoire X est une fonction étagée sur (Q,.#,P), puisqu’elle peut s’écrire
comme .

X() = ) Koy (),
=0
et les événements {X = k} = X~!({k}) sont mesurables puisque X est une variable

aléatoire. Or on connait I'intégrale d'une fonction étagée contre une mesure finie
P (voir Définition 29), et on peut donc écrire

.....
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Si maintenant X est intégrable mais n’est pas bornée, on approche X par les fonc-
tions étagées X = X1y.,. Alors, grice au théoréme de convergence dominée, qui
s’applique car |X| est intégrable, et on a a la fois |X| < |X] et |X"| < |X], on peut
écrire

E(X) = lim E(X™) = lim Z KP(X = k) = Z KP(X = k).
k=0 k=0

On voit bien dans ces deux exemples que I'espérance d’une variable aléatoire
peut étre vue comme une intégrale sur I'univers Q (ce qui nous a permis de retrou-
ver I'expression de I'’espérance d’une variable aléatoire discrete), ou comme une
intégrale sur l'espace d’arrivée de X, ce qui nous permet de retrouver |'expression
de I'espérance des variables a densité.

Fin du cours 9

Definition 41 : Moments d’'une v.a. réelle *

Etant donné k € N, le k-éme moment d’une variable aléatoire X : Q — R est
donné, s'il existe, par

B(X*) = f XPy(dx).
R

On dira que X admet un k-2me moment fini si X* est intégrable. En particulier,
une variable a son premier moment fini si et seulement si elle est intégrable.
Pour une variable admettant un second moment fini, on dira aussi qu’elle est
de carré intégrable.

Comme nous le verrons plus tard, (cf. Théoréme 22 et Exercice 22 ci-dessous)
une variable aléatoire de carré intégrable est intégrable. En particulier, supposer
que X est de carré intégrable nous permet de définir sa variance :

Definition 42 : Variance d’une v.a. réelle

Soit X une variable aléatoire réelle de second moment fini, sa variance est
définie par

Var(X) = E[(X — E(X))?] = f ¥*Px(dx) — B(X)%.
X

Son écart-type est défini comme o(X) = VVar(X). On dira parfois que la
variable X est réduite si o(X) = 1.

Exercice 21

Soit Y une variable aléatoire presque-sirement positive, montrer que E(Y) =
0 = P(Y = 0) = 1. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable,
on suppose que Var(X) = 0. En déduire qu’il existe une constante c € R telle
que P(X = ¢) = 1. Autrement dit, une variable aléatoire de variance nulle est
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presque sirement constante.

SoLutioN : Commencons par montrer qu’'une variable positive d’espérance nulle
est nulle presque slirement. Soit Y une variable aléatoire positive, supposons que
E(Y) = 0. Soit Fy sa fonction de répartition, on va montrer que Fy(0) = 1. On
rappelle que Fy est croissante et continue a droite, on en déduit que Fy(0) =
lim, o Fy(x) < 1. Supposons que Fy(0) < 1, il doit alors exister £ > 0 tel que Fy(¢) <
1. En particulier, cela signifie que P(Y > ¢) > 0, et donc E(Y) > eP(Y > ¢) > 0, ce
qui est impossible par hypothese. Par conséquent, on doit avoir @ = 1, et donc
Fy(0) = 1, donc P(Y < 0) = 1, ce qui, comme Y est positive presque-siirement,
implique P(Y =0) = 1.

Pour montrer la seconde affirmation, on applique le résultat précédent a la
variable Y = (X —E(X))?, qui est positive et donc doit étre nulle presque-siirement.
Par conséquent, si Var(X) = 0, on peut en déduire que X est presque-siirement
égale a sa variance. O

4.4 Bonus : les variables discréetes, variables réelles comme les autres

Nous avons maintenant défini les variables aléatoires réelles dans un cadre
général. On a déja vu (cf. Définition 39) que les variables a densité en sont des cas
particuliers, dont la loi prend la forme Py(A) = fA fx(x)dx. Nous allons maintenant
donner une nouvelle perspectives sur les variables aléatoires discretes. Pour cela,
on revient sur la notion de mesure de Dirac sur R.

Definition 43 : Mesure de Dirac sur (R, B(R)

Soit x € R, on définit la mesure de Dirac 6, : B(R) — [0, 1] comme la mesure
de probabilités donnée par

1 sixeB
0 sinon.

0.(B) = {

REMARQUE 18 : Soit x € R, et soit X une variable aléatoire réelle, on suppose que
la distribution de X est donnée par ¢,. On voit alors facilement

P(X = x) = Px({x}) = 6x({x}) = L.

Autrement dit, une variable aléatoire dont la distribution est une mesure de Dirac
en x est presque-sirement égale a x.

Par ailleurs, on peut également facilement remarquer que X est intégrable, et
que E(X) = x. En effet, pour une mesure de Dirac en x, R\ {x} est négligeable, par
conséquent, d’apres la Remarque 12, on a

E(X) := f Vo.(dy) = f{ ) = 33, = x.
R X
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puisque sur {x} la fonction y — y est trivialement étagée (c’est le cas de toute
fonction prenant ses valeurs dans un ensemble fini). On remarque facilement en
suivant le méme raisonnement que Var(X) = 0.

Definition 44 : Variables aléatoires discrétes a valeurs dans N

Comme nous l'avons vu plus tét dans le cours (cf. Définition 9), une variable
aléatoire discréete X a valeurs entieres est une fonction mesurable X : Q — N,
ou N est muni de la tribu discrete. On note alors y;, = P(X = k), qui caractérise
entierement sa loi.

Toutefois, si X : Q@ — N est mesurable, elle peut étre également vue comme
une fonction mesurable X : Q — R, puisque N C R et que les singletons {k}
sont des ensembles mesurables de la tribu borélienne. La variable aléatoire X
est alors a valeurs dans R muni de la tribu borélienne B(R), et sa distribution
Py sur B(R) est donnée en fonction du vecteur y; par la mesure sur (R, B(R))

Py = Zﬂkék-

keN

Naturellement, cette définition est généralisable aux variables discretes réelles
X, prenant leurs valeurs dans un sous ensemble dénombrable £ Cc R quelconque
de R. On peut alors écrire la loi de X comme

Py = Z P(X = e)s,.

ecE

4.5 Propriétés et inégalités classiques

On commence par une inégalité de convexité. Rappelons qu’'une fonction ¢ sur
R est convexe si elle est au-dessus de toutes ses tangentes, c’est a dire si

eAx+ (1 =)y < Ap(x) + (1 - Dp(y)  Yx,yeR, 1€]0,1].
Une fonction ¢ de classe C? est convexe si et seulement si ¢” > 0.

Théoréme 22 : Inégalité de Jensen, admis

Soit X une variable aléatoire, et ¢ une fonction convexe. Alors,

P(E(X)) < E(p(X)).
Cette inégalité reste valable si X n’est pas intégrable.
REMARQUE 19 : On voit naturellement que 'inégalité est inversée si ¢ est concave,

puisque
¢ convexe &= —¢ concave.
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Exercice 22

Utiliser I'inégalité de Jensen pour montrer que si X admet un k-eme moment,
alors elle admet un j-éme moment pour tout j < k.

SoLutIon : 11 suffit de remarquer que pour tout entiers positifs 1 < j < k, la
fonction ¢ : x — x//* est concave sur R, car j/k < 1. On en déduit que

E(xP) = E[(x] < E[1xF]" < oo,

car X admet un k-eme moment par hypotheése.

Proposition 23 : Inégalité de Markov

Soit X : Q — R, une variable aléatoire positive, pour tout a > 0, on a

P(X > a) < @.

REMARQUE 20 : Cette inégalité reste valide lorsque X n’est pas intégrable, mais
elle devient triviale, puisque le membre de droite est alors infini!

PREUVE : Fixons a > 0, comme X est une v.a. positive, on commence par écrire
I'inégalité
alixsq < X,

valide pour tout w. L'esperance étant monotone, on peut prendre I'espérance de
part et d’autre :
E(alixsq) = aP(X > a) < E(X).

On divise ensuite de part et d’autre par a pour conclure la preuve. O

Exercice 23

Trouver un contre-exemple a I'inégalité de Markov si X n’est pas positive.

SoLuTioN : 11 suffit de prendre une variable centrée, comme une loi normale centrée
réduite, pour laquelle E(X) = 0 et pourtant P(X > a) > 0 pour tout a > 0. O

L'inégalité de Markov est extrémement utile, c’est 'outil standard pour contro-
ler la probabilité qu’'une variable aléatoire intégrable soit grande. Une de ses consé-
quences est I'inégalité de Bienaymé-Chebychev, qui permet de controler la proba-
bilité qu'une variable aléatoire soit loin de sa moyenne.
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Proposition 24 : Inégalité de Bienaymé-Chebychev

Soit X : Q — R une variable aléatoire de second moment fini, et @ > 0, on a

Var(X)
P

P(X -EX)|>a) <

REMARQUE 21 : La encore, I'inégalite reste valide, mais inintéressante si X n'admet
pas de second moment. Par ailleurs, I'inégalité de Bienaymé-Chebychev peut se
réécrire de la maniere suivante : pour tout k > 0

P(X - E(X)| > ko) < ki
ou o < oo est I'écart type de X.
PREUVE : On commence par remarquer que
X-EX)|2a e  (X-EX)’=2d.

On peut donc appliquer I'inégalité de Markov a la v.a. positive Y := (X — E(X))?

E(Y)  Var(X
PIX-EX)[2a) =P 2a) < - Yard)
inég. Markov a

Fin du cours 10

53



5 Indépendance, loi des grands nombres et TCL

5.1 Indépendance de variables aléatoires

On revient maintenant sur la notion d’indépendance, que nous avons déja vue
pour les événements et pour les variables aléatoires discretes.

Definition 45 : Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes si pour tous bo-
réliens A, B € B(R),

P(XeA, YeB)=PX € AP € B).

Une famille (X,),cn de variables aléatoires est dite (mutuellement) indépen-
dante si pour tout k € N, pour tous n; # n, # --- # n; € N, et pour tous
boréliens Ay, ...A; € B(R)

k
P(X, €A Vi=1....k) = |Px, € 4.
i=1

Si la famille (X,),av est (mutuellement) indépendante et de plus les X, ont
tous la méme loi Py, on dira que la famille (X,),«v est indépendante et iden-
tiquement distribuée, ou i.i.d..

NoTATION : On notera X 1L Y pour "X et Y sont indépendantes”.

ATTENTION : Pour que la famille (X,),an Soit indépendante, il ne suffit
pas que les (X,).en Soient indépendantes deux a deux, ie. X, 1L X,
V¥n # m. Considérons deux variables indépendantes X et Y de méme loi,
ou P(X = 1) = P(X = —1) = 1/2. Alors, en posant Z = XY, la famille
(X, Y,Z) est indépendante deux a deux, mais pas indépendante.

REMARQUE 22 : En pratique, pour vérifier I'indépendance, il suffit de considérer
des boréliens de type A =]a, +oo[. Par exemple,

Xuy = PX>a, Y>b)=P(X>a)P(Y >b) Va,beR.

Proposition 25 : Espérance et indépendance, admis

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R, et
f, g : R > R deux fonctions boréliennes. Alors, f(X) et g(Y) sont également
indépendantes. Par ailleurs,

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

De maniere analogue, si la famille (X,),oy est indépendante, alors Yk € N,
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VYn, #ny #--- # ng € N, et pour toutes fonctions boréliennes fi,... f,, on a

k k
EU—[ ﬁ(Xn,.)] = [ [EG&X.).
i=1 i=1

Corollaire 26 : Variance et somme de variables indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de carré intégrable,
on a
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Plus généralement, si (X,),<y est une famille de variables aléatoires deux-a-
deux indépendantes toutes de carré intégrable, on a

N N
Var (Z Xn] = Z Var (X,) .
n=1 n=1

PREUVE : Par linéarité de l'espérance,
Var(X + Y) = E(X + Y)?) — (E(X) + E(Y))?
= E(X?) + E(Y?) - 2E(XY) — E(X)* — B(Y)? + 2E(X)E(Y).

Par indépendance, E(XY) = E(X)E(Y), ce qui montre l'identité. La seconde identité
se montre facilement par récurrence. O

5.2 Convergence des variables aléatoires réelles

On définit pour les variables aléatoires des notions de convergence analogues
au convergences d’'intégrales mais avec un vocabulaire légerement différent de
celui introduit a la Définition 35.

Definition 46 : Convergence p.s., L', en loi

Une suite (X,),«n de variables aléatoires réelles converge presque-siirement,
ou p.s., vers X, noté X, =8 X, si il existe A € Z tel que P(A) = 1 et X,(w)
converge vers X(w) pour tout w € A. autrement dit

x, 23 x — P(wl lian(cu):X(a))):l.

Une suite (X,),en de variables aléatoires converge dans L' vers une variable

L , £ . . .
aléatoire X, noté X, — X si les X, et X sont intégrables et si

E(|X, — X|) —> O.
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Une suite (X,),ay de variables aléatoires converge en probabilité vers une
. 2 . 2 P .
variable aléatoire X, noté X,, — X si pour tout £ > 0

P(X, — X| > &) —> 0.

Une suite (X,).ey de variables aléatoires converge en loi, ou en distribution,

. 2 2 (d) . .
vers une variable aléatoire X, noté X, — X si pour toute fonction ¢ : R - R
continue bornée,

E(p(X)) — E(p(X)).

REMARQUE 23 : La convergence en loi est différente des convergences en probas,
p.s. et L1, car elle porte sur les mesures Py, et Py et non pas directement sur les
variables aléatoires X; et X. En particulier, la convergence en loi ne requiert pas
que les v.a. X; et X soient définies sur le méme espace de probabilité.

NotAartioN : Dans le cadre d’'une convergence en loi, on identifiera parfois une
variable aléatoire et sa distribution. Dans le contexte du théoreme central limite,

. . P ()] » n e, @) N
par exemple, introduit ci-dessous, on écrira Y, — N(0, 1)” plutét que "Y, — N, ou
N est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite N(0, 1)”".

REMARQUE 24 : Ces convergences ne sont pas toutes aussi fortes les unes que les
autres! En fait, on peut montrer que

L' ou ps. P (@)
[X,, - X]=> [Xn—>X]:>[Xn—>X].

Attention toutefois, on n’a ni X, Nx = X, il> X, ni I'implication inverse! Pour
la premieére, il faut le théoreme de convergence dominée (Théoreme 16). Pour la
seconde, il n'y a pas de théoréme général, mais le contre exemple suivant montre
que l'implication n’est pas vraie : on considére des Bernoullis indépendantes X,

1
de parametre 1/n. On calcule facilement que E(|X,|) = 1/n — 0, et donc X, L 0.
Pourtant, par le second lemme de Borel-Cantelli (hors-programme), une infinité de
X, valent 1 avec probabilité 1 puisque ), 1/n = co et que les événements {X, = 1}
sont indépendants. Il en est de méme pour les événements {X, = 0}, on a donc en
particulier, presque-stirement, que la suite (X, (w)),av Ne converge pas!

Proposition 27 : Caractérisation de la convergence en loi

Soit F, = Fx, la fonction de répartition de la va. X, et F celle de X. Alors,

d
X, g X = (F,,(x) — F(x), Yx ou F est continue.).

En d’autres termes, pour des variables aléatoires réelles, la convergence en
loi est équivalente a la convergence simple de la fonction de répartition.
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5.3 Loi des grands nombres

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour énoncer les deux prin-
cipaux résultats de ce cours, la loi des grands nombres, et le théoréme central
limite. Pour cela, étant donné une suite i.i.d. de v.a. (X;);e, on définit sa moyenne
empirique

- Xi+---+X,
X, =—-. (3)

n

Théoréme 28 : Loi forte des grands nombres (LGN)

Soit (Xi);en une famille i.i.d. de variables aléatoires, on suppose X, intégrable.
Alors, X, converge p.s. quand n — oo, et

lim X,, = E(X;).

n—o0o

ATTENTION : il est fondamental que la suite soit indépendante pour
pouvoir appliquer la loi des grands nombres! (de méme que le théoréeme
central limite ci-dessous) Prenons par exemple X, ~ Bernoulli(1/2), et
X; = X, pour tout i € N (c’est a dire que pour tout w, X;(w) = X|(w).
Alors, la suite (X;) est bien identiquement distribuée, puisque tous les X;
ont également pour loi une Bernoulli(1/2), mais elle n’est pas indépen-
dante. On remarque facilement que X,, = X, p.s., et reste donc aléatoire,
et donc X, ne converge pas p.s. vers E(X;) = 1/2.

Malheureusement, la loi forte des grands nombres ne dit rien sur la vitesse a
laquelle X,, converge vers X. Et pour cause, la vitesse de cette convergence dépend
des propriétés d’intégrabilité de X;! Par exemple, on peut montrer le résultat
suivant.

Exercice 24 : vitesse de convergence de la LFGN

On suppose que (X;);ey une famille i.i.d. de variables aléatoires, on suppose
que X; admet un moment d’ordre deux. Montrer que

?(

< Var(X,) .
&n

X, - E(X)| = .s)

SoLuTION : On applique 'inégalité de Bienaymé-Chebychev :
Var(X,)
P( — s
il suffit donc maintenant de calculer la variance de X,. Comme l'espérance est

linéaire, Var(aX) = a*Var(X). Grace a cette affirmation, et en utilisant le Corollaire
26, on obtient donc que

X, - E(X))| > ) <

(Xi) iid. n

-, 1< Var(X
Var(X,) = — » Var(x) 2 Vardy)
n
k=1

—ZVar(Xl) =
n
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REMARQUE 25 : En réalité, si I'on suppose de plus fortes conditions d’intégrabilité
sur X;, on peut montrer des convergences beaucoup plus rapides vers la moyenne.
Par exemple, si E(e**1) < +oo pour tout A € R, le théoréme de Cramér (complétement
hors programme!) affirme qu'’il existe une fonction A(¢) telle que

P (|Y" - E(X1)| 2 8) < e hem

qui est une estimation beaucoup plus forte que celle que nous avons obtenue dans
'exercice précédent!

5.4 Théoreme central limite et statistiques descriptives

Théoreme 29 : Théoreme central limite *

On suppose que X; admet un moment d’ordre deux (c’est-a-dire que sa va-
riance est finie). On note u = E(X) et o = Var(X). Alors,

Y,:

_ —‘/’702" —H D no, 1,

ou N(0,1) est une loi normale centrée réduite introduite dans la Définition
25.

Le théoreme central limite que nous venons de voir est le pilier des statistiques
descriptives, et a de nombreuses applications. Nous allons illustrer le principe
général des intervalles de confiance statistiques avec I’exercice suivant.

Fin du cours 11

On cherche a déterminer la proportion de personnes en France qui sont ac-
tuellement infectées par le Covid. Pour cela, on va tester un certains nombre de
personnes, que 'on suppose choisies uniformément dans la population. Evidem-
ment, comme on n’a acces qu’a une partie de la population, le taux d’infections
estimé ne sera pas exactement égal au taux d’infections général de la population.
On veut donc estimer la probabilité que le taux d’infection en France soit dans un
intervalle donné, dit intervalle de confiance, a 'aide de tests de coronavirus dans
un échantillon de taille n.

Exercice 25

On associe a chaque individu 1 < i < n de I'échantillon une variable de

Bernoulli B; de parametre p, valant 1 si l'individu i est infecté, et 0 sinon.
Construire a 'aide de I’échantillon observé un intervalle I, tel que

P(p € 1,) > 0,95.

Attention, contrairement aux exemples que I'on a vu précédemment, la quan-
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tité p est un paramétre déterministe, alors que l'intervalle I, = [a,, b,] est
aléatoire!

SoLuTIOoN : On suppose que la population frangaise est assez grande pour consi-
dérer qu’elle est infinie (si, si!). Une proportion p de la population est infectée
par le coronavirus. Le parametre p est inconnu, notre objectif de I'estimer. On va
donc tester un échantillon de la population, composé de n individus. On définit la
proportion observée d’infections dans I"échantillon p, = %Z;‘:I B..

Par le théoréme central limite,

P( @ - 8) ~ PN, 1) < &),
» n—oo

ou o, = 4/p(1 — p) est I'écart-type de la loi de Bernoulli. Typiquement, on cherche
a construire un intervalle de confiance a 95%, c’est a dire un intervalle dans lequel
le parametre p a une probabilité de 0.95 de se trouver. On va donc choisir € aussi
petit que possible tel que P(IN(0, 1)| < &) > 0.95. En consultant des tables de lois
normales, on obtient

e = 1.96.

On déduit donc du théoréme central limite

(pn _ 1.96 o, 1.96 o,

<ps<p,+
Vi "on
Malheureusement, dans les bornes ci-dessus, I'écart-type o, dépend encore de p.
On va donc également devoir I'estimer, en écrivant a l'aide de la loi des grands
nombres

) > 0.95. (4)

n

n 2
1 1
sn=;Z‘B?—[;ZBi] = pu(1=py) —> p(l = p).

i=1

On va donc remplacer dans (4) I'écart type o, par I'estimateur de I'écart type +/s,,.
On définit donc
[ 1.96 +/s, 1.96 +/s,
In = |(Pn— s Pnt .
Vi v

A noter que s, est construit uniquement a partir des observations (B;), et non pas
des parametres théoriques du probleme. Par ailleurs, on a comme on le voulait

P(p € I,) > 0.95.

Quelques remarques sur ce raisonnement.

— Dans la derniere identité, on a triché en remplacant o, par son estimateur
v/s,. Ce faisant, on fait, d’apres le théoréme central limite appliqué a la suite
(Bi)keN, une erreur de I'ordre de 1/+/(n) sur o,. Ce n'est pas un probléme
en réalité, puisque cela entraine une correction d’ordre 1/+/n* = 1/n dans
I'intervalle I,, qui est de taille O(1/ v/n).
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— Cet intervalle de confiance permet donc de déterminer la taille d’échan-
tillon nécessaire pour avoir un niveau de précision donné. Imaginons par
exemple que le gouvernement souhaite pouvoir estimer, avec un niveau de
confiance de 95%, et avec une précision donnée de ¢, le taux d’'infection dans
la population générale. Il suffit pour cela de choisir n assez grand pour que

1.96 +/s,/\n < 6.

— Tout ce raisonnement repose, comme la loi des grands nombres et le théo-
reme central limite, sur I'indépendance des échantillons By. Pour cette raison,
il est important, pour que les résultats puissent étre pertinents, de tester
des personnes qui viennent d’environnements aussi divers et distants que
possibles! Imaginez par exemple que tous les tests viennent de patients pré-
sentant des symptomes du coronavirus. On surestimerait alors énormément
la prévalence p du coronavirus dans la population!

O

On cherche maintenant a estimer si, parmi les patients hospitalisés du covid,
la 1étalité du coronavirus dépend de I'dge du patient.

Exercice 26

On a acces a deux échantillons de patients ayant été hospitalisés, chaque
échantillon contenant 100 patients supposés indépendants. Dans le premier
groupe, constitué de patients de plus de 50 ans, 50 patients sont décédés.
Dans le second groupe, constitué de patients de 15 a 49 ans, 25 personnes
sont décédées du covid.

On pose deux hypothéses de travail. Sous

H, : le taux de déces du covid est indépendant de 1'age,

le taux théorique de déces suite a I'hospitalisation d'un patient est donné
par un parametre p, commun a tous les patients indépendamment de leur
age. Sous la seconde hypotheése,

H, : le taux de déceés du covid dépend de I'dge,

les deux groupes de patients ont deux taux théoriques de déces p, et p,,
respectivement p; pour les patients de plus de 50 ans et p, pour les 15—-49
ans. Avec quel degré de confiance peut-on justifier I'hypothese H,?

On admettra que la somme de deux gaussiennes indépendantes suit également
une distribution gaussienne.

SoLuTION : Posons n = 100, on va appliquer le méme type de raisonnement que
dans l'exercice précédent. Supposons que H, est vraie. Alors, en définissant p,
la proportion observée de déces dans le premier échantillon et ¢, celle dans le
second échantillon, on a

pn=0.5 et q., = 0.25.
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D’autre part, par le théoreme central limite,

VD) oy et v YD)

vp(1-p) vp(l - p)

On va maintenant supposer que ces deux approximation sont en fait des égali-
tés, et que X, Y ~ N(0, 1). Par symétrie de la distribution gaussienne, —Y ~ N(O, 1).
Par ailleurs, comme X et Y reposent sur des individus tous indépendants entre
eux, on a X Il —Y, et donc X — Y ~ N(m,o?), puisque une somme de gaussiennes
est encore une gaussienne. Or m = E(X-Y) = E(X)—-E(Y) = 0. et pour des variables
indépendantes

X: ~ N(,1).

o? =Var(X - Y) = Var(X) + Var(=Y) = Var(X) + Var(Y) = 2,

et donc (X — Y)/V(2) ~ N(0,1). On reprend maintenant les résultats numériques
de I'expérience, et on obtient

X_Y_ \/ﬁ(pn_Qn)

V2 \p(-p)

Comme on ne connait pas p, on va a nouveau estimer I'écart type +/p(1 — p) grace
a I'écart type empirique dans I'échantillon total,

5, = \/p";q”(l—p”;q”): VI5/8,

et on obtient la valeur numérique (X — Y)/ V2 ~ 40/ V15 =~ 10, 3.

Sous I'’hypothése H,, notre variable observée (X — Y)/ V2 ~ N(O, 1) prend une
valeur supérieure a 10. En réalité, cette probabilité est infinitésimale, puisque on
a déja que

P(N(0,1) > 5) =~3x 107".

On peut donc rejeter H, et conclure que le taux de déces dii au covid dépend bien
de I'age du patient. O
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6 Bonus : vecteurs aléatoires et suites de variables aléa-
toires

6.1 Espaces mesurés produits et Théoreme de Fubini

On revient trés brievement sur des éléments de théorie de la mesure pour
pouvoir introduire les variables aléatoires sur R”.

Definition 47 : Tribu produit et boréliens sur R"

Soient (E;, 7)) et (E,, 75) deux espaces mesurables, On définit la tribu pro-
duit 7 = 71 ® 7 sur E; X E; comme la tribu engendrée par les produits
d’ensembles mesurables,

T =0c({AXB, Aec 7, Be S)}).

En particulier, la tribu borélienne B(R") sur R" est définie comme la tribu
produit de la tribu borélienne sur R, mais aussi comme la tribu engendrée
par les hypercubes de RY

N
BRY)=BR)®BR)® - ® BR) = a[{n]ai,bi[, —00<a; <b; < +oo0 Vi< N})

i=1

~ fois

Lintroduction de la tribu produit permet maintenant d’introduire la notion de
mesure produit, sous la forme d’une proposition que I'on admettra.

Proposition 30 : Mesure produit

Soient (E;, 71, u1) et (E,, 95, u,) deux espaces mesurés o-finis. Il existe une
unique mesure, notée u; ®u, et appelée mesure produit de u, et u, sur 'espace
mesurable (E|XE,, 71®.%), et satisfaisant pour tous A € .7, B € .7, de mesure
finie

U®Vv(A X B) = u(A)v(B).

REMARQUE 26 : On montre facilement que u ® v est également o-finie.

REMARQUE 27 : Cette proposition permet en particulier de définir la mesure de
Lebesgue Ay sur RY, comme la mesure produit (N fois) de la mesure de Lebesgue
sur R. C’est en particulier I'unique mesure sur RY, B(R"), satisfaisant

N N
An (l—[]ai, bi[] = n(bi - a;),
i=1 i=1

c’est a dire que la mesure de Lebesgue d’'un hypercube est son volume.

On en arrive maintenant a un résultat fondamental, que nous avons déja abordé
en exercices : le théoréme de Fubini.
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Théoreme 31 : Théoréeme de Fubini Tonelli

Soient (E1, 7, u1) et (E,, 95, up) deux espaces mesurés o-finis, on note
(E’ yaﬂ) = (El X E2a 471. ® %7#1 ®/12)

leur espace mesuré produit. Soit f : E — R, U {+oc0} une fonction mesurable
positive sur I'espace produit. Alors,

i) Pour tout x; € Ej, la fonction f(xi,-) est mesurable positive sur (E,, %),
et la fonction ¢y : E; — R, U {+o0} définie par

90f(x1)=ff(xl,xz)d#2(xz)
Ey

est mesurable positive sur (E;, 7).

ii) On a par ailleurs l'identité

ff(xl’XZ)dﬂ(xlaXZ):f Sﬂf(xl)dﬂ(x1)=f [f f(xl,xz)d/lz(xz)]dﬂl(M)
E, Ey LVE;

Le méme résultat est vrai en inversant les roles de E, et E,, et donc en
particulier

f [ f f(xl,x2>du2<xz>]du1(x1)= f [ f f(xl,xz)dul(xl)]dm(xz).
E| E> E; LVE,

En particulier, une fonction f est intégrable contre la mesure produit u si et

seulement si
f [f |f(xl,x2)|dll2(x2)] dui(x)) < oo
E | JE,

f [f |f(x1,x2)|d/11(x1)] dus(xy) < o0,
E LJE,

Si 'une de ces identités est vraie, alors I'application f(xy,-) (resp. f(:, x2)) est inté-
grable sur E, pour u;-presque-tout x;, resp. sur E; u-presque-tout x,.

ou

Par récurrence, toutes ces notions (tribus produit, mesures produit, intégrales
multiples) sont généralisables a un nombre fini d’espaces/ de variables. La défini-
tion des espaces produits permet d’introduire la notion de convolution de mesure,
tres utile en pratique.

Definition 48 : Convolution de mesures sur R

Soient y, v deux mesures sur B(R). On définit la mesure de convolution yu * v
sur B(R) par

prnB) = [ Mpmendporiny)
RxR
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En particulier, on admettra que si u(dx) = f(x)dx et v(dx) = g(x)dx sont toutes
les deux a densités par rapport a la mesure de Lebesgue, la convolution yu = v
est également a densité par rapport a la mesure de Lebesgue, et sa densité
est donnée par le produit de convolution de f et g,

uxv(B) = fo*g(X)dx, avec  fxg(x):= fRf(t)g(x—t)dt-

Le produit de convolution permet de caractériser la loi d'une somme de va-
riables aléatoires indépendantes.

Proposition 32 : Somme de variables aléatoires

Soient X, Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, de lois respec-
tives Py et Py, alors la loi Px,y de X + Y est donnée par Py,y = Py = Py. En
particulier, si X et Y sont toutes deux a densité, de densités respectives f et
g, alors la variable aléatoire X + Y est également a densité, et sa densité est
donnée par

fxgx) = ﬁf(t)g(x — t)dt.

A noter que I'on n’a pas montré a priori que f * g est bien définie, parce qu’'un
produit de fonctions intégrables n’est pas nécessairement intégrable. Nous passons
sous silence ce point technique, qui nous forcerait a aborder trop de nouvelles
difficultés.

6.2 Vecteurs aléatoires

Dans toute cette section, on fixe N € N et (Q,.%#,P) un espace de probabilités.
on notera x = (xy,...,xy) les éléments de R".

Definition 49 : Vecteur aléatoire

Un vecteur aléatoire (de dimension N, a valeurs réelles) X est une variable
aléatoire a valeurs dans (RY, B(R")).

La loi d’'un vecteur aléatoire X est la mesure Py sur (RY, B(RY)) définie par

Px(A) =P(X € A), VA e BRM).

Un vecteur aléatoire est dit a densité fyx (par rapport a la mesure de Lebesgue
sur RV) s'il existe une fonction positive mesurable : R¥ — R, telle que
fRN f(x)dx =1 et satisfaisant

PO eA) = [ flads
A
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NoOTATION : Pour tout vecteur x = (xj,...,X,) € RY, on note, pour tout n
m,(x) = x, le projecteur sur la n-eme coordonnée de x.

< N,

Definition 50 : Probabilité marginale

Soit ¢ une mesure de probabilités sur R, on appelle n-¢éme probabilité mar-
ginale de u la mesure sur (R, B(R))

pa(B) = {u(r, (B))}, VB e BR).

Autrement dit, on en particulier u;(B) = u(B x R¥™1).

Soit X un vecteur aléatoire dans R”, on appelle n-éme loi marginale de X la
n-eme loi marginale de Py. On admettra que la n-eme loi marginale de X est
la loi de X,,.

Exercice 27 : Variables a densité indépendantes

Soit X = (Xj, X3) un vecteur aléatoire, on suppose que les deux lois margi-
nales de X sont a densités f; et f>. Montrer que X; et X, sont indépendantes si
et seulement si X est un vecteur aléatoire de densité fx(x;, x;) = fi(x1)f2(x2).

SoLUTION : On rappelle que la tribu des boréliens sur R? est engendrée par les
rectangles ]a, b[X]c,d[, avec a < b, ¢ < d, qui forment un n-systéme. Pour caractéri-
ser une mesure sur R?, d’apreés le Lemme des classes monotones (cf. Lemme 17),
il suffit donc de la caractériser sur les rectangles. On peut alors écrire

X, et X, sont indépendantes.
o P(X €la, b[X]c,d]) = P(X; €la, bDP(X; €]c,d]) Ya<b,c<deR

b
o P(X €la, b[X]c,d]) = f fdfl(xl)fz(xz)dxzdxl Ya<b,c<deR
& X est a densité, donnée par fx(xi, x2) := fi(x1)f2(x2).

O

Definition 51 : Espérance d’'un vecteur aléatoire

Soit X un vecteur aléatoire, on suppose que toutes les lois marginales de X
sont intégrables. On définit I'espérance de X comme le vecteur

E(X) = (E(X)), ..., E(Xw)),

qui est bien défini puisque chaque coordonnée I'est.

Comme les coordonnées d’'un vecteur aléatoires ne sont pas nécessairement
indépendantes, la notion de Variance, pour les variables réelles, est a remplacer
pour les vecteurs aléatoires par la notion de matrice de covariance.
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Definition 52 : Matrice de covariance

Soit X un vecteur aléatoire, on suppose que tout n < N, X, est de carré
intégrable. Alors, pour tout n,m < N, X, X,, est également intégrable, et on
définit la matrice de covariance Cov(X) des (X,),<y comme la matrice N X N

dont les entrées sont données par

Cov(X)nm = Cov(Xy, Xyn) = E [(X,, — E(X,))(Xin — E(X))]

REMARQUE 28 : Si les coordonnées d'un vecteur aléatoire sont indépendantes deux
a deux, sa matrice de covariance est diagonale.

Un exemple fondamental de vecteur aléatoire est la loi normale multidimen-
sionnelle, aussi appelée vecteur gaussien.

Definition 53 : Vecteur gaussien

Soit ¥ une matrice N x N symétrique définie positive, M € RY un vecteur
réel. Un vecteur aléatoire X est dit gaussien de matrice de covariance X et de
moyenne M si X a pour densité

f@ = exp (~(x - MYZ™(x - M)/2),

1
\V(Q2n)NDet(Z)

ou y' désigne le vecteur ligne transposé de y.

Exercice 28

Soient X, ... Xy des variables aléatoires gaussiennes réelles, indépendantes,
de moyennes et variances respectives m,, o-fl, pour 1 < n < N. Quelle est la

loi du vecteur aléatoire X = (X;,...,Xy)?
SoLuTIoN : On vérifie facilement qu’alors, le vecteur (Xi,...,Xy) est un vecteur
gaussien (voir Définition 53) de moyenne M = (m;,...,my) et de matrice de cova-
riance £ = Diag(o?,...,07%). O

ATTENTION : Cet exercice montre qu’un vecteur aléatoire dont toutes
les lois marginales sont des lois normales indépendantes est un vec-
teur gaussien. Ce n’est plus vrai si les coordonnées ne sont pas in-
dépendantes, toutefois. Par exemple, soit X une loi normale centrée
réduite, le vecteur (X,X,...,X) prend ses valeurs dans l'ensemble
. {g =(x1,...,xy) ERN, xy =xp =+ = xN}, qui est de mesure de Le-
besgue dans RY nulle, et ne peut donc pas étre a densité. La réciproque
est également fausse : les lois marginales d’'un vecteur gaussien sont
bien des lois gaussiennes, par contre elles ne sont pas nécessairement
indépendantes.
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