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TD6 - Intégrale de Lebesgue *

Dans toute la fiche, on supposera sauf mention contraire que 'on se trouve sur
un espace mesuré (E, 7, ).

1 intégrale de Lebesgue

Exercice 1 : Quizz

1) La somme de deux fonctions intégrables est elle intégrable?

2) Le carré d’'une fonction intégrable est il intégrable? Une fonction de
carré intégrable est-elle elle méme intégrable?

3) La composée de deux fonctions intégrable est-elle intégrable?

Exercice 2

On consideére la fonction f : [0, 1] — R définie par

_])x, sixeQ
f(x)—{xz, six¢Q

Montrer que f est Lebesgue intégrable sur [0, 1] et calculer son intégrale.

2 Autour du théoreme de convergence monotone

Exercice 3

On note A la mesure de Lebesgue sur R. Soit f, = 1,,,. Vérifier que les f,
sont postives et mesurables. Calculer lim,_, fR fndA et leimn_,m fndA.
Exercice 4

On pose /(@) = lim, o fon (1 - f)n e™dx pour n € N et @ € R.
1) On définit pour n € N, f, : R* —» R par f,(x) = (1 - f)n e 1o n(x). En
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de certains exercices est indiquée de x (facile) jusqu'a x x x (difficile).
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étudiant g,(x) = (n + l)ln(l - ﬁ) - nln(l - ﬁ), montrer que (f,), est une
suite décroissante de fonctions.
2) En déduire la valeur de /(@) en fonction de a.

Exercice 5 : Théoreme de convergence décroissante

Pour n > 0, on définit les fonctions f, : R — R par

1
ﬁt(x) = _l[n,+oo[(-x)~
X

1) Les fonctions f, sont elles intégrables sur R?

2) Dans le théoreme de convergence monotone, peut on remplacer “crois-
sante” par "monotone”?

3) Montrer que si I'on suppose qu’il existe n, tel que fEf,,Od,u < o0, le
théoréme de convergence monotone s’applique également aux suites dé-
croissantes de fonctions positives.

Exercice 6 : Interversion série intégrale

Soit (f,), une suite de fonctions mesurables et positives de E dans R.

1) Montrer que
+00 +oo
fondu=f[2fn]dﬂ-
n=0 VE E =0

2) En déduire la valeur de Y !5 1+00 Tdx.

3) Pour tout entier n > 1 et tout x € R, soit f,(x) = e — 2¢72,
(i) Montrer que },.; f,(x) est une série convergente pour tout x > 0
et calculer sa somme f(x).

(ii) Comparer f0+°° Sdx et 3.5 |

+00

fr(x)dx. Expliquer.

Exercice 7 : Mesure de comptage *

On rappelle que la mersure de comptage u est définie sur (N, P(N) par u(A) =
card(A) si A est fini et u(A) = +co sinon.

1) Soit n € N. Calculer [ I{n}du, [, Yi_ 2 Likidu

2) Soit f: N — R définie par f(n) = 5. Calculer [ fdpu.

3) Soit f : N — R positive. Justifier que fod,u = Y f(n).

4) Soit (u, ), pen une suite de réels positifs. Démontrer que

+

8

+00 +00 +00

Un,p

S
Il
[«

p= p:O n=0

5) En déduire la valeur de 3% 1< L

n=2 pp*



Exercice 8 : Majoration d’intégrales qui passe a la limite x*

Soit (f,).en une suite de fonctions positives convergeant simplement vers f.
On suppose qu'il existe une constante K telle que f fndu < K pour tout n.
Montrer que [ fdu < K.

3 Théoreme de convergence dominée

Exercice 9 : x

Calculer les limites suivantes :
. +00
1) hm,,_,+o<,f 2y

22+l
2) hm,,_)mfo xsm( )dx,
3) lim, 0 fo (1 - ;)n dx,
4) limyope [ sin(2) dx,
5) lim,_ e f_ ::O e1+e0s” () p=xl gy
6) lim,_ fom arctan()‘) e *dx,
7) limy, . [ S gy,
8) 1Moo iy (1 +n07)(1 +x7)"dx,
9) lim,_ e f — Ly,

[0,4+00[ (1+x2)(1+x")1/"

10) lim,— 4o fa —5=dx, a > 0.

+oo[ 1+nz,\¢2

Exercice 10 : x

En ré-écrivant les séries comme des intégrales par rapport a la mesure de
comptage, calculer

1) limee (205 4 (1 - 785))
2) limy, 4o (Z;:()) Sin2("%))

Exercice 11 : x

Soit (X, B, 1) un espace mesuré et soit f une fonction intégrable.

1) Soit A, une suite d’ensembles mesurables tels que pour tout n € N*,
u(A,) < 5. On pose f, = f1a,.

Montrer que lim,_, . #(U;2 A;) = 0. En déduire que pour tout u-presque x,
la suite (f,(x)), converge vers 0.

2) Montrer que lim,_, fEfnd,u =0.

3) En déduire que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout A € B,
pu(A) < 6 implique [, |fldu < &.



Exercice 12

Soit (f,)er une suite de £'(u). On suppose que

>, [ 1ldu <o
n=1 VE

1) Montrer que fEZ;';l |fuldy < oco. En déduire que ), |f,| converge u-
presque partout.

2) Montrer que la série ), f,(x) converge pour u-presque tout x et a un
ensemble négligeable prés définit une fonction f € L£L!(u).

3) Montrer que 'on a
sdu=Y | ha
Jra=2 ],

1
|
f og(X)dx
o 1—x

4 Lemme de Fatou

4) Calculer

Exercice 13 : Inégalité de Fatou stricte I

On note A la mesure de Lebesgue. Soit f, = nl, 1.
1) Appliquer si possible le lemme de Fatou.
2) Calculer liminf, .o [ f,dA et [ liminf, ., f,dA

Exercice 14 : Inégalité de Fatou stricte II

Soit A la mesure de Lebesgue sur l'intervalle [-1,1], et g = 1jp;;. On définit
Jn(x) par

g(x) si n est pair,

Ju(x) = .

g(—x) sinon.

Montrer que
f liminf f,dA < liminf frndA.
[-1.1]

Exercice 15

On note A la mesure de Lebesgue. Soit f, = —i]l[O, n],n € N et f = 0. Montrer



que (f,)» converge uniformément sur R vers f mais que

liminfffnd/l<ffd/l.
n—+oo R R

Pourquoi est-ce que cela ne contredit pas le lemme de Fatou?

Exercice 16

Soit f : R — R une fonction réelle, mesurable, strictement positive, et
intégrable sur R. Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe une
constant ¢, que I'on déterminera, telle que

si0<ax<l,

a (e
1imfn10g(l+(&))dx: c sia=1,
n—oo R n

0 sil<a

5 Applications

Exercice 17 : Lemme de Fatou et quasi-domination

Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables convergeant simplement u-
presque partout vers f. Soient i et (g,)..y des fonctions positives et u-
intégrables. On suppose que |f,| < g, + h, et que lim,_,, ngnd,u =0

1) En utilisant le Lemme de Fatou, montrer que f est u-intégrable.

2) Montrer que liminf g, = 0 u-presque-partout en utilisant le Lemme de
Fatou.

3) Grace au Lemme de Fatou et aux fonctions 4 + f + liminf g,, montrer que

limsupffnd,ugffd,uﬁliminfffnd,u,
n—oo E E n—=ee JE

en déduire limeﬁd,u.

Exercice 18

Soit f : R — R une fonction dérivable sur [a, b], dont la dérivée f’ est bornée
sur [a, b]. Montrer que f’ est intégrable sur [a, b], et que

b
f f'dx = f(b) - f(a).

Indication : on pourra considérer g,(x) = nlj, -1/ (x) (f(x + 1/n) — f(x)).



Exercice 19 : Mesures a densité

Soit 4 : E — [0, +o0] une fonction mesurable. On définit v sur .7 par v(A) =
[ hdp = [ 14hdp.

1) Verifier que v est une mesure sur (E, 7).

2) Démontrer que si A € .7 satisfait u(A) = 0, alors v(A) = 0.

3) Soit f:(E,7) — (R,B(R)) mesurable. Montrer que f est v-intégrable si
et seulement si fh est u-intégrable et que dans ce cas

fE fdv = j; fhd.

Exercice 20 : Un critere d’intégrabilité

Supposons que u est une mesure finie, et f : E — R une fonction mesurable.
Pour tout n € N, on pose

A, ={xeE,|fx))=n} et B,={xeE, n<|f(x)|<n+1}.

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.
1) La fonction f est intégrable.

2) La série },5onu(B,) est convergente.

3) La série },ou(A,) est convergente.
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