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Le but de cet exposé est d’énoncer les résultats existants sur le coloriages d’un graphe aléatoire, avec
comme contrainte que la couleur de chaque sommet est différente de celle de ses voisins. En particulier,
on énoncera une conjecture sur un lien entre le nombre d’arétes de voisins moyen de chaque sommet et
la topologie des différents coloriages possibles. Le but principal de ce travail est d’exposer un résultat,
da a Achlioptas et Naor, sur les deux valeurs possibles du nombre chromatique d’un graphe aléatoire.



1 Coloriage, position du probléme

1.1 Coloriage d’un graphe aléatoire

Oun considére un graphe aléatoire G = G(n,a/n) choisi uniformément dans ’ensemble de Erdos-
Renyi G(n, «), c’est a dire que le graphe G comprend n sommets, chaque sommet étant relié & un de
ces voisins avec la probabilité p = a/n. Dans toute la suite, on notera en l’absence d’ambiguités E
I’ensemble des arétes, et V ’ensemble de ses sommets. Donnons & présent une définitions formelle d’un
coloriage :

Définition 1 (Coloriage). Soit G un graphe a n sommets, notons xr, = {1,...,k}. Un k-coloriage de
G est une application
¢ V— Xk 5

vérifiant, pour tout (i,7) € E, ¢(i) # ¢(j). Les entiers 1,....k sont alors interprétés comme les dif-
férentes couleurs.

On introduit sur x} (I’hypercube des applictions de V' dans ) la mesure de probabilités uniforme
sur les coloriages, a savoir , pour ¢ = (¢(i));cv,

1
pa(e) = Zo H Ly iy£e) »
(i,9)€E

oll Zg , est le nombre de k-coloriages de G.
Définition 2. Un graphe G est dit k-coloriable si |Zg | > 1.

Proposition 1. La k-coloriablité est une notion croissante, dans le sens ou, si G’ est un sous graphe
de G, on a
G k-coloriable = G’ k-coloriable .

Preuve : Ce résultat est trivial, puisque, comme E’ C E, tout k-coloriage de G est un k-coloriage de
G. n

Pour un graphe G fixé, nous allons & présent définir une distance sur ’ensemble des k-coloriages
de G.

Définition 3. Soient ¢, ¢ deux coloriages de G, on définit

o)=Y (o0 s)

i,7=1

0l N(¢, )i ; désigne la proportion de sommets de G ot ¢ vaut i et 1 vaut j. Cette quantité mesure
Uindépendance de ¢ et 1 : si d est faible, la corrélation entre v et ¢ est faible. On dit que ug est
(e,0)-sphérique, s’il existe un sous ensemble de coloriages A, png(A) > 1 — 6, tel que pour tout ¢,
Y€ A, on ait

d(g.v) <e.



2 'Transitions de phase

2.1 Transitions de phase a k fixé.

Des résultats de mécanique statistique suggérent plusieurs transitions de phase sur les k-coloriages
lorsque I'on fait varier le paramétre a. Les différentes phases sont ainsi définies comme suit :

Conjecture 1. Il existe 0 < aq(k) < ac(k) < as(k), tels que, la probabilité des événements suivants
tende vers 1 quand n tend vers l'infini :

i) Pour a < ay(k), pour tout e, § > 0, ug est (e,9)-sphérique.
it) Pour ay(k) < a < a.(k), il existe C,C" > 0 et € > 0, tels que pour tout n, il existe une partition
N
de xp = lngl(") en N ensembles telle que pour tout ! € {1,..., N},

() €
NG(QZ )

)
(ou 8EQl(n) désigne l’ensemble des points dont la distance @ Ql(") est comprise entre 0 et en),
une constante X(«) > 0 (la complexité, ou entropie, de la configuration), et une sous-famille
I, Cc{1,...,N} tels que

> ue(@)” = 1-en

ieI’Vl
et, Vi € I,

e—nE—o(n) > MG(Q(n)) < e—nE—O—O(n) .
— 1

iti) Pour a.(k) < a < as(k), la situation est similaire & celle du ii), G part que le cardinal de la
partition, N, est désormais sous exponentiel en n. Plus précisément, pour tout 6 > 0, il existe une
variable aléatoire N(9) = lim,,_,oo N, (0) finie p.s, telle que

> naun) > 1-4,
ler;,
ou I, C {1,...,N}, et card(I]) = N, (9).
iv) Pour as(k) < «, le graphe G est non k-coloriable.

2.2 Transition de phase coloriable/non coloriable

Théoréme 1 (Friedgut, existence de as(k)). Supposons G uniformément choisi dans G(n,«). Alors,
pour tout k > 3, il existe ag(k) tel que, pour tout § > 0, on ait

lim P(G(n, (1 —0)as/n) est k-coloriable) = 1

n—oo
lim P(G(n, (14 0)as/n) est k-coloriable) = 0.
n—oo
Ce théoréme est en fait une application d’un autre théoréme de Friedgut, donnant des conditions
générales de transition de phase pour des événements croissants, dont nous allons énoncer un corollaire
intéressant maintenant :



Théoréme 2. Soit d* >d > 0. Si

lim inf P(G(n,d*/n) est k coloriable ) > 0,

n— oo

alors
lim P(G(n,d/n) est k coloriable ) =1 .

n—oo

Preuve du théoréme 2 : Il suffit pour cela de choisir 6, = (d’ — d)/n dans le théoréme 1. W

3 Nombre chromatique d’un graphe aléatoire

3.1 Definition du nombre chromatique

Définition 4. Soit G = G(n,a/n) un graphe d’Erdés-Renyi, on définit le nombre chromatique de G,
noté x(G), comme le plus petit entier k, tel que G soit k-coloriable :

xX(G) =inf{k e N, Zg ) # 0} .

On ne peut pas, de maniére générale, déterminer le nombre chromatique d’un graphe aléatoire.
Cependant, le résultat que nous allons étudier maintenant réduit asymptotiquement ’ensemble des
valeurs possibles de x& & un couple d’entiers successifs.

3.2 Les deux valeurs possibles du nombre chromatique
3.2.1 Théoréme, les deuz valeurs possibles du nombre chromatique

Un tel résultat est donné par le théoréme suivant
Théoréme 3. Soit d € R, et kq le plus petit entier tel que d < 2klogk. Alors

P{x (G (n.d/n)) € {ka,ka+1}} — 1.

Lorsque d appartient & un certain type d’intervalles, ce résultat peut étre affiné pour obtenir
exactement le nombre chromatique du graphe. En effet :

Théoréme 4. Supposons que d € [(2k — 1) log(k), 2k log(k)[. Alors,
P (G (ndfm) =k +1} — 1.

Nous allons démontrer les théorémes 3 et 4 simultanément.

3.2.2  Reflexion initiale

A cette fin, nous allons modifier légérement le modéle de graphes utilisés. Au lieu de considérer des
Erdos-Renyi, on considére des graphes aléatoires ot le nombre d’arétes est m = cn. Enongons tout de
suite les deux résultats équivalents dans le cas des graphes & nombre d’arétes fixé.



Proposition 2. Posons

B log(k) 1
= o) ety < (3 ost4)

Soit alors ¢ > uy, on a

P(G(n,m = cn) n’est pas k-coloriable ) — 1.

n— oo

Preuve de la proposition 2 : Soit Y le nombre de k-coloriages du graphe G(n,m). Pour toute
k-partition fixée, une aréte quelconque est monochromatique avec une probabilité au moins 1/k. On
en déduit que le nombre de k-coloriages est majoré en moyenne par k™(1 — 1/k)™. On en déduit alors
I’encadrement suivant par l'inégalité de Markov :

P(Y > 0) < E(Y) < k" (1—2)7% .

Pour ¢ > ug,ona k(1 —1/k)° <1,et donc E(Y)—0. W

Proposition 3. Posons ¢, = klog(k). Pour tout ¢ < ci_1,

lim inf P(G(kn, m = ckn) est k-coloriable ) > 0 .

n— oo

3.3 Reduction a I’étude des moments de 7

Nous allons faire I’étude suivante sur les coloriage k-réguliers, c’est & dire tels que chaque couleur
apparait exactement n/k fois dans le graphe. A cette fin, nous n’allons considérer que les graphes dont
le nombre d’arétes est multiple de k, ce qui n’est pas restrictif, pas croissance de la coloriabilité. Notons
Z le nombre de coloriages k-réguliers de G(n,d/n). On a alors, en posant P = {P = (P;);=1.x, UP;, =
V, cardP; = n/k}

Z = Z 1,, est un k-coloriage -
Pep

ou pp vaut i sur P;. Alors,

P(Z > 0) > 0 = P(G(n, cnk) est k-coloriable réguliérement) > 0
= P(G(n, cnk) est k-coloriable) > 0 .

Proposition 4 (Inégalité de Paley-Zigmund). Pour toute variable aléatoire Z > 0 p.s, on a

P(Z > 0) >

4  Preuve de la proposition 3

4.1 Etude des moments, réduction & un probléme d’optimisation

Finalement, afin d’obtenir le résultat souhaité, on est ramené & controéler les moments de Z. Com-
mengons par estimer ’esperance. Etant donnée une partition k-réguliére des sommets de G, cette par-
tition est un coloriage avec probabilité (1 —1/k)™, puisque les arétes sont indépendantes, et que chaque



aréte est monochromatique avec probabilité 1/k. Par ailleurs, le nombre de k-partitions réguliéres de
V est N =n!/((n/k)))F, ce dont on déduit que

On peut montrer que la probabilité qu'une k-partition de V' soit un k-coloriage est maximale lorsque
la partition est réguliére, et on peut en déduire que le nombre de k-coloriages différe de Z d’au plus
un facteur polynomial. On peut donc bien se borner a I’étude des k-coloriages réguliers.

Pour I'étude du moment d’ordre 2 de Z, on est amené & étudier la probabilité que, étant donnée une
paire de partitions k-réguliéres de V', chaque partition soit un k-coloriage.

m

. 2 ,
P(¢, 1) coloriages) = | 1 — Z + Z Z AL
i

Notons A l'ensemble des matrices k x k, dont les coefficients sont de la forme A, ; = 1/¢, avec ¢ | n
et telles que la somme de chaque ligne et de chaque colonne vale 1/k. Dans ces conditions, les paires
(¢, 1) de coloriages de corrélation A ont une proportion J; ; de sommets de couleur ¢ par ¢ et j par .
Pour toute matrice A € A, il y a n!/[]; ;(nA; ;)! paires correspondantes de partitions équilibrées. On

en déduit
2
DR mrewnrll R BPGE
et I i (n/\” k >

cn

Une majoration de cette quantité est donnée par la proposition suivante, qui sera admise :

Théoréme 5. Pour A € By, notons

?T'M—l

ko k
g Zam loga;; .
=1 :1

Soit ¢ : B, — R une fonction sur 'ensemble des matrices doublement stochastiques, et 3 > 0, telle
que pour tout A € By,
H(A) +¢(A) < H(Jy) + () — B(|A3-1) -

Alors, il existe une constante C(8,k) > 0, telle que

et - C .
S Tt < e ()

AEA
ot l'on a noté Jy la matrice de By, dont tous les coefficients sont égauz a 1/k.

Ce théoréme est admis dans ce travail. Posons Si ’ensemble des matrices simplement stochastiques
k x k. On remarque qu’il suffit de vérifier que

@(](A):Clog 1_7—’_72@1]

vérifie bien la condition voulue, en 'occurence avec 8 = c¢. C’est une conséquence de la proposition
suivante, que nous allons demontrer dans la suite de cette étude.

Proposition 5. Pour tout A € S, on a

H(A) + ¢o(A) < H(Ji) + wo(Ji) -



4.2 Demonstration de la proposition 5

On va désormais démontrer que ’on a bien I'inégalité voulue. La premiére étape, la plus importante,
consiste & majorer H(A).

4.2.1 Magjoration de H

Posons h(a) = —a/klog(a). On a alors

k kK

H(A) =Y h(ai;) .

i=1 j=1

Nous allons chercher la forme des matrices A € B}, qui maximisent H, ot B}, est I’ensemble des matrices
de By de norme +/r. La premiére étape consiste & trouver ce maximum parmi les matrices dont une
seule ligne est non nulle. On s’est donc ramené a résoudre le systéme

Zi a; = 1
(S): > ai2 =r
>, h(a;) maximal
Proposition 6. Soit (a;);—1. ., une solution de (S). Alors, il existe a > b, deux réels tels que
G=0Q] = ... =0y > Qpy1 = ... =0 =D

Proposition 7. Avec les notations précédentes, on a m = 1.

Preuve de la proposition 6 : Soit a = (a;);=1.x une solution de (S), Notons E I’hypersurface

_ xia=1
B Z'La’?:r

L’espace tangent & F en a est constitué des vecteurs (u;);—1. ) vérifiant

_f Xim=0
T_{ >oiaiu; =0

On admettra que pour tout vecteur tangent u € T, il existe une courbe a(t) dans E, telle que a(0) = a,
et qui admette v comme vecteur tangent en a. Posons F'(t) = >, h(a;(t)) qui est localement maximale
en 0. On a alors 9

dF ,
E(O) = ;h (ai(o))a

X

“i(o) = > W(aju; =0

Supposons désormais que le vecteur a aie trois ou plus coordonnées distinctes. Alors, quitte & se
restreindre 4 un sous espace de R*, on peut supposer que a a exactement trois coordonnées distinctes
0 < a< f <7, qui vérifient par ailleurs

Uiy + Uiy + Uiy = 0
QU + Buiz + YUis = 0 )
W (e)ui, +h' (B)ui, + 1 (y)us, =0

avec U;, , Uiy, OU Uy, non nul. On en déduit que le déterminant du systéme est nul, & savoir

(B =)' (v) + (a = W' (B) + (v = B)'(a) = 0.



On en déduit

— -«
= 1)+ %)
v—« v -«
C’est une égalité barycentrique, d’ou la contradiction, puisque A’ est strictement convexe. On a donc
montré que a n’a que deux coordonnées non nulles. Les a; jouant des roles symétriques, on a prouvé
la proposition 6. W

h'(8)

Preuve de la proposition 7 : Soit m fixé, il existe (a,, b,,) un couple solution de
ma,, + (k—m)b,, =1
. (k —m)

ma2, + (k —m)b?, =r

soit encore
{ bm = (1 — may,)/(k—m)

ma2, + (1 —may,)?/(k—m)=r

a,, est donc racine de
mkX? —2mX +1—r(k—m) .

On en déduit

(k—m)(rk—1) k—\/ﬁ(l—l— (k‘—m)(rk—l))
ik e bm = Kk —m) '

On souhaite désormais montrer que la fonction ¢ : z — zh(a;) + (k — x)h(b;) étendue & R, est
décroissante. Commencons par écrire,

Ay =

¢,(I) = h(az) + xa;h/(ar) — h(bz) + (k — x)b;h(br) )
et & remarquer que, par dérivation du systéme (x),

ay — by +xal, + (k—xz)b, =0
aZz — b2 +2xala, +2(k — 2)bb, =0

soit
/ by — az by — az

r = t b,
= 2 © *2(k — x)

On en déduit b
¢ (x) = h(ag) — h(by) — Z= 22 (W (az) + 1 (by)) -

2
Soit b fixé, on s’intéresse alors au signe de la quantité
a—>b, , ,
¢(a) = h(a) = h(b) = ——(h'(a) + (b)) .
On a alors b/ W(a)— H (D)
a— a) —
c =50 (MU @)

Or, par théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € [a, ], tel que

h'(a) — ' (b)

N/
a;_b —h(C)

et comme h” est croissante, ¢’ est donc strictement négative. Comme ¢(b) = 0, on en déduit que pour
tout a > b, {(a) < 0, ce qui entraine que ¢’ est strictement décroissante. Le maximum est donc atteint
en m = 1 pour les entiers, le cas m = 0 étant simplement le cas oit @ = b. On a donc bien prouvé la



proposition 7. W

Nous allons maintenant étendre les résultats obtenus avec les matrices avec un vecteur non nul aux
matrices stochatiques quelconques de By. Grace aux résultats précédents, nous avons trouvé que, dans
le cas 1-dimensionnel, que le maximum de H sur les vecteurs de norme /7 est atteint en (a;, by, ..., b;),
avec

o — 71)(rk71)eth:kflf (kfl)(rkfl)'
k k(k—1)

Posons

h(r) = max (Zh ai ) = h(ay) + (k — 1)h(b,) .

Le maximum de H sur les matrices de norme +/r vaut donc

k

H(r) = max h(r;) .
(1) = g 3t

On s’est donc ramenés & un probléme d’optimisation, non plus sur h, mais sur h. Plus précisément, on
souhaite montrer le résultat suivant :

Lemme 1. Pour tout k-uplet (r1,...,7%), on a

iﬁ(n) < max{eﬁ (i) 4 (k—0)h(re), 0<6 < k(i—_;ﬁ“)} ,

ou rg est caractérisé par 0/k + (k — 6)rg = 1.

preuve lemme 1 : Soit (rq,...,7) qui maximise H, avec > ;i =7.5ir; =1 pour tout i, ce n’est
possible que si 7 = k. (§ = k) Dans ce cas, c’est fini. Sinon, comme h nest définie que sur [1/k,1], on
peut supposer qu’il existe 7 tel que r; < 1. Montrons que dans ce cas, r; < 1 pour tout 7. En effet, dans
le cas contraire, on peut supposer sans perte de généralité que r; = 1 et ro < 1. Soit € > 0 assez petit,
posons u. = (1 —e,79 + ¢,r3,...,7;). Cependant, daH(uE) |e=o= 00, ce qui contredit la maximalité de
H. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que 71, ...,7y, > 1/k pour un certain m < k, et
r; = 1/k pour ¢ > m. Considérons

_ q
Hq S1y.-45 S E

A Tévidence, H, est maximale en ry, ...,7, sur les vecteurs de norme vr’ = y/r — (k —m)/k. Notons
E Yespace des vecteurs de norme 7/, I’espace tangent en (rq,...,7,) est caractérisé par

Dict u; =0
Z;L h’(ri)ui =0

La seconde équation est vérifiée par tout vecteur vérfiant la premiére, on a donc une forme linéaire de
noyau inclus dans le noyau d’une autre forme linéaire. L'une est donc multiple de I'autre, ce dont on
déduit lexistence d’un A tel que, pour tout i € {1,..,,m}, on ait h'(r;) = A. Or, b’ étant strictement
concave, cette équation admet au plus deux solutions. A permutation des coordonnées prés, il existe
un entier 0 <1 < m, et deux entiers 1/k < a < b <1 tels que r; = a pour i € {1,...,1} et r; = b pour
i€ {l+1,..,m}. Par une méthode strictement similaire, on peut alors montrer que, pour tout I,

Ih(a) + (m — D)(b) < max {aﬁ CC) + (m— 0)h <:g_£) } .



On en déduit que
H(r) < max {eﬁ @) + (k—6)h (W)} .

On a bien obtenu la majoration voulue. M

4.2.2  Preuve de la proposition 5

Afin de montrer la proposition 5, il suffit de montrer, grace a la majoration de H précédente pour
les matrices de norme +/r, (puisque h(1/k) =log(k)/k) que

flog(k) ~ (kyr—10 2 1
— -y JE— Y < — —
. + (k 0)h<k(k—9) +clog (1 . + 12 <logk+ 2clog (1 v )

pour tout 0 < r < k2, et tout 0 < 0 < k(]z;fl‘ﬁ), inégalité que l'on simplifie en

s (1 ) = (1) (04 (505) )

Comme log(1 4 a) < a, comme h(1/k) = log(k)/k, il suffit de montrer que

o =) () G msam)

Définissons sur [0,1 — 1/k] la fonction

h(§) —h(E+y)

J , et 1(0) = kh/(1/k) = k/2 .

n(y) =k

La fonction ainsi définie est alors continue sur [0,1 — 1/k]. On veut aboutir &

. ;1)2’7 (k(\l/;—e/lk)> '

On peut alors montrer que la dérivée de n s’annule au plus une fois, et un calcul direct montre qu’elle
s’annule effectivement en (k — 2)2/k(k — 1). Par conséquent, 7 atteint son minimum global soit en 0,
soit en 1 — 1/k, soit en (k — 2)%/k(k —1). Or

c<

(1)

| F

1) __k (-2 ko .
=) ==t = ——log(k — 1 cfi _
g ( k) E—1 og(k), 7 (k(k — 1)) - og(k — 1), et par définition ,7(0)

La fonction 7 est donc minorée par la plus petite de ces trois valeurs, & savoir

k—1
k—2

log(k —1) .

On en déduit que

log(k—1) > cxk—1 >c.

(k=12 ( i1 \_ (k=1
k n(k(l&/k))zk(kQ)

On a donc prouvé l'inégalité (1), dont découle la proposition 5. W

10



4.3 Preuve de la proposition 3

Montrons désormais comment on déduit de la proposition 5 la condition suivante, utilisée dans le
théoréme 5
H(A) + ¢o(A) < H(Jy) + po(Jx) — B(IA[I3-1) -

Soit A € By, posons g — c¢(A) = H(A) + ¢o(A). On a

1AJ3—1

() = 9= ) = g () = 0, (4) + s — g (14 LB 5 (- g AL

(k—1)?
On en déduit que pour tout ¢ < ¢_1,

Cl— C

ste e (14131

gc(A) < gc(Jk) -

11 suffit alors de poser 3 = ﬁ pour pouvoir utiliser le théoréme 5. On a donc

liminf P(Z > 0) > 0,
n—oo
c’est & dire

1i1rr_1> inf P(G(kn, m = ckn) est k-coloriable réguliérement) > 0,
n—oo

ce dont on déduit
lim inf P(G(kn, m = ckn) est k-coloriable ) > 0 .

n— oo

La proposition 3 est donc démontrée. M

4.4 Retour aux graphes de Erd6s-Renyi, preuve des théorémes 3 et 4

Nous avons désormais prouvé l’équivalent des théorémes 3 et 4 dans le cas des graphes & nombre
d’arétes fixé, avec la correspondance d = 2¢ (ce qui est assez intuitif, puisque un graphe de Erdds-
Renyi de parameétre d/n a en moyenne dn/2 arétes). Nous allons maintenant étendre ces résultats aux
graphes de Erdos-Renyi.

Un graphe aléatoire G(n,m) peut compter des boucles (i.e. des arétes dont les deux sommets sont
identiques) ou des arétes multiples. Si 'on note ¢ = ¢(G(n,m)) le nombre de ces perturbations, on
remarque que leur supression forme un graphe & n sommets et dont ’ensemble des arétes est choisi
uniformément parmi tous les ensembles d’arétes de taille m — ¢. Par ailleurs, notons que si m < cn
pour une certaine constante, alors avec forte probabilité, ¢ = o(n). Remarquons enfin que la répartition
des ensemble des arétes d’un graphe G(n,p = 2¢/n) est uniforme conditionellement & leur taille, et
qu’avec forte probabilité, cette taille est dans Uintervalle {cn —n?/3, ..., cn +n?/3}. On remarque alors
que si A est une propriété croissante vérifiée avec probabilité 8 > 0 sur G(n,m = cn), alors A est
vraie avec probabilité au moins 6 — o(1) sur G(n,d/n), et ce pour tout d > 2¢. De méme pour une
propriété décroissante, et d < 2¢. Ainsi, on déduit que G(n,d/n) est avec grande probabilité non
k-coloriable pour d > (2k — 1)log(k) > 2ug. Il suffit donc de prouver que G(n,d/n) est avec une
grande probabilité k — coloriable si d < 2ci_1.Soit n’ le plus petit multiple de k plus grand que n.
Si G'n’,d/n’) est k-coloriable avec probabilité 6, alors pour tout ¢ < n/, G(t,d/n’) est également k-
coloriable avec probabilité au moins 6 De plus, pour n <t < n/, d/n’ = (1 — o(1)d/t. Par conséquent,
si G(kn',m = ckn’ est k-coloriable avec probabilité asymptotiquement positive , alors G(n,d/n) est
k-coloriable avec porpbabilité asymptotiquement positive, pour tout d < 2¢. On peut alors en déduire,
grace a la proposition 3 et au théoréme 2, que G(n, d/n) est k-coloriable avec grande probabilité pour
tout d < 2c¢i_1, ce qui conclut la preuve des théorémes 3 et 4. W

Pour conclure ce travail, je remercie chaleureusement Omid Amini pour son investissement et ses
explications, et pour son aide dans 1’élaboration de cet exposé.
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