Fiche résumée du cours d’algebre 1 I

1 Rappel sur les anneaux commutatifs unitaires

1.1 Rappel sur les anneaux : généralités

Rq : les morphismes d’anneau préservent 1. Rq : Soit A un anneau,
(I)nen une famille d’idéaux.

Z I, = {Z qr € Iy, famille presque nulle.}
k k

Rq : Soient I, J deux idéaux, on note IJ I’idéal engendré par IJ. Rq : Un
idéal T est premier si A/I est intégre. Rq : Un idéal T est maximal si A/I
est un corps.

Théoréme 1.1 (Krull) Tout idéal est contenu dans un idéal mazimal.
Un idéal est dit propre s’il est différent de A.

Définition 1.1 (Anneau noétherien) Un anneau est dit noetherien
st l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

i) Tout idéal est de type fini.
i1) Toute suite croissante d’idéauz est stationnaire.

iii) Tout ensemble non vide d’idéauz a un élément maximal pour l'inclu-
S50M.

Théoréme 1.2 (Hilbert) A noetherien = A[X| noetherien

Corollaire 1.1 Si A est noetherien, alors toute A-algébre de type fini est
aussi un anneau noetherien.

Définition 1.2 (élément irréductible) p € A est irréductible si
i) pg A

ii) p=ab=plaoupl|b

On définit de méme la notion d’éléments premiers entre eux

Définition 1.3 (Anneau factoriel) A anneau est dit factoriel si :
i) (FAC 2)Va € A, a #0, Ip1...p, € A, irréductibles, Ju € A*, tels que
a = upy...pn
ii) (FAC 3) Cette décomposition est unique G unités pres.

Proposition 1.1 Si A vérifie (FAC 2), alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) (FAC 3)

ii) (Lemme d’Euclide) Vp irréductible, p | ab = p| a ou p|b.
iii) p irréductible < (p) idéal premier.

iv) (Théoréme de Gauss) Si a|bc, et a Nb=1, alors a | c.

Définition 1.4 (Anneau principal) un anneau est dit principal si
tous ses idéauzx le sont.

Proposition 1.2 A principal = A factoriel
Théoréme 1.3 (Gauss) A factoriel = A[X] factoriel

Définition 1.5 (PGCD, PPCM) Dans un anneau factoriel, PGCD et
PPCM sont définis :

/L) a N\ b — Hpmin(vp(a)‘rvp(b>>
”) aVvVb= Hpnlax(’z)p(a,),’z;p(b))
Rq : Si A est principal, on a Bézout.
Définition 1.6 (Anneau euclidien) On dit qu’un anneau A est eucli-
dien, s’il existe v : A — {0} — N telle que Ya € A, Vb € A — {0},
dg,r € A, a =bqg+r avec v(r) < v(b)

Théoréme 1.4 Tout anneau euclidien est principal.



1.2 Factorisation de polynémes

A anneau factoriel K = Frac(A).

Définition 1.7 (Contenu) On appelle contenu d’un polyndéme non nul
le PGCD de ses coefficients, défini modulo A*. Un polyndme est primitif
si son contenu est dans A*

Proposition 1.3 i) ¢(PQ) = ¢(P)c(Q)
it) Les P € A[X] irréductibles sont, soit les constantes irréductibles de A,

et les polyndomes de degré strictement positifs, primitifs, irréductibles
dans K[X]

Théoréme 1.5 (Critére d’Eisenstein) P = a, X" + ... + a9 € A[X],
p € A irréductible. Supposons :

i) ptan
i) Vie {0.n—1}, p|a;
iii) p? { ag
Alors P est irréductible dans K[X] (et donc dans A[X], si P est primitif.

Théoréme 1.6 (Réduction) Soit I un idéal premier. Soit B = A/I,
L = Frac(B), P =a, X" + ...+ ap € A[X], P =a,X" + ... + @y € B[X]
(réduction des coefficient). Alors, si a, # 0, P irréductible sur B ou L,

alors P est irréductible sur K

1.3 Extension de corps

Définition 1.8 (Extension de corps) Une extension de corps est
un morphisme de corps i K — L. Etant donné une telle extension, K
est vu comme sous corps de L, et I admet une structure de K—espace
vectoriel. Cette extension est dite finie si la dimension de L en tant que
K—espace vectorielest finie, et on note [L : K| = dimg (L), appellé degré
de extension.

Théoréme 1.7 (De la base téléscopique) si K C L C M sont des ex-
tensions de corps, (e;); une K—base de L, et (f;); une L-base de M, alors
(eifj)i,; est une K—base de L. le degré d’extensions est donc multiplicatif,
et on a :

[M: L)L : K] = [M:K].

Définition 1.9 (Extension engendrée) Soit K C L estension, S C L
sous ensemble. L’extension est engendrée par S si L est le plus petit
sous corps de L contenant K et S, on note L = K(S), ou L(zy...xy), si
S = {xy...x,}. L’extension est dite simple si elle est engendrée par un
singleton.

Définition 1.10 (Morphisme d’extensions) Un morphisme d’ex-
i

tension (K BN L) = (K" = L') est un diagramme commutatif :

K 4 L
ol I og.
K 5 L/

Définition 1.11 (Elements transcendants, algébriques) K C L une
o : KX] —- L

extension, o € L, soit P(X) — P(a)

un morphisme d’an-
neaus.

i) On dit que « est transcendant si Ker¢g = {0}.

ii) On dit que K est algébrique sinon.

On note Klo] = Im¢

Proposition 1.4 Si « est algébrique, K est un corps = K[X] principal.
Il existe un unique polynome P € K[X] tel que Ker¢ = (P). P s’appelle
le polynome minimal de o.

Théoréme 1.8 K C L extension, a € L, les propriélés suivantes sont
équivalentes :

i) « est algébrique sur K
ii) Kla] = K(a)



iii) DimgK[a] < oo

Définition 1.12 (Extension algébrique) Une eztension de corps est
dite algébrique si tous ses éléments le sont.

Proposition 1.5 L’ensemble des éléments algébriques d’une extension est
un sous corps de cette extension.

1.4 Corps de Rupture, Corps de décomposition

Théoréme 1.9 i) Si P € K[X] est un polynome unitaire irréductible, il
existe une extension simple algébriqgue K C K(«) telle que le polynome
minimal de v soit P.

i1) S1 K C K(a), K C K(B) extensions simples algébriques, et si o et 3
ont méme polynome minimal (sur K), alors les extensions sont iso-
morphes, par un isomorphisme qui a « associe 3.

3

i) Si K = L est un isomorphisme de corps et si K(a) et L(B) sont des
extensions algébriques simples, si i(P,) = Pg, alors, on a un isomor-
phisme d’extensions :

K 4 L
{ , {
K(a) j L%ﬁ)

Définition 1.13 (Corps de rupture) P € K[X], P irréductible, K C L
une extension, est un corps de rupture de P si L = K(a) et P(a) =0

Théoréme 1.10 Soit P un polynome irréductible sur K, il existe un
unique, & K—isomorphisme prés, corps de rupture de P

Définition 1.14 (Corps de décomposition) P € K[X], de degré n, on
appelle corps de décomposition de P sur K une extension K C L tel
que :
i) Dans L[X], P est un produit de polynomes de degré 1, P = [[(X —ay).
i) L est minimal, i.e. L = K(aq...cp).
Cette extension est engendrée par les racines de P.

Théoréme 1.11 P € K[X], deg(P) = n, il existe un corps de décompo-
sition de P sur K, il est unique a K—isomorphime pres.

Rq : Cette extension est une extension finie car les «; sont algébriques
sur K. Le degré de I’extension est borné par n!

Lemme 1.1 K, K, deuz corps, i : K & K/, P € K[X], P' = i(P) €
K'[X]. Soit L le corps de décomposition de P sur K. Soit L' le corps de
décomposition de P’ sur K'. Alors, il existe un isomorphisme I — I/ tel
que l'on aie le diagramme commutatif suivant.

K 4 K
N N
e
L = L

Définition 1.15 (Corps algébriquement clos) Un corps est al-
gébriqguement clos si tout polynome de degré strcitement positif est
scindé, ou encore si tout polynome de degré strictement positif admet une
racine, ou encore si toute extension algébrique est égale a K, ou encore si
les polynomes irréductibles sont les X —a, a € K

Définition 1.16 (Cléture algébrique) Une extension K C K est une
cloture algébrique si :

i) K est algébriquement clos.
ii) L’extension K C K est algébrique.

Proposition 1.6 Il existe une cloture algébrique, unique a isomorphisme
preés.

Définition 1.17 (Sous corps premier) On apelle sous corps premier
le corps engendré par 1



Théoréme 1.12 K un corps fini.

i) 3p premier,In > 0 tel que |K|=p".

ii) Si |K| = p", K est le corps de décomposition de XP" — X sur Z./pZ.
iii) les corps finis sont tous de la forme ci dessus.

On note F, le corps a q éléments.

Théoréme 1.13 K un corps

i) Si G C K* est un sous groupe fini, alors, G est cyclique. En partic-
ulier, F;, = 7/(q — 1)Z

i1) Tout corps fini est une extension simple de son sous corps premier

Théoréme 1.14 (Structure des groupes abéliens) Tout groupe
abélien de type fini est produit direct de Z", v > 0 et d’un nombre fini de
Z/nZ, n > 0. C’est donc un produit fini de groupes cycliques.

Lemme 1.2 (Chinois)

Z/nZ X Z/mZ ~7/(mAn)Z

2 Groupe de Galois

Soit K un corps, on note Autg les automorphismes de corps, soit K C L,
K C M deux extensions.

On note : Homg(L,M) = {K-isom.} = {isom. de corps}
= {o:L = M, ojg = Idg,o morphismes de corps}
Gal(Ljg)=groupe de galois de Ljg = Homg(L,L) surjectifs

= {automorphismes de Lk }

Remarque : Si K est le sous corps premier, Gal(ILjx) = Aut(L)

Théoréme 2.1 (Dedekind) K ¢ M, K C L deuz extensions

i) Les éléments non nuls de Homg (L, M) forment un systémre libre du
M-espace vectoriel Ling (1L, M)

i) Si [L: K] < oo, alors #Homg(L,M) < [L : K]

Lemme 2.1 K C M une extension, A une K—algébre unitaire, alors les
éléments non nuls de Homyg (A, M) forment un systéme libre du M-espace
vectoriel Ling (A, M).

Lemme 2.2 K, K, i : K 5 K’ isomorphisme de corps qui induit
i: K[X] =5 K'[X]. Soit P € K[X], posons P’ = i(P) € K'[X]. Consid-
érons L, I les corps de décomposition de P et P’ sur K et K'; Soit q le
nombre d’isomorphisme de corps . — L qui, restreints a K, coincident
avec i. Alors :

i) ¢ <[L:K]

ii) g =[L:K] si P n'a que des racines simples dans L

Corollaire 2.1 Si P € K[X], deg(P) = n, L corps de décomposition de P
sur K. Si P n'a que des racines simples dans L, alors #Gal(Ljx) = [L, K]

3 Extensions normales

Définition 3.1 (Conjuguaison) z,y € K sont dits conjugués s’ils ont
le méme polynome minimal sur K < Jo € Gal(Kg) | o(z) =y

Définition 3.2 (Extension normale) Une extension K C L est dite
normale si elle est algébrique et si tout P € K[X] irréductible sur K
qui a une racine dans 1L a toutes ses racines dans L

Proposition 3.1 K C L C K, alors, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) K C L normale



ii) Yo € 1L, les conjugués de x dans K sont tous dans L

Théoréme 3.1 K C L finie, alors , les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) Lix normale
it) AP € K[X], L est un corps de décomposition de P sur K

Définition 3.3 (CDD d’une famille de polynoémes) Soit (P)ier
une famille de polynomes dans K[X|, on appelle corps de décomposi-
tion de (P;);cr sur K une extension I de K engendrée par les racines des
P; dans 1L et telle que chaque P; est scindé sur L.

Théoréme 3.2 K C L extension algébrique, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) Lk est normale

i1) L est corps de décomposition d’une famille (P;);cr

Définition 3.4 (Cloture normale) K C L une extension K C M est
une cloture normale de K C L s1 :

i) LCcM
it) K C M normale
iii) K C M est minimal avec i) et ii)
ie. siL C M et K C M’ normale, alors si M’ ¢ M, M = M’

Corollaire 3.1 K C L. C M algébrique, si Mg normale, M, aussi.

Théoréme 3.3 K C LL algébrique. Cette extension :
i) Admet une cloture normale.

it) Cette cloture est unique a isomorphisme (entre extensions de corps )
pres.

4 Séparabilité

Lemme 4.1 P € K[X], a € K, on a alors

a racine multiple de P < P(a) = P'(a) =0

Définition 4.1 (Séparabilité) P € K[X], P est dit séparable sur K si il
vérifie l'un des énoncés équivalents suivants :

i) PAP =1 dans K[X].
ii) P n’a que des racines simples dans un corps de décomposition de P
sur K.

Proposition 4.1 P € K[X] irréductible, non constant. Alors, les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) P séparable
i) P' 40
iii) Soit car(K) =0, soit car(K) =p > 0 et P ¢ K[X7?]

Définition 4.2 (Elément séparable) KCL, a €L

i) « est séparable sur K si « est algébrique et si le polyndme minimal
de « est séparable sur K.

ii) K C L est séparable si elle est algébrique et si tout élément de L est
séparable sur K.

Proposition 4.2 K C K, z € K séparable sur K. Alors,

(Vo € Gal(K,K),o(z) =) & v €K

Théoréme 4.1 (De 1’élément primitif) Une extension finie et sépara-
ble est simple



5 Extension normale et séparable

Proposition 5.1 K C L extension séparable finie, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) K C L est normale.
i) #Gal(Ljk) = [L : K]

Lemme 5.1 K C L finie, normale, K C M C L, 7 € Hom g (M, L), alors,
Jo € Gal(Lk) tel que opg =T

Lemme 5.2 K CL C M C N extensions, K C L finie, N cloture normale
de K C L, alors, Y17 € Homg(L,M), on a Im(r) C N.

Lemme 5.3 K C L finie, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) K C L normale
ii) KCL c M, K C M normale, V7 € Homg(L,M), 7 € Gal(Lx)
i) IK C L C N, K C N normale, V7 € Homg(L,N), 7 € Gal(Lx)

Lemme 5.4 K C L finie séparable, n = [L : K] , KCLcCcM, Kc M
normale, #Homg (L, M) =n

Théoréme 5.1 K C L finie séparable, les propriétés suivantes sont équiv-
alentes :

i) K C L normale
”) K= LGal(]L,]K)

Lemme 5.5 G C Aut(LL) sous groupe fini, soit
K=LY={reclL|g(z)=2Vg<cG}.

Alors, K C 1L est normale séparable.

Lemme 5.6 G C Aut(L), sous groupe fini, K = LY, alors K C L et
[L:K] =#G

Proposition 5.2 K C L séparable normale (algébrique) , alors

K = ]LGal(]L‘K) )

Définition 5.1 (Extension galoisienne) Une extension est dite ga-
loisienne si elle est normale et séparable.

Proposition 5.3 Une extension K C L est galoisienne finie si et seule-
ment si c’est le corps de décomposition d’un polynéme séparable.

Définition 5.2 (Degré séparable) Soit K C L finie, K C K, on appelle
degré séparable , noté L : K], = #Homg (L)

Lemme 5.7 KCL, o € Hom(K,K/), avec K algébriquement clos. Alors,
o(K) C (K/) est algébrique, et #{7 € Hom(}L,KI), Tk =0} = [L: K],

Lemme 5.8

K C L CM finies = [M: L] [L:K], =[M:K], .

Lemme 5.9 L = K(x) algébrique, P, € K[X] le polynome minimal de x.
Alors, [L: K]s =nombre de racines de P, dans K



6 Correspondance de Galois

K CL, G=Gal(Lg), # = {M corps, K C . C M}
¢ = {H C G sous groupe }
r : # — 9
® Y - ZF
H — LH

Théoréme 6.1 Si K C L galoisienne finie, n = [L : K] = #G
i) T et ® sont bijectives décroissantes et inverses l'une de l’autre.
ii) WM € Z, [L: M) =#0(M) , [M: K| = -

i) YM € .#, K C M normale < T'(M) < G

iv) VM € .#, K C M normale = Gal(Mg) ~ G/T'(M)

Lemme 6.1 K C L galoisienne finie K ¢ M C L , 7 € Gal(Li)
I'(r(M)) =10l (M)or!

7 Produit tensoriel

M,N deux A-modules.
Définition 7.1 (Produit tensoriel) Le produit tensoriel M @4 N est
le groupe abélien F/N tel que :

i) I est le groupe abélien libre sur M x N. (c’est a dire que F est le
groupe engendré par M x N, sans identification).

i1) N estle sous groupe de F engendré par les (my + mao,n) — (my1,n) — (ma,n),
les (m,ny + na, ) — (m,ny) — (m,n2) et les (am,n) — (m,an)

iii) On note m@n ’élément (m,n) de M @4 N. m®@n est appellé tenseur
pur.

Attention : Le produit tensoriel NE CONTIENT PAS que des
tenseurs purs. Il est engendré par les tenseurs purs.

Définition 7.2 (Structure) Le groupe abélien M @4 N est muni d’une
structure de A-module tel que :

n n
a = E am; Qn; = E m; @ an;
i=1 i=1

Définition 7.3 Soient L, M, N A-modules, f : LxM — N, A-bilinéaire.
Alors, Alf : Lo M — N A-linéaire tel que, si l’on pose

I:LxM-—F— F/N

awec F = {d a;,a; € L x M}, II(I,m) =l ®@m , le diagramme suivant
commute :
LxNLN
Iy ~f-
Loa M

Cette propriété est appellée propriété universelle de produit tensoriel.

Corollaire 7.1 Soient L, M, L’, M’ quatre A-modules. [ : L — L/,
g: M — M’', A-linéaires. Alors, 3f @ g: L @4 M — L' @ o M' A-linéaire
tel que :
feglem)=f{)®g(m).
De plus, on a :
i) Idy @ Idy = Idyg N
i) fogef @g =(fof)®(geg)

Proposition 7.1 On a deux bijections :
Homa(L ® M,N)~{Lx M — N, bilinéaires}

Homa(L® M,N)~ Homa(L, Hom (M, N))

Définition 7.4 (Catégorie) on appelle Catégorie la donnée d’un en-
smble d’objets Obj(C), et, VX, Y € Obj(C), un ensemble de morphismes
Home(X,Y), vérifiant :

i) Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X,Z)
(f.9) > feg 7



i1) La composition est associative.
iii) VX € Obj(C), on a Idx € Home (X, X).

Proposition 7.2 L, M, N A-Modules, on a des isomorphismes canon-
iques de A-modules :

) AR M — M

! a®@m = am
) Loa(M®aN) — (LeaM)®aN

l®(m®mn) — (leom)®n

) LoaM — M®yL
" lom +— m®l
w) (LEM)@aN~(L®aN)®(M®aN)
(En considérant :L & M = L x M, (I,m) + (I'ym’) = (IL+1U,m+m'),
a(l,m) = (al,am))

Corollaire 7.2 i) Si L, M est libre, de bases (Iy...1,), et (mq..my),
alors L ® 4 M est un A-module libre de base (I; @ m;); ;.

MoeMo..oM — LaM

ii) Si L est libre de base (11...1,), alors (mi...my) oS ®ms

Proposition 7.3 Soit (M;),er une famille de A-modules, & M,; C
i€l
[Lic; M. Yie I, fi: M; = N des morphismes de A-modules. Alors :
f: @& M; — N morphisme de A-modules tel que f; = f or;Vi
i€l

avec 1; : M; — © M;.
jer

Proposition 7.4 N un A-module, on a un isomorphisme canonique de
A-modules

o (@M0®AN — @& (M;®aN)
i€l el
(m;) ®@n — (m; ®n)

Corollaire 7.3 L, M A-modules libres de bases (l;)icr, (m;j)jes, alors
L ®a M est libre de base (I; @ m;); jer,7

Lemme 7.1 I C A idéal, L, M A-modules tels que IM = IL = {0}.
Alors, M, L peuvent étre vus comme des A/I-modules, et on a l’isomor-
phisme de A-modules :

o : M®sL — M ® L
AJT

m®l = mel

Proposition 7.5 Soient L, M deuz A-modules libres de bases (11...1,),
et (my...my). Soit ¢ € Endas(L), vEnda(M) , @, ¢ sont donnés par
B e My(A), C € My(A) dans les bases ci-dessus, la matrice de ¢ @ ¢ €
Enda (L ®a M) dans les bases 1 @ my...l1 @ mg...l, ® mg est :

buC blpC
bp1C ... bppC
On peut montrer :

trip @) =tr(p)tr(y) det(p ®¢) = det(p)*det ()

L*®a M — Homa(L,M)
fem — (- f(l).m)
tion est bijective si L est de type fini, ou si L est libre et M de type fini.

Proposition 7.6 14 . Cette applica-

Proposition 7.7 L = M % N — 0 suite exacte de morphismes de A-

. Imu = Kerv
modules, i.e. { Imv — N Alors,

L®as X "®—I§ix M®y X U®i>dx N ®4 X — 0 est une suite exacte.

Corollaire 7.4 Soient des suites exactes de A-modules
L5ME N0
XLy %7250

Alors, on a une suite exacte :

[i®Id;Id®;]
—_

(LeaY)®(MeaX) Mo, Y 24 (No2Z) =0



Corollaire 7.5 i) LC L', M C M’
ii) I,J C A idéaur, A/I @4 A/J=A/I+J (CP :Z/mZ)
i) AJIT®a M =M/IM

8 Restrictions et extensions de scalaires

Soient A, B deux anneaux commutatifs unitaires, f : A — B mor-
phismes d’anneaux.On a alors une correspondance entre A-modules et B-
modules.

Définition 8.1 (restriction) Soit M un B-module, on note M, ou fu
la restriction de M a A; M4 = M comme groupe abélien, et Va € A,
VYm € M, on définit

Proposition 8.1 - M — M, est un foncteur, c’est a dire que si
f € Homp(M,N), on lui associe fia € Homa(Ma, Na)
- Si M est un A-module, on munit B @4 M (ot l'on considére
a.b= f(a).b) de la structure de B-module tel que,

Vb, b € B,Ym € Mb.(t) @ m) = (b)) @ m .
- On a un foncteur
{ A-modules} — { B-modules}

M — B®a M
fe HomA(]V[,N) — Idp® f € HomB(B X4 M, B ® 4 N)

Lemme 8.1 Si M est un A-module libre de base (e;)icr, alors B @4 M
est un B-module libre de base (1 ® e;)icr

Lemme 8.2 Soit M un A-module libre de base eq,....ep,
p € Enda(M) donné par la matrice C €  Mat f(A). Alors,
Idp ® ¢ = P € Endpg(B ®4 M) morphisme de B modules induit
B ®4 M, B-libre de base (1 ® e;). La matrice de ¢® dans (1 ® €;)i=1..p
est f(C) = (f(cij))is

Proposition 8.2 (Réciprocité de Frobenius) Le  foncteur — d’in-

duction est adjoint & gauche du foncteur de restriction, i.e.
VM un A-module, VN un B-module, on a :

Homp(B®a M,N) = Homa(M,Ny) .

9 Algébre tensorielles, symétriques, et extérieures

Soit R un anneau unitaire.

Définition 9.1 (Graduation) Une N-graduation sur R est une décom-
position R = @ R; de groupes abéliens tels que, Vi, j, R;.R; C Riyj. On
i>0

dit que z € R—{0} est (resp. homogéne) de degré i si (resp. et seulement
si) x € R;. On définit de méme une A-algébre graduée.

Définition 9.2 (Idéal homogéne) Soit R un anneau gradué, I < R
1déal bilatére, I est dit homogéne si et seulement si I = @ , avec

n>0
I,=1NR,

Définition 9.3 (Application homogéne) Si R et S sont des anneauz
gradués, et [ € Homanneaw (R, S), alors [ est homogéne de degré 0, ou
encore un morphisme d’anneaux gradués , siVn, f(R,) C (S,)

Lemme 9.1 Soit R un anneau gradué, I < R homogéne, 7 : R — R/I la
projection (morphisme d’anneauz). Alors, R/I = @ w(R,,) est une grad-
n>0

uation sur R/I, et m est un morphisme d’anneauz gradués.



Définition 9.4 (Puissances tensorielles) Soit M un A-module; pour
tout n, on note TO(M) = A, et T"(M) = M®" = M®M...@ M. Enfin, on
note T(M) = @a > 0®. Le produit tensoriel munit T'(M) d’une structure
de A-algébre graduée :

T5(M) x T (M) ST (M)

(m1 @ ma... @myg) X (Mep1 @ Mggo... @Mgyy) —(M1 @ma... @mgy,)

On note i : M — T(M) Uinclusion canonique.

Lemme 9.2 (Propriété universelle) Soit M un A-module, VB = A-
algebre, Vf : M — B morphisme de A-modules. Alors, il existe un unique
morphisme de A-algébre

f:T(M)— B
telle que foi = f, ie
) L B
iU Va ,
f
M

c’est a dire que
Homa_qig(T(M),B) = Hom(A — mod(M, B) .
M — T (M) définit un foncteur

{ A-modules } — { A-algébres }
M ~  T(M)

T est le foncteur adjoint a gauche du foncteur de restriction des A-algébres
vers les A-modules.

Définition 9.5 (Tenseurs symétriques, antisymétriques) Soit ¢t =
t1®...0t, € M®™. Pour w dans Sy, définissons w(t) = t,1) @ ... @ tym)
— t est dit symétrique si, Yw € S, on a w(t) =t
-t est dit antisymétrique si, Yw € S,,, on a w(t) = e(w)t
On note S,, (resp. A,) Uensemble des tenseurs symétriques (resp. anti-
symétriques).
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Proposition 9.1 Supposons que 1/n! € A. Alors, soient

P, : T"(M) — T"(M) A, + TV(M) — (M)
t = > wt t = >, e(ww.t

P, et A, sont des projecteurs d’image S, (M) et A, (M) respectivement.

9.1 algébre symétrique

Définition 9.6 (Algébre symétrique) Pour tout n, on définit le A-
sous module I,, C M®™ engendré parlesmi @ ... @ my, —w(mi @ ... ® my,),

Iy = {0}. On pose également I = & I,, = (zQy—y®x)y yerm- On définit
n>0

alors l’algébre symétrique comme le quotient

Remarque : l'algébre S(M) est commutative et graduée, engendrée
par M = S*(M) :
T(M)—>» SM)=T(M)/I

avec T(M) engendrée par M

Proposition 9.2 (propriété universelle) Pour toute A-algébre B,
commutative, et pour tout f : M — B, A-linéaire, 3f un morphisme
de A-algebre S(M) — B.

Théoréme 9.1 Si M est un module libre de rang fini, de base ey, ..., €,
alors S(M) est un module libre de base (€], ...,€" )n, .. n,, et Uapplication

est un isomorphime de A-algébre.

Définition 9.7 (Produit tensoriel d’algébres commutatives)
Soient B, C deux A-algébres commutatives unitaires. L’algébre pro-
duit tensoriel B® 4 C est le A-module B ® 4 C muni de unique produit
tel que (b®c). (b @) = (bW @ c.)



Proposition 9.3 Soient M, N deuxr A-modules. Il existe un isomor-
phisme de A-algébres graduées

v : SIM®N) — S(M)®S(N)
(m,n) » mel+1lon

9.2 algébre extérieure

Définition 9.8 (Algébre extérieure) pour tout n > 2, soit J, C
T (M) le A-sous module engendré par les mi @ ... @ my, tels que m; = m;
pour un certain couple i # j. On pose Jg = J; =0, et

J=a& J,=(x@z,x € M).
n>0

On définit alors l’algébre extérieure comme l’algébre graduée quotient

A(M) =T(M)/T = @ A

Ou A, = T,y (M) / J,.

Proposition 9.4 Si M est un module libre de rang fini, de base eq, ..., e,,
alors Ap(M) est un module libre de base (e;, A, ..., e;,, 0 iy < ... <ip,. En

particulier, dim(AP(M)) = (;)

Définition 9.9 (Algébre tensorielle graduée) Soient B, C' deux A-
algébres Z-graduées. Alors,

BoaC= @ @ (B,®aCy)

neZ p+q=n

est une A-algébre graduée pour la multiplication
(b@c).(t @)= (-1)%9049¢p 1t @ c.c),

pour ¢, b’ homogénes.
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Proposition 9.5 Soient M, N deux A-modules. Il existe un isomor-
phisme de A-algébres graduées

Y AMMeN) — AM) % AN)
(m,n) =~ mel+len

Définition 9.10 (Déterminant) Soit L un A-module libre de rang m,
f € Enda(L). Le déterminant de f, noté det f est unique élément de A
tel que

AN'f:A"L — A"L € Enda(A"L)

est le produit par det f

10 Algébres et représentations

10.1 Algébres de Lie

Définition 10.1 (Algébre de Lie) Une algébre de Lie ¥ sur K est
un K—espace vectorielmuni d’un produit bilinéaire

G xqg — <G
(x,y) = [2,9]

tel que [x,y] = —[y,x] et [[x,y],2] = [z, z2],y] + [z, [y, 2]]. Pour une
K—algebre A, on peut définir une algébre de Lie en considérant le K—ev
A muni du crochet de Lie [x,y] = xy —yx. Un morphisme d’algébre de Lie
est un morphisme de K—espace vectorieltel que f([x,y]) = [f(x), f(y)]

Définition 10.2 (Algébre enveloppante) Une algébre envelop-
pante (universelle) de & algébre de Lie est une algébre associative
unitaire U(Y) avec un morphisme d’algébre de Lie j : 9 — U(9) e dont
limage engendrée U(9 ). est telle que, pour toute algébre unitaire asso-
ciative A, pour tout morphisme d’algébre de Lie ¢ : 9 — Ay , il existe un
morphisme d’algébre v : U(¥Y) — A tel que ¢ = jo1), si 1 est considéré
comme un morphisme d’algébre de Lie.



Proposition 10.1 Si (U(¥),5) et (U(¥)', ') sont deux algébres envelop-
pantes de 9, alors, il existe un unique isomorphisme d’algébres v : U(¥) —
U(9) tel que j’ =1 oj.

10.2 Représentations algébriques

Soit K un corps, A une K—algébre unitaire.

Définition 10.3 (Représentation) Une représentation de A, ou
A—module, est un couple (p,V'), ot V est un K—espace vectorielet

p: A= Endg(V)

un morphisme d’algébres.

Définition 10.4 (Sous module, module simple) Si V  est un
A—module, on appelle sous module de V un sous espace vectoriel U tel que
aU CUVa e A, i.e. p(a)(U) CUVa e A. On pose alors py(a) = p(a)u.
Un module est dit simple, ou encore représentation irréductible, si
elle n’‘admet pas de sous module non trivial.

Définition 10.5 (Module quotient) Si U C V' est un sous module, le
module quotient est l’espace vectorielV /U muni de ’action

pvyu(a)(v+U) = py(a)(v) + U .

Définition 10.6 (Morphisme de A—modules) Soient V, W deuz A-
modules,

Homa(V.W) ={f € Hm(V.W),Va € A, fopy(a)=pw(a)o f}.

Deuz représentations V et W sont dit isomorphes si Isoma(V,W) # 0.

Définition 10.7 (Algébre de groupe) Soit G un groupe, A = K.G =
® Key, on a une bijection :
e
{rep. K — linéaires de G} & {K.G — modules}
Py € Homgroupe(G,GL(V)) & pv € Homg_c,(K.G, End(V))
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Remarque : On ne peut définir dual et produit tensoriel de représen-
tations que sur les K—algébres enveloppantes et de groupe. En général, ca
n’a pas de sens.

Théoréme 10.1 (Lemme de Schur) Si (py,V), (pw,W) sont deux
représentations irréductibles de A et si dimyg(A) < oo, alors

dimg (Hom (V. W) { 1lsiVeeW.

0 sinon.

Théoréme 10.2 (Burnside) K = K. Soit (V,p) un A—module simple
de dimension finie. Alors p(A) = Endg(V), i.e. p est surjective.

Définition 10.8 (Module semi-simple) Un A—module V' est dit semi-
simple ou complétement réductible si pour tout sous module V' il existe V"
un sous module tel que

V=vVeV",

comme A—module.

Théoréme 10.3 V un A—module, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. 'V est somme directe d’une famille de A—modules simples.
2.V est somme d’une famille de A—modules simples.

3.V est semi simple.

Proposition 10.2 Soit V, V', V" des représentations de A, Si0 — V' —
V — V" — 0 est une suite exacte de A—modules, alors si V' est un module
semi-simple, V' et V" le sont aussi. Autrement dit, Un sous module et un
quotient d’un module semi simple est semi-simple.

Définition 10.9 (Algébre simple) K un corps commutatif algébrique-
ment clos. Une K—algébre A est dite simple si tout idéal bilatére de A est
trivial.



Théoréme 10.4 (Wedderburn) Une algébre simple de dimension finie
sur K est isomorphe a M, (K), pour un certain n.

Proposition 10.3 Soit A une K-algébre de dimension finie. On définit
AA la représentation réguliére & gauche de A, i.e. le A-module p(a)(b) =
ab. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) AA est semi-simple.

i1) Tout A—module est semi-simple.
iii) A est isomorphe a une somme directe finie d’algébres simples.
i) A~][Endx(V;), Vi K—espace vectoriel de dimension finie.
On dit alors que l'algébre A est semi-simple.

Théoréme 10.5 Soit A une K—algébre semi-simple de dimension finie,
notons A A =V & ... @V ot les V; ne sont pas isomorphes deux-a-
deux. Alors,

i) Tout A—module simple est isomorphe a un des V;, tout A-module est
somme des V;

i1) Soit M un A—module. Alors,
¢  @Homu(V;, M)V, — M
Y fivu =2 fi(vi)

est un isomorphisme de A-modules.
ii1) Soient Uy...U, des K—espaces vectoriels de dimension finie, alors l'im-

age du morphisme

p:A— EndK(GSUi KK V;)
est la sous algébre ®KIdy, ® Endg(V;).

Définition 10.10 (Composante isotypique) Si A est semi-simple,
A =DV, et si M est un A-module, on appelle composante isotypique
de type V; l'image de

Homa(Vi,M)®xV; — M
fev = f(v)

Proposition 10.4 Soit A une K-algébre, soit V. un A-module de dimen-
sion finie. SiV est semi simple, alors, l’image de A dans End(V') est semi
simple.
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11  Commutant et bicommutant (Dualité de
Schur-Weil)

Définition 11.1 (Commutant) Soit V un K—espace wvectoriel, et
U C Endg(V), le commutant de U est

Com(U)={f € Endg(V), fov=wvo fYveU}.

Le bicommutant de U est Com(Com(U)).

Théoréme 11.1 Supposons que dim(Endg(V)) < oo. Soit A C Endg (V)
une sous-algébre, supposons-la semi simple. Alors, B = Com(A) est en-
core semi-simple, et A se confond avec son bicommutant. Plus précisé-
ment, soit Irr(A) = {V1,..,V,.} les représentations irréductibles de A, no-
tons V = ®(U; @ V), U; un K—ev une décomposition de A—modules, ie.
U; = Homu(V;, V). Alors :

i) A =[]KIdy, ®x Endg(V;)
ZZ) B = HETLd]K(UZ) ®K KICIW

Corollaire 11.1 SiV est un K—espace vectoriel, on pose B = Com(A) et
V =aU, ® V;, comme ci-dessus, alors Irr(B) ~{Uy,...,U.}, c’est a dire
que chaque K-espace vectorielU; est muni d’une structure de B—module
irréductible, et tous les modules irréductibles s’obtiennent ainsi.) En par-
ticulier, on a une bijection

Irr(A) — Irr(B)
V; — U, =Homu(V;, V)



Dualité de Schur-Weil (K = C) On considére V' un C—espace vec-
toriel de dimension finiel < oo, [ > 1, soit py, : S, — GL(V®¥) la représen-
tation de Sy, dans V®F définie par

w.(vl X...Q Uk) = V(1) @ .. @ Vy(k) -

Soit également la représentation de GL(V), ¢ : GL(V) — GL(V®F) telle
que
four®..@u=f(v1)®...0 f(uvg) .

On note
A = p(CSy) C Endc(VEF)

t
’ B = o(CGL(V)) C Endc(VE*) .

Ce sont deux sous algébres.

Théoréme 11.2 (Schur-Weil) A, B sont semi-simples et A =
Com(B), B = Com(A).

12 Compléments

Soit K un corps algébriquement clos, A une K-algébre.

12.1 Caractéres

Définition 12.1 (Caractére) Soit U une représentation de A de dimen-
sion finie. Le caractére de U est la forme linéaire chy € A* définie par

chy (a) = try(pv(a)),

Proposition 12.1 i) chy(ab) = chy (ba)
it) chy (1) =dimV
i1) Si U C V' sous module, alors chy(a) = chy(a) + chy y(a), Va € A
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Lemme 12.1 Soient Vi,...,V, des représentations de dimension finie
non isomorphes. Alors, leurs caractéres sont linéairement indépendants.
Soit V.= Vi @ ... @V, une représentation semi-simple de A. py(A) =
©Endx (Vi) C Endg(V) (Lemme de Schur) est une algébre semi-simple.
Alors, Vi, Ja; € A, tel que py(a;) = (0,...,0,Idy,,0...,0).

Corollaire 12.1 Si A est semi-simple, alors deuz représentations sont
isomorphes si et seulement si elles ont méme caractere.

12.2 Théoréme de Jordan-Holder

Définition 12.2 (Série de composition) Soit V' un A-module de di-
mension finie. Une série de composition de V est une suite de sous
A—modules

o=VycVycCc..cV,=V

telle que Vi, W; = V;/Vi_1 est un A—module simple.

Définition 12.3 (Semi-simplifié) Sous les hypothéses précédentes, on
appelle semi-simplifié de V le A—module Vi3 = &W;

Théoréme 12.1 (Jordan-Hoélder, Krullschmidt) Soit \% un
A—module de dimension finie, les facteurs simples d’une série de compo-
sition de V' sont uniques a isomorphismes prés et a ordre pres.

13 Introduction a la géométrie algébrique

13.1 Algébre commutative



Définition 13.1 (Radical de Jacobson) Soit A un anneau commutatif
unitaire. le radical de Jacobson de A est

rad(A) = {z € A, 1+ ax est inversible Va € A} .

Lemme 13.1 i) Rad(A) est un idéal de A, et 1 + Rad(A) C A*. Par
ailleurs, Rad(A) est le plus grand idéal vérifiant cette propriété.

it) Rad(A) est Uintersection de tous les idéaux mazimaus.

Définition 13.2 (Definition) Soit I C A idéal, la racine (ou le radical)
de I est VI={ac A|3In>1,a"cI}. I estdit radical si VT =1

Proposition 13.1 i) VT est un idéal, c’est le plus petit radical con-
tenant I. Tout idéal premier est radical

i) VINJT =VINVJ

ii1) VI est Uintersection de tous les idéaux premiers contenant I

13.2 Lemme de Nakayama

Théoréme 13.1 (Cayleigh-Hamilton) Soit M un A—module de type
fini, soit u € Enda(M), il existe un polynome unitaire qui annule u.

Corollaire 13.1 Soit M un A—module de type fini.
i) Tout endomorphisme surjectif de M est injectif.

i1) Si M est libre de rang n, toute famille génératrice de n éléments est
une base.

Corollaire 13.2 Soit M un A—module de type fini, I C A idéal tel que
IM =M, alors, Iz € I, (1 —z)M = 0.
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Lemme 13.2 (Nakayama) Soit I C A un idéal contenu dans Rad(A),
M un A—module de type fini.

i) IM=M=M=0
it) Simay,....,m, € M sont tels que my, ..., m,, engendrent M /IM comme
A/I-module, alors my,...,m,, engendrent M comme A—module.

14 Normalisation

14.1 Extensions entiéres

Soit A un anneau commutatif unitaire, B une A—algébre.

Définition 14.1 (finitude, élément entier) a) B est de type fini
(comme A—algeébre) si il existe un nombre fini d’éléments de B, x1...x,,
telle que B est engendrée (comme A-algébre), par x1...x,, i€

A[X,..X,] — B

. Xi = Z;

surjective.

b) B est finie si et seulement si B est engendrée par un nombre fini d’élé-
ments comme A—module, i.e.

Asn ~ B

70,.,0,1,0,..,0) >

c) Un élément x € B, = est dit entier sur A s’il est annulé par un
polynéme unitaire a coefficients dans A

d) La A—algébre B est entiére sur A si tout élément de B est entier sur
A.
e) B est une extension entiére de A si c¢’est une A—algeébre entiére con-
A —

tenant A, i.e.
r — xlp

est injective.

Proposition 14.1 A C B eztension d’anneauz, © € B, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

i) x est entier sur A

i) Alx], sous algébre de B engendrée par x, est une A—algébre finie.



i) JA" une A—algébre finie tel que A C Alz] C A’ C B
Corollaire 14.1 Toute extension finie A C B est entiére.

Proposition 14.2 A < B — C morphismes injectifs d’anneaux.
i) AC B, BCC finies= A C C finie.

i1) y1...yn € B entiers sur A = Aly1...yn] finie sur A.

ii) A C B, B C C entiéres = A C C entiére.

Définition 14.2 (Cloture entiére) Soit A C B une extension d’an-
neaux. La cloture entiére de A dans B est I’ensemble ANdes éléments de B
entiers sur A. A est intégralement clos dans B si A = A. Si A est intégre,
on dit que A est intégralement clos (ou normal), si A est intégralement
clos dans son corps des fractions.

Lemme 14.1 i) A C B est une sous A—algébre

ii) A C A extension enticre

i) A= 4

Proposition 14.3 Soit A C B une extension, P C A[X] polynome uni-
taire. Si P = QR, Q, R € B[X] unitaires, alors les coefficents de QQ et R
sont entiers sur A.

Corollaire 14.2 (Lemme de Gauss) Soit A intégralement clos (A in-
tegre). Si P € A[X], P = QR, Q et R wunitaires & coefficients dans
Frac(A). Alors, Q et R sont a coefficients dans A.

Lemme 14.2 Un anneau factoriel est intégralement clos.

Proposition 14.4 A normal = A[X] normal.
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Définition 14.3 (Elements algébriquements liés) i) aq,...,a, €
A sont dits algébriqguement liés (sur K) si 3P € K[X;...X,,] tel
que P(ajy...an) =0, et algébriguement indépendants sinon.

ii) A est une extension algébrique pure de K si A = Kxy...z,], les z;
sont algébriqueent indépendants de A dans K.

Théoréme 14.1 (Normalisation de Noé&ther) Soit A une K-algébre
de type fini. Alors, il existe y1...yn, € A algébriquement indépendants sur
K tels que A est une extension finie de Kyi...yy].

Lemme 14.3 Soit A une K algébre de type fini engendrée par x1, ...,y
algébriquement liés. Alors, il existe ©4, ...,x.,_, € A tels que x,, soit entier

sur Al .., x ], et A= Allen], oo A" = [a, ., 4]

Lemme 14.4 Soit A C B une extension entiére d’anneaux intégres. Alors

A corps < B corps .

Théoréme 14.2 (Hilbert) Soit k un corps, k C K une k—algébre de
type fini. Supposons que K est un corps, alors k C K est une extension
entiere.

Corollaire 14.3 Supposons K = K. Alors, les idéaur mazimaux de
K[X1, ..., X,,] sont de codimension 1 et sont en bijection avec les points
de K", i.e. ils sont de la forme m, = (X1 — x1,..., X, — x,), 00 ¢ =
(21, .y xpy) € K™



15 Variétés algébriques affines

Définition 15.1 (partie algébrique, lieu d’annulation)

1. Une partie S C K™ est algébrique s’il existe une famille de polyndmes
(P))icr€ K[ Xy, ..., X,,]T, telle que

S={zxeK"|P(x1,...,x,) =0Vie I}

2. SiJ € K[Xy,...,X,] est un idéal, on définit son lieu d’annulation
dans K™ est l’ensemble algébrique

V(J)={xeK" | P(x1,...,2,) =0VP € J}
3. Si X C K", on lui associe l’idéal

I(X)={PeK[X,..,X,] | Plx)=0VYz € X}

Théoréme 15.1 (Hilbert) Soit K = K, alors I(V(J)) = V/J.

Lemme 15.1 Un systéme d’équations algébriques

Gl(xla ,l’n) =0

() g :
Gr(x1,.ryxn) =0

a coefficients dans K = K n’a pas de solutions dans K" si et seulement si
My, ... M, € K[Xq, ..., X,,] tels que

i=1

Définition 15.2 (Espace noetherien) Un espace topologique est
noetherien si toute suite d’ouverts Uy C Uy C ... est stationnaire.
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Lemme 15.2 L’espace (K", Zariski) est noetherien.

Définition 15.3 (Composante irréductible) Une composante irré-
ductible d’un espace topologique est une partie irréductible maximale.

Lemme 15.3 Soit X un espace topologique.
1. Les composantes irréductibles de X sont fermées, X est leur réunion.

2. Si X = FyU...UF,, F; fermée irréductible, F; ¢ Fj, i # j, alors les
F; sont les composantes irréductibles de X.

3. X mnoetherien = X n’a qu’un nombre fini de composantes irré-
ductibles.

Corollaire 15.1 Tout idéal radical de K[X,, ..., X, est intersection d’un
nombre fini d’idéaux premiers. (décomposition primaire)

Définition 15.4 (Dimension) 1. La  dimension  dun  espace
topologique Y est le sup des longueurs | des chaines F; & ... & Fy de
fermés irréductibles de Y .

2. La dimension de Krull d’un anneau A est le sup des longueurs [ de
chaines d’idéaux premiers P, 2 P_1 2 ... 2 P

16 Localisation

Définition 16.1 (Localisé) Soit A un anneau, et S une partie multiplia-
tive de A. Sur A x S, on définit la relation d’équivalence

(a,8) ~ (b,t) < r(at —bs)=0.
On note As ={% | a€ A, s € S}. Ag est appellé localisé de A.

a b a b _ att+bs ab _ ab
Lemme 16.1 1. %, 7 €As,0na %+ 7 =5 et 5.0 =19 et ces

définitions sont indépendants du choix des représentants.



2. +, . munissent Ags d’une structure d’anneau.
3.
can : A — Ag

a
a 1

est un morphisme d’anneauz canonique, vérifiant can(S) C A¥, et
est universel pour cette propriété : pour tout ¢ : A — B, ¢(S) C B*,
on aie un diagramme commutatif ¢ = cano f.

4. Ker(can) ={a€ A | 3s€ S, as =0} .

Lemme 16.2 1.
spec(Ag) —  spec(A)
P = can~1(p)
est une injection d’image {p € spec(A),pNS = 0}.
2. p C A idéal, on a p premier < S = A — p partie multiplicative.

Lemme 16.3 1.%,%6]\43,%614507&(1%4—%:%
et ©.7 = &% el ces définitions sont indépendants du choiz des
représentants.

2. +, . munissent Mg d’une structure de Ag-module.

can : M — Mg
moo—

est un morphisme de A—modules, ou l’action des éléments de S est
inwversible, et est universel pour cette propriété.

4. Mg ~As @4 M comme Ag module.

5. Ker(M — Mg)={meM | 3s€ S, sm=0}.

Lemme 16.4 S5i 0 - L — M — N — 0 une suite exacte de A-modules,
alors 0 — Lg — Mg — Ng — 0 est une suite exacte de Ag-modules. Le
foncteur de localisation peut étre vu comme un foncteur (induction de A
a As)
A —modules — Ag — modules
M — As @4 M

exact & droite. (= Lg — Mg — Ng — 0 exacte.)
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Théoréme 16.1 (Cohen-Seidenberg) Soit A C B eatension finie
d’anneaux. (< B un A—module de type fini.) Alors dimA = dimB.

Théoréme 16.2 1. dimK[Xy,...,X,,] =n.
2. SiK =K, dimK" = n.

Théoréme 16.3 (Cohen-Seidenberg) Soit A C B une extension finie
d’anneauz (i.e. B est un A—module de type fini). Alors, dim(A) = dim(B)

Corollaire 16.1 K corps = dim(K[X1,...,X,]) =n

Lemme 16.5 Soit Soit A C B une extension finie d’anneauz.
i) Vp € spec(A), Ip’ € spec(B), P NA=p.
ii) Vp' C p” € spec(B) tel que P NA=p"NB, onap =p’.
iii) p' € spec(B) mazimal < p' N A mazimal dans A .

Lemme 16.6 i) Sipy & pi & ... G pl est une chaine d’idéaux premiers
de B. Alors, les p; = p,N A forment une chaine strictement croissante
d’idéaux premiers de A.

ii) Sipo & p1 & ... & p est une chaine d’idéaux premiers de A. Alors, il
eziste une chaine Si py & p| & ... & p; d’idéauz premiers de B telle
que p; = AN pj Vi.

Définition 16.2 (Soit K C K(B) C L une extension de corps. Alors, B C |

Les éléments de B sont algébriquement indépendants sur K.
i) L est algébrique sur K(B).

Lemme-Définition 16.1 (Degré de transcendance) Soit K C L une
extension de corps telle que L = K(x1, ..., x,,). Alors :

i) L admet une base de transcendance sur K et elle est finie.

ii) Deux bases de transcendance de 1. ont méme cardinal, fini, appellé
degré de transcendance de K C L.



Proposition 16.1 Soit K un corps, A une K—algébre intégre de type fini,
alors dim(A) = degtrg (Frac(A))

Définition 16.3 (Variété algébrique) Soit K un corps algébriqguement
clos.

i) Une variété (algébrique) affine est un sous ensemble X C A,, (0w
A, = K" vu comme variété affine).
i1) Une fonction (polynomiale) sur X est la restriction d’un polynéme

de K[X1,..., X,] a X, Ualgébre des fonctions sur X est donc A(X) =
K[X1, ..., X, ]/I(X).

iii) Un morphisme de variétés affines est une application f : X =Y,
= fifm, [iX — A;, o chaque f; est uen fonction polynomiale
sur X.

Définition 16.4 (comorphisme) Le comorphisme d’un morphisme
de variétés affines, f : X — Y est le morphisme de A—algébres
o AY) = AX)

g = gof
des variétés affines sur K)

. (¢f : foncteur contravariant sur la catégorie
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