Fiche résumée du cours d’Analyse fonctionnelle'

1 Espaces vectoriels topologiques localement
convexes

1.1 Definitions premiéres

Définition 1.1 (espace vectoriel topologique ) On appelle espace
vectoriel topologique un R-espace vectoriel E muni d’une topologie
rendant continues

ExE — F tExR - K
(z,y) +— x+vy ¢ Nzx) = Az

Définition 1.2 (Semi-norme) Soit E un R-ev, on appelle semi-norme
sur E toute application p : E — R vérifiant

i) p(Az) = Al p(z), V(A\,z) ER x E.

i) p(z +y) < p(x) +py).
Soit P une famille de semi-normes, elle est dite séparante si p(x) =
OVpe P = z=0.

Définition 1.3 (espace vectoriel topologique localement convexe )
On appelle espace vectoriel topologique localement conveze tout espace vec-
toriel topologique dans lequel tout point posséde un systéme fondamental
de voisinages formé d’ensembles convezes.

Définition 1.4 (Topologie d’espace vectoriel topologique localement convexe )

La topologie d’espace vectoriel topologique localement convexe associée a
la famille de semi-normes P = (p;)ic; sur E R-espace vectoriel est celle
dont les ouverts sont les U C E tels que, Vx € E, 3J fini inclus dans I,
Ir > 0 tel que By(z,r) C U, ot l'on a défini

By(z,r)={y € E, pi(x —y) <rVie J}.

Lemme 1.1 Soit E un espace vectoriel topologique localement conveze de
topologie T definie par une famille P de semi normes, et soit q une semi
norme sur E, alors q est continue si et seulement si il existe C > 0,
ke N* et pi,....pr € P telles que

q<C sup p;.

i=1,....k

Théoréme 1.1 Soit E un espace vectoriel topologique localement conveze
, il existe une famille de semi-normes P sur E qui définit la topologie d’es-
pace vectoriel topologique localement convere de E ; E est en outre séparé
si la famille est séparante.

Théoréme 1.2 Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé dont la topologie est associée a la famille dénombrable séparante de
semi-normes P = {py }nen. Alors, la distance

o0

A(e,) = Y 5 inknly — 2).1)

n=0

est invariante par translation et métrise la topologie de E.

Définition 1.5 (Fréchet) On appelle espace de Fréchet tout espace
vectoriel topologique localement convexe séparé métrisable par une distance
invariante par translation et qui le rend complet. Cette édfinition équivaut
a dire que sa topologie peut étre définie par une famille dénombrable sé-
parante de semi-normes.

1.2 Notions séquentielles / Notions topologiques

Définition 1.6 (Convergence) E  espace vectoriel topologique
(Zn)nen€ EN, x € E, on dit que (x,) converge vers x, noté x, — x, si
pour tout voisinage U de 0, Ing, Yn > ng, €, —x € U. (z,)nen est de
cauchy si pour tout voisinage U de 0, il existe ng, Yn,m > ng, on ait
Ty — Ty € U. E est dit complet si toute suite de cauchy converge.



Définition 1.7 (Bornitude) E espace vectoriel topologique , B C E est
dite bornée si YU woisinage de 0, 3IX > 0, B C \U.

1.3 Applications linéaires continues

Lemme 1.2 Soient E, F' deux espace vectoriel topologique localement con-
vexe de topologies respectivement associées aux familles de semi-normes
P etQ, T:FE — F linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T est continue.
it) T est continue en 0.
i) Vg € Q, 3C, 3k, p1,...,pr € PF tels que

goT <C max p; sur B .
1=1...

Définition 1.8 (Opérateur linéaire borné) Soient E, I deux espace
vectoriel topologique , T : E — F linéaire T est un opérateur borné si
T(B) est borné dans dans F pour tout B borné de E.

Lemme 1.3 Soient E, F deux espace vectoriel topologique , T : E — F
linéaire. On a alors

T continue = T sequentiellement continue =— T borné.

Cf : Lemme de Schur

Théoréme 1.3 (Banach Steinhauss, principle of uniform boundedness)

E un Fréchet de topologie définie par P, F espace vectoriel topologique
localement conveze , (T;)icr € Le(E, F)N telle que Vg € Q, Yz € E, on
ait sup; q(T;(x)) < oo. Alors, ¥q € Q, 3C > 0, 3k, py,...,pr € PF tel que
Ve e E\Viel,

qoTi(z) < Cjznlaxkpj (z) .

Lemme 1.4 Soit E un espace vectoriel topologique , f € E*. On a alors
f continue = kerf est fermé.

Définition 1.9 (Topologie forte, faible-x) Soit E wun espace vecto-
riel topologique localement convexe séparé , E’ son dual topologique. La
topologie forte sur E’ est celle associée a la famille de semi-normes
(@B) 5 borné de r» 2% qB(f) = supp f. La topologie faible-xsur E' est la
topologie associée a la famille q, : [ — |f(x)|, ot x parcourt E. Ce sont
deux topologies d’espace vectoriel topologique localement convexe séparé sur
E'. on en déduit les modes de convergences associés. f, — [ fortement
dans E' si et seulement si qp(fn, — f) — 0, VB borné. f, — [ signi-
fie que fn(x) — f(x) pour tout v € E. On note xo(E', E) la topologie
faible-xsur E'. un systéme fondamental de voisinages de [ est donné par
{g € E', |g(z;) — f(z;)] < eVi}, € >0,21,..., 2 € EX.

Théoréme 1.4 xo(E', E) est la topologie la moins fine sur E' rendant
les projections continues.

Théoréme 1.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Soit E un espace vecto-
riel topologique localement convexe séparé , U un voisinage de 0, et
K={feF |f| <1 surU}. Alors, K est compact pour xo(E', E).

Proposition 1.1 E espace vectoriel topologique localement convexe sé-
paré sequentiellement séparable, i.e. possédant une partie dénombrable
séquentiellement dense. Soit p une semi norme continue sur F, et

K={feFE,|fl<p}.

Alors, la topologie faible-xest métrisable sur K.

Corollaire 1.1 FE espace vectoriel topologique localement convexe séparé
séquentiellement séparable, (f,) € E™ tq Ip semi-norme continue sur E,
|fn] < pVn. Alors, (f,) posséde une sous suite faible-x convergente.



1.4 Limites inductives d’espace vectoriel
topologique localement convexe

Définition 1.10 (Limite inductive) Soit (E;, T;)icr une famille d’evtlc
tels que E = UE; est un espace vectoriel. Par définition, la topologie
limaite inductive sur E des espace vectoriel topologique localement con-
vexe (E;,7;)ier est la topologie associée a la famille de semi normes

P = {semi — normes sur E,p g, est continue sur (E;,7;)} .

Théoréme 1.6 Soit (E,7) limite inductive des espace wvectoriel
topologique localement convexe (E;,7;). Alors, T est la topologie d’es-
pace vectoriel topologique localement conveze la plus fine sur E rendant
continues les injections canoniques E; — E, et ce Vi € I.

Lemme 1.5 (E,7) la limite inductive de (E;,7;), F espace vectoriel
topologique localement conveze , T € L(E, F), on a équivalence entre :

i) T € Lo(E, F).
ii) Tig, € Lo(Ey, F).

Proposition 1.2 Soit (E, 1) limite inductive de la suite d’espace vectoriel
topologique localement convexe (Ey,1y), vérifiant i) et ii). Alors,

i) Soit U un convexe symétrique, contenant 0, tel que U N Ey € 71 Vk.
Alors, U est un voisinage de 0 dans (E,T).

ZZ) T|Ek = Tk, Vk
iii) (Ex,Tr) est séparé ¥k, alors (E,T) est séparé.
i) Ey est fermé dans (E,T) Vk.

Corollaire 1.2 Si (Ey, ) complet pour tout k, alors (E,T) complet.

Corollaire 1.3 Munis de leur topologies usuelles, D(Q2), C.(£2), C" ()
sont complets.

Corollaire 1.4 Si (Ey, 1) est séquentiellement séparable pour tout k,
alors T l’est aussi.

Proposition 1.3 (E,7) limite inductive stricte de la suite d’espaces de
Fréchet (Ey, 1), alors T n’est pas métrisable.

Lemme 1.6 (E,7) limite inductive de la suite d’evtlc (Ey, ;) comme
précédemment. Si (Ey, 1) est métrisable Vk et si T est une forme linéaire
sur E, dire que T est continu éaquivaut o dire que T est sséquentiellement
continu. On en déduit que T € D*(Q)est une distribution. si et seulement
st T(pn) = T(p) des que @, — ¢ dans D(Q)

1.5 Théoréme de Hahn-Banach

Lemme 1.7 Tout ensemble ordonné non vide inductif posséde au moins
un élément mazimal.

Théoréme 1.7 (Hahn-Banach, forme analytique) F R-ev, p: E —
RT, p(Ax) = Ap(x), YA > 0,Vz € E, p(z +y) < p(z) + p(y). Soit G
un ssev de E, g € G* tq g(x) < p(x) Vo € G, alors, il existe f € E*,
fia = getf(x) < p(x), Vo € E.

Corollaire 1.5 E espace vectoriel normé , G ssev de E, g € G', alors il
eziste f € E', tq fic = .1 f|z=lgllc’ -

Corollaire 1.6 Soit E un espace vectoriel normé , xo € E, f € E' |

[fller= 1, et |f(zo)| =[lzoll -
Ainsi, pour tout © € E, ||z||= max{|f(x)|, || fllzz< 1} -

Corollaire 1.7 Soit E un espace vectoriel normé , o(E, E') est séparée.



Définition 1.11 (Séparation) Soit E un espace vectoriel topologique ,
A et B deux parties non vides de E, ANB =10, f € ' — {0}, a € R,
on dit que Uhyperplan fermé {f = a} sépare A et B si {f <a} D A, et
{f > a} D B. La séparation est dite stricte si les inégalités précédentes le
sont.

Lemme 1.8 E un espace vectoriel topologique , C' un ouvert convezxe,
xg € E—C, 3f € F telle que f(x) < f(xg),Vx € C.

Théoréme 1.8 (Hahn Banach, premiére forme géométrique) F
espace vectoriel topologique , A, B deux convezes non vides., d’intersection
vide. A ouvert, alors 3f € E’ telle que f(a) < f(b), V(a,b) € A x B.

Théoréme 1.9 (Hahn Banach, seconde forme géométrique) F
espace vectoriel topologique , A, B deux convexes mon vides., d’inter-
section vide. A compact, B fermé alors 3f € E' — {0} J= > 0, tels que
fla) < f(b) —¢, ¥Y(a,b) € A x B.

Corollaire 1.8 FE espace vectoriel topologique localement convexe séparé
, o(E,E") est séparée .

Corollaire 1.9 FE espace vectoriel topologique localement convexe séparé
, C' convexe fermé, alors C est l'intersection des demi espaces fermés les
contenant. En particulier, C est fermé pour la topologie faible.

Définition 1.12 (Point extrémal) E R-espace vectoriel C' conveze non
vide, x € C, on dit que x est un point extrémal de C (x € ext(C)), si
r=ty+(1—t)z,t€]0,1] = y=a =z, poury,z € C, ie si C —{z} est
conveze.

Proposition 1.4 E espace vectoriel topologique localement convexe sé-
paré , C convexe compact non vide, alors ext(C) # ().

Théoréme 1.10 (Krein-Milman) FE espace vectoriel topologique locale-
ment conveze séparé , C convexe compact, alors C = con(ext(C))

2 Introduction a la théorie des distributions

2.1 Quelques résultats préléminaires

Lemme 2.1 C.(2) est dense dans L'(2). pour f € L'(R?), on définit la
convolution de [ et g par

(fxg)(@) = /Rd flz—y)gy)dy, Yo € R

On peut verifier la commutativité, et f g € L',

1S > gllzrleql fllzllgl 2o

Lemme 2.2 Soit f € L'(R%), et g € LP(R?), alors pour tout x € RY,
y f(x—y)g(y) est L', fxg e LP(RY) avec

1f % gllze<[[fllzrllgllze -
Proposition 2.1 D(Q) est dense dans L'(1).

Lemme 2.3 (Partition de I’unité) Soit ' un compact de R? et
Uy, ..., Uk un recouvrement ouvert de I, il existe des fonctions C*° a sup-
port compact 01, ..., 05 vérifiant supp(0;) C U;, et > 0; = 1 sur un voisi-
nage de I'. On appellera partition de l'unité une telle famille 0+, ..., 0.
Lemme 2.4 (Mesure de surface) Soit f € C.(R?%), on a
1
f(@)do(x) = lim =Qs [VO(x)| f(x)dx, ot Qs = {P(x) > —0} .
o0 5§—0 (5
Théoréme 2.1 (Formule de Stokes) Soit Q un ouvert de classe C' de

R? et o € CLHRERY), on a

/ o(z).n(x)do(x) .
I9)



2.2 Définitions et propriétés premiéres des distri-
butions

Définition 2.1 (Distribution) On appelle distribution sur @ toute
forme linéaire continue sur l’espace des fonctions-test D(2), et l'on note
D'(Q) lensemble des distributions sur Q.

Lemme 2.5 Soit (¢, )nen€ D(Q)Y

Lemme 2.6 Soit f € L} (), alors {f} =0 dans D'(Q) si et seulement

loc

si f =0 presque partout.

Définition 2.2 (Egalité de distributions) Soit U un ouvert inclus
dans Q, xg € Q. On dit que Ty = Ty sur U si (Th,p) = (Tz,¢) pour
tout o € D(Q) telle que supp(p) C U. On dit que Ty et Ty sont égales
au voisinage de xq s’il existe un voisinage ouwvert de xo dans €2 sur lequel
T =1Ts.

Lemme 2.7 Soient Ty et Ty deux distributions sur Q. Si Ty et Ty sont
égales sur U au voisinage de tout point de 2, alors Ty = Ts.

Définition 2.3 (Support d’une distribution) Soit T € D'(Q2), on ap-
pelle support de T et 'on note supp(T) le complémentaire dans Q du plus
grand ouvert sur lequel T est nulle. On dit que T est a support compact si
son support est compact.

Proposition 2.2 Soit T € &'(2) alors la restriction o D(S) est une dis-
tribution a support compact. Réciproquement, si T est une distribution a
support compact, alors T se prolonge de maniére unique en une forme
linéaire continue sur &(§2).

Définition 2.4 (Distribution d’ordre fini) Soit T € D'(Q), etm € N,
on dit que T est une distribution d’ordre inférieur ou égal a m si et seule-
ment si pour tout compact K C 2, il existe une constante C' telle que

(T, )| < Csup sup [0%p(x)|,Yp € D(), supp(p) C K .

TEK |a<m]|

Proposition 2.3 Toute distribution a support compact est 4 support fini.

Définition 2.5 (Produit) Soit ¢ € &(Q) et T € D'(Y), on appelle pro-
duit de T et 1, et l'on note YT, la distribution définie par

T, ) = (T, ¢p), Vo € D(Q).

Définition 2.6 (Espaces de Sobolev) Soitp € [1,400], on définit I’es-
pace de Sobolev d’ordre 1,

WhP(Q) = {f € LP(Q) : 9;{f} € LP, Vi€ {1,...,d}} .

2.3 Convolution et régularisation

On note désormais ¢ la fonction z — @(—z) pour tout = € RZ On
définit alors
<Ta ¢) =(T,p),Yp € D(Rd) :
On définit également de translaté de T" par

(m T, ) = (T, )V € D(RY) .

Lemme 2.8 Soit ¢ € &R? x RNitelle que pour tout v > 0, il existe
M(r) > 0 tel que supp(p(.,y)) C Ba(M(r)) pour tout y € Bn(r) et soit
T € D'(RY). Lapplication y € RN — (T, ¢(.,y)) est de classe C sur RN
et l'on a

(T, ¢(.,y))) = (T, 8;‘»0("y)>7vo‘ € NN,Vy eRY

Lemme 2.9 (Lemme fondamental du calcul intégral) Soit T €

D'(RY), g € D(RY) et x € RY, on a :

(T, 1e0) = (T, ) = /0 (T, 14z Vp.x)dt .



Définition 2.7 (Convolution) Soit T € D'(RY), et g € D(R?). On
définit la convolée de T et de g comme la fonction C*( i.e.(T %1 g) €
E(RY)),

(T %1 9)(x) = (T, 7—,G) , Vo € R.

On définit également la convolée de T et g comme distribution (i.e
(T x2 g) € D'(R?)) par

(T %2 g,) = (T, g* ) , Yo € D(R?).

Lemme 2.10 Soit F € C.(R? x RY), et soit

fly) = /Rd F(z,y)dz, f-(y) = & Z F(ex,y),Ve > 0,Vy € R%.

zeG

Lemme 2.11 Soit T € D'(RY), et g € D(RY), on a {Tx1 g} =T 2 g.

Lemme 2.12 Soit T € D'(R%), g € D(R?) , et o € N%, on a alors
O (T*g) =0T g=T*0% .

Lemme 2.13 Soit T € D'(R?), g € D(R?), et o € N, on a alors

supp(T x g) C supp(T) + supp(g) .

Lemme 2.14 Soit T € D'(RY), et (p.). une famille régularisante, alors
T % p. converge vers T dans D'(RY) quand ¢ — 07.

Théoréme 2.2 Soit Q un ouvert de R?, alors D(S) est séquentiellement
dense dans D'(2).

Lemme 2.15 (De Dubois-Reymond) Soit T € D'(Q2) telle que VT
soit une fonction continue alors T est une fonction de classe C' et ses de-
rivées premiéres au sens des distributions et au sens classique coincident.

Lemme 2.16 Soit Q un ouvert conneze de R? et T € D'(Q) telle que
VT =0, alors il existe une constante C telle que T = {C'}.

2.4 Transformée de Fourier

Définition 2.8 (Transformée de fourier) Soit f € L' = LY(R"), la
transformée de Fourier de [ est la fonction notée f, ou

F()E) = f(6) = / ¢ f(z)d.

Rd

Lemme 2.17 Pour tout f € L', ona f € C° (i.e. f est continue et tend
vers 0 a l'infini), et

1£hoo <[If I+ -

Lemme 2.18 (Derivation et transformée de Fourier) Soit f € L!
telle que x; f € L', alors F(f) admet une dérivée partielle par rapport
§j et

Flzjf) =10;F(f) .

Soit f € L*(R?), telle que 0;f € L', alors

F(05f) =& F(f) -

Lemme 2.19 (Transformée de Fourier de la gaussienne) Soit 0 >

22

0, et fo(z) =e 20, Vo € R?, alors on a

ol

fo(€) = @n0)4/2e= "5 ve e R

Lemme 2.20 Soit f et g dans L', on a

[ e<seaerie= | ferglo+e)de, va e e,
R4 R4

et donc en particulier

/ F(€q(e)de = / F(6)g(€)dE, v € R
Rd Rd



Théoréme 2.3 (Inversion de la transformée de Fourier) Soit [ €
L' telle que f € L', on a alors

_ L[ wep
f(.’l?) - (27T)d /]Rd f(g)dg ’

si bien qu’en particulier f € CO(R?).

Proposition 2.4 (Formule de Parseval) Soit f € S, et g € L', alors
on a :

fg=@m~" | fi.
Rd Rd
En particulier, on a la formule de Plancherel, pour tout f € S :

1 1Z2= @m) I fl7 -

Proposition 2.5 L’application F est un automorphisme bicontinu de L?,
et on a la formule d’inversion :

FoF(f)=2r""f Vfe LR
Pour tous f et g dans L?, on a

(f.9)12 = 2m)"UF(f), Fl9))r2

et donc en particulier

I £llz2= 2m)~ 2| F(f)llz2 -

Définition 2.9 (Transformée de Fourier d’une distribution) Soit
T € S, on appelle transformée de Fourier et l’on note F(T) la distribu-
tion définie par

(F(T),¢) = (T, F(p)), Vo€ S.

Proposition 2.6 F est un automorphisme (faiblement) bicontinu de S’
et l’on a la formule d’inversion :

FoF(T)=(2m)'T, VT € S’
et pour tout a € N, on a

F(a°T) = il*lo>F(T), F(0°T) = il*l¢“F(T) .

2.5 Solutions fondamentales du laplacien

Théoréme 2.4 Soit d un entier > 3, et [ : x> |x|_d/2. Alors, on a
—Af = (d—2)sq400 dans D'(R?).
Pour d =2, on a g(x) = In(|x|), et

—Ag =276y dans D' (R?)

3 Espaces de Banach et topologies faibles

3.1 Topologie faible

Définition 3.1 (Topologie faible) La topologie faible sur E, notée
o(E,E") est la topologie la moins fine rendant continus les éléments de
E'.

Lemme 3.1 Soit X un espace topologique et p une application de X vers
E, alors ¢ est continue pour la topologie o(E, E') si et seulement si pour
tout f € E', f oy est continue sur X.

Proposition 3.1 Soit X € E,un systéeme fondamental de voisinages de x
pour o(E, E") est donné par les ensembles de la forme

Vesione =0 filz —y)l <e,vie {l,...k}}



Proposition 3.2 La topologie o(E, E') est séparée.

Proposition 3.3 Soit C un convezxe fermé de E, alors C est faiblement
fermé.

Lemme 3.2 (Mazur) Soit (z,)nen une suite convergeant faiblement
vers x dans E, alors il existe une suite (Yn)nen avec chaque y, combi-
naison convexe des xy, k < n, convergeant fortement vers x dans E.

Proposition 3.4 Soit f : E — R U {400} une fonction conveze s.c.i.
pour la toologie forte de E alors [ est s.c.i pour o(E, E"). En particulier,
si x, — x, alors

f(z) < liminf f(x,) .

3.2 Topologie faible-x

Définition 3.2 (Topologie faible-x) La Topologie faible-x sur E',
notée x — o(E",E') est la topologie la moins fine rendant contiues les
forames linéaires x — f(x) pour tout © € E. un systéme fondamental de
voisinages de f est donné par

Vear,oo = {9 € E', (g — f)(@:)| <&,Vi} .

Théoréme 3.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) La boule unité fermée de
E’, Bg: est compacte pour la topologie faible étoile.

Théoréme 3.2 (Krein Smulian) Soit E un espace de Banach, et C un
convexe de E' tel que C N rBg: soit fermé pour la topologie faible étoile
pour tout r > 0, alors C' est fermé pour la topologie faible étoile.

3.3 Espaces réflexifs

Définition 3.3 (espace reflexif) Un espace de banach E est dit
réflexif si l'injection canonique continue

J(@)(f) = f(x)

est surjective.

Lemme 3.3 (Helly) Soit E un espace de Banach, fi,..., [, dans E’ et
ai, ..., des réels, on a ’équivalence entre les assertions suivantes :

1. Pour tout € > 0, il existe x. € Bg tel que
‘fl(l‘g) — Oéi| <eg Vi=1,..,n.

2. Pour tout B1,...,5, € R™, on a

n
> Bic
i=1

<> Bifill -
=1

Lemme 3.4 (Goldstine) Soit E un espace de Banach, alors J(Bg) est
dense dans Bg pour la topologie o(E", E").

Théoréme 3.3 (Kakutani) Soit E un espace de Banach, alors E est re-
flexif si et seulement si By est compacte pour la topologie faible étoile/=.

Corollaire 3.1 Soit E un espace de Banachréflexif, et ' un sev fermé
de E, alors F' muni de la topologie induite par la topologie forte de E est

réflexif.

Corollaire 3.2 Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et
seulement si E' est réflexif.

Corollaire 3.3 Soit EY un espace de Banach réflexif et K une partie con-
vezxe fermée bornée de E, alors K est compacte pour fb.



Corollaire 3.4 Soit E un espace de Banach réflexif, C un convexe non
vide fermé de E, f : C — R U {+oc0} une fonction conveze s.c.i. non
identiquement égale a +oo, si C' est bornée ou si

f(z) = +o0 quand x € C, ||z||— +o0o .

Alors, il existe T € C tel que f(T) < f(z), Ve € C .

3.4 Espaces séparables

Définition 3.4 (Séparabilité) On dit que l’espace de Banach E est sé-
parable si et seulement si E posséde une partie dénombrable dense.

Proposition 3.5 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable
alors E est séparable.

Corollaire 3.5 Soit E un espace de Banach , alors E est réflexif et sé-
parable si et seulement si E' est réflexif et séparable.

Théoréme 3.4 Soit E un espace de Banach, alors E est séparable si et
seulement si la trace de la topologie faible étoile sur Bg: est métrisable.

Proposition 3.6 Soit E un espace de banach, si E' est séparable, alors
la trace de la topologie faible sur Bg est métrisable.

Corollaire 3.6 Soit E un espace de Banach séparable, et soit (), une
suite bornée de E', alors (fn)nen posséde une sus suite qui converge pour
la topologie faible étoile.

Théoréme 3.5 Soit E un espace de banach reflexif, et (x,,)nen une suite
bornée de E, alors (x,,)nen posséde une sous-suite qui converge faiblement.

3.5 Espaces uniformément convexes

Définition 3.5 Soit E un espace de Banach, on dit que E est uniformé-
ment conveze si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour tout x et y
dans B si ||x — y||> ¢, alors

r+vy
2

[<1-46;.

Théoréme 3.6 (Millman ) Tout espace de Banach uiformément con-
vexe est réflexif.

Théoréme 3.7 Soit E un espace de Banach uniformément conveze et
(Zn)nen une suite convergeant faiblement vers x© dans E, si ||x,|| converge
vers ||x|| alors (z,)nen converge fortement vers x dans E.

typo dans la def 3.5 du 3.5 : 2 fois "dit"

4 Opérateurs linéaires, opérateurs compacts

4.1 Généralités

Lemme 4.1 Soit T € (E,F), alors Im(T) est fermé si et seulement si

Im(T) = Ker(T*)* .



4.2 Conséquences de la théorie de Baire

Théoréme 4.1 (Banach Steinhaus, principle of uniform boundedness)
Soit E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé et (f;);cr une
famille d’éléments de (E, F). Si

Vo € B, supicr|| fi(z)| < o0,

alors
supier || fill (g, 7)< 0o

Théoréme 4.2 (Application ouverte) Soit E et F deux espaces de
Banach et soit f € (E,F) surjective. Alors, [ est une application overte
au sens ou l'image directe de tout ouvert est également un ouvert.

Théoréme 4.3 (Continuité de I'inverse de Banach) Soient E et F
deuz espaces de Banach, et f € (E, F) une bijection, alors f~1 € (F, E).

Théoréme 4.4 (Graphe fermé) Soit E et F' deuz espaces de Banach,
f € L(E,F) tel que le graphe de f soit fermé dans EXF, alors f € (E, F).

Proposition 4.1 Soit E un espace de Banach et f € (E) telle que
| fll(gy< 1, alors id + f est inversible, avec

(id+ )7 =D (DN~

0
4.3 Opérateurs compacts, alternative de Fredholm

Définition 4.1 (Opérateur compact) Soit T € (E,F) on dit que T est
un opérateur compact si et seulement si T(Bg) est relativement compact.
On note KK(E, F') Uensemble des opérateurs compacts de E vers I et K(E)
l’ensemble des endomorphismes compacts de E.
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Lemme 4.2 K(E, F) est un sous espace vectoriel fermé de (E, F').

Proposition 4.2 Soit E et F' deuz espaces de Banach et T € K(E, F)
alors si (xy)nen est une suite convergeant faiblement vers x, Tx,, converge
fortement dans F vers Tx

Théoréme 4.5 Soit T € K(E, F), alors T* € K(F', E"). Réciproquement
,si T* X (F' E'), alors T € K(E, F).

Lemme 4.3 (Riesz) Soit E un espace vectoriel normé , et F' un sous
espace vectorielle> fermé strict de E, pour tout ¢ € (0,1) , il existe u € E
tel que ||ul|=1 et d(u, F) > 1 —e¢.

Théoréme 4.6 (Alternative de Fredholm) Soit T € K(E), alors on
a

1. ker(I —T) est de dimension finie.
2. Im(I —T) est fermé et

Im(I —T) = (ker(I —T*))™* .

3. ker(I —T) = {0} si et seulement si Im(I —T)=FE
4. dimker(I —T) = dimker(I —T%).

4.4 Décomposition spectrale des opérateurs com-
pacts autoadjoints

Définition 4.2 (Ensemble résolvant d’une application linéaire)
On appelle ensemble résolvant d’une application linéaire T, noté p(T), est
donné par

p(T) ={N € R: T — A bijective } .



Proposition 4.3 Soit T € (F) le spectre de T est un ensemble compact
inclus dans Uintervalle [—||T|, ||T|] -

Théoréme 4.7 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et soit
T € K(E), alors on a :

i) 0eo(T),
ii) o(T) — {0} = VP(T) — {0} .

iii) L’une des situations suivantes : Soit o(T) = {0}, ou o(T) — {0} est
fini, soit o(T) — {0} est une suite qui tend vers 0.

Lemme 4.4 Sous les mémes hypothéses que ci dessus, soit (N\,), une
suite d’éléments tous distincts de o(T) — {0}, alors A\, = 0

Définition 4.3 (Application autoadjointe) Soit H un espace de
Hilbert et T € (H), on dit que T est autoadjoint si T* =T, i.e. si

(Tu,v) = (u, Tv),Yu,v € H x H .

Proposition 4.4 Soit H un espace de Hiblert, et T € (H) un opérateur
autoadjoint, on pose

m = inf{(Tw,u),u € H,normu < 1}, M = inf{(Tu,u),u € H,normu < 1},

aors o(T) C [m, M],et(m, M) € o(T)? .

Théoréme 4.8 (Théoréme spectral pour les opérateurs compacts autoadjoints)

Soit H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur compact autoad-
joint de H, alors il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs
propres de T.

5 Espaces L

5.1 Rappels d’intégration

Théoréme 5.1 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit (f,,)nen
une suite croissante d’éléments de L'. Si sup fn frn < 00, alors (fn)nen
converge presque partout vers f = sup, f.. De plus, f € L', et
| fr = fllLi— 0 quand n — oo

Lemme 5.1 (Fatou) Soit (f,)nen une suite de fonctions L' telles que
chagque f, est positive, et sup,, fn < co. Alors

/liminff < liminf/f.

Théoréme 5.2 (Convergence dominée, Lebesgue) Soit (f,)nenune
suite de L'. Si pour presque tout x, (fn(z)) converge vers f(x), et qu’il
existe une fonction positive g, intégrable, telle que pour tout n, |f.| < g,
alors f € L' et f, — f dans L'.

Lemme 5.2 (Densité des fonctions continues a support compact)
Soit f € L*(Q), pour tout e > 0, il existe g € C.(Q) telle que || f —g|[1 < e.

Théoréme 5.3 (Densité des fonctions C° a support compact)
Soit f € LY(Q), pour tout ¢ > 0, il existe g € CX(Q) telle que
1f=gll<e

Théoréme 5.4 (Fubini) Si f € L'(Q x U), alors pour presque tout x,
f(z,y) € L?IJ(U) et fU flx,y)dy € LL(Q), et on a

/Q/Uf(a:,y)dxdy:/ﬂ(/Uf(x?y)dy> de.



Théoréme 5.5 (Tonelli) Si pour presque tout x, f(z,.) € L,!lj(U), et

/Q(/U|f(x,y)|dy) dz < 400,

, alors f € LY(Q x U).
5.2 Propriétés élémentaires des espaces L”

Théoréme 5.6 (Inégalité de Holder) Soit f € L?, et g € L¥, alors
fge L', et
gl <l fllzrllgll o -

Théoréme 5.7 Soit p € [1,+00], LP(2) est un espace vectoriel et ||.||L»
est une norme sur LP(2).

Théoréme 5.8 LP(2) est un espace de Banach pour tout p, 1 < p < oo.

Proposition 5.1 Soit (f,)nen une suite de LP et f € LP. Si f,, converge
vers [ dans LP, alors (f,) posséde une sous-suite qui admet une majorante
LP et qui converge vers [ presque partout.

5.3 Dualité, reflexivité, séparabilité

Lemme 5.3 (Inégalité de Clarkson) Soit p € [2,+o0], pour tout f et
g dans LP, on a

f+yg f—g 1
l 5 7+l 5 IIiPSQ(IIfH’ierIIgIIIip)-

Lemme 5.4 LP est uniformément conveze pour 2 < p < o0
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Lemme 5.5 (Inégalité de Hanner) Soit p €]1,2], pour tout [ et g
dans LP, on a :

e +lglee)” + Al =llgllze " <ILf + gl7o+1f — gll70-
Lemme 5.6 LP est uniformément convexe pour 1 < p < 2.
Théoréme 5.9 Pour tout p €]1,00[, LP(Q2) est uniformément conveze.
Théoréme 5.10 LP(Q)) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +o0.

Théoréme 5.11 Soit p €)1, +0o0|, (f,) une suite de LP(Q) et f € LP(Q).
Si (fn)nen converge faiblement vers f dans LP et si

tim| £, |=] .

alors (fn)nen converge fortement dans LP vers f.

Théoréme 5.12 (Représentation de Riesz) Soit p : 1 < p < oo, et
soit v € (LP(Q)), alors il existe un unique u € LP tel que

(o0 f) = / uf,¥f € L(9).

de plus, on a
lell ey =lleLe |l

Théoréme 5.13 Soit ¢ € (L1(Q)), alors il existe un unique u € L™ tel
que

(o0 f) = /Q uf vf € L)

et de plus, on a
lellry=llullz~ -

Théoréme 5.14 Soit p € [1,400[, D(2) est dense dans LP().



Théoréme 5.15 LP(Q) est séparable pour tout p € [1,00].

Théoréme 5.16 Toute suite bornée de L () posséde une sous-suite
convergente pour la topologie faible-* o(L>, L').

Théoréme 5.17 L'(Q) et L>(Q) ne sont pas réflexifs.

Lemme 5.7 Soit E un espace vectoriel normé . S’il existe (O;);c; une
famille d’ouverts non vides de E, avec I non dénombrable, et O;NO; = 0,
alors E n’est pas séparable.

Proposition 5.2 L™ n’est pas séparable.

5.4 Compacité dans L?

Théoréme 5.18 Soit p €]1,+oo[. Toute partie bornée de L est faible-
ment relativement compacte. Toute suite bornée de LP posséde une sous
suite qui converge faiblement o(LP, LP").

Théoréme 5.19 Toute partie bornée de L™ est faiblement-x relativement
compacte. toute suite bornée de L posséde une sous-suite qui converge
faiblement-+ o(L>=, L').

Théoréme 5.20 (Compacité de Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit
p € [1,00], et F une partie bornée de LP(Q). Si d’une part pour tout
e >0, et pour tout w CC Q il existe § : 0 < § < d(w,R? — Q) tel que

sup||[Taf — fllor)< e, Vh € R 1 |h| <4,
fer

et d’autre part pour tout e > 0 il existe w CC Q) (i;e. w ouvert, W compact
et inclus dans Q) tel que

sup|| fllzr@-w)< €
feF

alors F est relativement compact dans LP(§2).
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5.5 Compacité faible dans L'

Définition 5.1 (Uniforme intégrabilité) Soit Q un ouvert borné de
R? et F une partie bornée de L'(QY), alors F est dite uniformément inté-
grable si Ve > 0,35 > 0 tel que

/ |f| <e, pour tout f € F et tout A C Q tel que |A| <.
A

Théoréme 5.21 (Dunford-Pettis) Soit Q un ouvert borné de R? et
F une partie bornée de L'(QY), alors si F est uniformément intégrable,

de toute suite de F, on peut extraire une Sous-suite convergeant pour
o(LY, L>).

Lemme 5.8 (Biting lemma) Soit Q un ouvert borné de R? et (fn)nen
une suite bornée de L*(Q). Il existe une suite décroissante d’ensembles
mesurables (Ey) telle que |Ex| — 0 et une sous suite de (fn)nen, (fny)
tels que (la—g, fn,) soit uniformément intégrable.

6 FEspace de mesures

6.1 Rappels sur les espaces de fonctions continues



Théoréme 6.1 (Ascoli-Arzela) Soit (K,d) un espace métrique com-
pact, et F une partie bornée de C'(K) uniformément équicontinue, c’est a
dire vérifiant : pour tout ¢ > 0, il existe § > tel que pour tout (v1,72) € K?
st d(zq1,x2) < 6 alors

|f(z1) — f(z2)| <e,Vf € F.

Alors F est relativement compacte dans C(K).

Proposition 6.1 (Lemme d’Urysohn) Soit (X,d) un espace locale-
ment compact (¢’est a dire dont tout point posséde un voisinage compact),
soit K une partie non vide compacte de X et V un ouvert contenant K
alors il eziste f € C.(X) tel que xx < f < xv.

Proposition 6.2 (Partition de 'unité) Soit (X,d) un espace locale-
ment compact, K wune parie compacte de X et Vi,...,V, un recouvre-
ment ouvert de K. Il existe gi,...,9n, € Co(X)™ vérifiant 0 < g; < 1,
supp(gi) C Vi et

Zgi(x) =1Vee K.
i=1

la famille g, ..., gn s’appelle partition de [’unité subordonnée au recouvre-
ment V1,...,V, de K.

Théoréme 6.2 (Prolongement de Tietze) Soit (K,d) wun espace
métriqgue compact, F un fermé de K, et f € C(F), alors f admet un
prolongement continu a K.

Théoréme 6.3 Si (K, d) est un espace métrique compact alors C(K) est
séparable.

6.2 Théoréme de Riesz et mesures de Radon dans
le cas compact
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Définition 6.1 Soit (X, d) un espace métrique et j une mesure borélienne
sur X, alors p est dite réguliére si pour tout A € Bx on a

w(A) = inf{u(0O) : O ouvert, A C O}

et
w(A) = inf{u(K) : K compact, K C A} .
Si (X, d) est compact, et u est une mesure borélienne finie alors la forme

linéaire T, définie par

T, (f) = /X fdu,¥f € C(X)

est continue (|T,)(f)| <||flln(X) ) et positive dans le sens o T,,(f) > 0
pour tout f > 0. Comme on a T,(1) = u(X) on a

1T llcxy = u(X).

Théoréme 6.4 (Representation de Riesz, cas compact et positif)
Soit (X, d) un espace métrique compact et T une forme linéaire continue et
positive sur C(X). Il existe une unique mesure borélienne finie et réguliére
wosur X telle que T ="1T,.

Corollaire 6.1 Toute mesure borélienne finie sur un métrique compact
est réquliére.

Définition 6.2 (Mesure de Radon) Soit (X,d) un espace métrique
compact, on appelle mesure de Radon sur X toute forme linéaire con-
tinue sur C(X). On note M(X) = C(X)' l'espace des mesures de Radon
sur X et pour tout T € M(X) :

1Tl mco) =T llcx) = sup{T(f), f € CX), [[fl<1}.

Proposition 6.3 Soit (X, d) un espace métrique compact et T une mesure
de Radon sur X. Définissons pour tout f € C(X), f >0 :

T*(f) =sup{T(g) : g€ C(X),0<g < f},

T(f)=—inf{T(g9) : g€ C(X),0<g< [},



et, pour tout f € C(X) (en posant f+ = max(f,0), et f— = max(—f,0)) :
THH =T (f+) =T(f-), T-(N) =T~ (f+) =T~ (f-) .

Alors, T* et T~ sont deuzr mesures de Radon positives (appelées respec-
tivement partie positive et partie négative de T). On a T =T + —T~,
et

1Tl mco=IT e HIT lme)=T1) =T7(1) .
De plus, la décomposition de T =TT — T~ est minimale, en ce sens que

si T = Ty — Ty, avec Ty et Ty deuxr mesures de Radon positives, alors
T, >TF, et Ty >T.

Théoréme 6.5 (Théoréme de representation de Riesz, cas compact)

Soit (X, d) un espace métrique compact, et T une mesure de Radon sur
X, alors il existe deux mesures boréliennes positives finies py et ps telles
que T'="T,, —T,,. En outre, il existe une unique représentation sous la
forme précédente vérifiant

1T | amexy= pa(X) + p2(X) .

Lemme 6.1 Soit ;1 une mesure signée sur le compact (X,d), de partie
positive uy et de partie négative p_. Alors, uy et pu_ sont étrangéres : il
existe un borélien A de X tel que pi(A) = p(X), et p—(A) =0. (i.e. ces
deux mesures sont portées par des mesures de support disjoints)

6.3 Mesures de Radon dans le cas localement com-
pact

Théoréme 6.6 (Représentation de Riesz, cas non compact) Soit
T une mesure de Radon sur X, alors il existe un couple de mesures
boréliennes (positives) 4 et p_, finies sur les compacts de X telles que

T(f) = /X Fdu, - /X fdu_,f € Cu(X).

NB : Manque un “un” dans le théoréme
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Proposition 6.4 Soit (T,,) une suite de mesures de radon sur X telles
que (T,,(f))n est bornée pour tout f € C.(X), alors il existe une mesure
de Radon T et une sous-suite (T, ) de (T},) telles que

T (f) = T(f),Vf € Ce(X) .
NB : un “de* en trop dans la prop

Définition 6.3 (Convergence vague) Si  (n)neny €t sont des
mesures signées sur X, on dit que (u,) converge vaguement vers
st

/ fdun, —>/ fdu,Vf e C.(Q) .
X X
NB : converge vers p

Lemme 6.2 Soit T une forme linéaire positive sur Co(X), alors T est
continue.

Lemme 6.3 Soit T € Co(X'), il existe un unique couple (T+,T~) de
formes linéaires positives sur Co(X) telles que T =T+ —T7, et

ITlexy=IT ey +HIT ey

Théoréme 6.7 (Représentation de Riesz, cas non compact, dual de Cy(.

Soit T € Co(X), alors il existe un couple de mesures boréliennes positives
finies py et p_, telles que

T(f) = /X Fdu, - /X fdu_, ¥f € Co(X).

NB : manque "un“ dans le thm 6;7

Définition 6.4 (Convergence étroite) On dit qu’une suite de mesures
(finies) (muy,) sur X converge étroitement vers une mesure (finie) pu sur
X si

/deun - /X fdu,Vf € Cyp(X) .

Théoréme 6.8 (Prokhorov) Soit (fin)nen une suite de mesures posi-
tives sur X, si p,(X) est bornée et si (u,) est tendue, dans le sens ou
pour tout € > 0, il existe un compact K tel que

sup fin (X — K) <e,

alors (fn)nen posséde une sous suite qui converge étroitement vers une
mesure finie.



6.4 Théoréme de Radon-Nikodym, désintégration
des mesures

Théoréme 6.9 (Decomposition de Lebesgue) Soit (X, B) un espace
mesurable, v une mesure positive o-finie et p une mesure signée finie sur
(X, B). Il existe un unique couple (f,p*) tel que f € L'(v), p° est un
emesure signée finie, et

dp = fdv+dp’®, avec p’®lv .

Théoréme 6.10 (Radon-Nikodym) Soit (X,B) un espace mesurable,
v une mesure positive o-finie et 1 une mesure signée finie. Si < v alors,
il existe un unique f € L*(v) tel que du = fdv.

Lemme 6.5 Soit f : E — RU {+o00}, convexe sci propre, alors [* est
convexe sci propre sur E*

Théoréme 6.12 (Dualité de Fenchel-Rockafellar) Supposons qu’il
existe xo € E tel que f(xg) < +oo et g est continue en A(xg), et que
UVinfimum inf.cg{f(x) + g(Az)} soit fini. Alors, on a

Jnf 1 (@) + g(Av)} = max{—f"(=A"p) — g"(p)}-

Théoréme 6.13 (Dualité de Kantorovich)

min / clx,y)dy(z,y) = sup /(pdu—l-/ Wdv .
yelllwv) Jx xy () EC(X)XC(Y):p@pp<cJ X Y

Théoréme 6.11 (Desintégration d’une probabilité par rapport a ’une de ses margebforéme 6.14 Soit (X, d) un métrique compact. Pour tout p > 1, W,

Soient Xy et Xy des espaces métriques compacts munis de leur tribu
borélienne. Soit v une mesure borélienne de probabilités sur X, x Xo, et
W= m17, alors il existe une famille de mesures de probabilité ("), cx,
mesurable, au sens ot x1 — V¥ (Az) est u-mesurable pour tout Ay € By et
telle que v = y** @ p, i.e.

V(A1 x Ag) = / Y (Ag)dp(z1), VAL € By, Ay € By .
Ay

Lemme 6.4 (Dudley’s gluing Lemma) Soit X;,i = 1...3 des espaces
métriques compacts munis de leur tribu borélienne, et p; une mesure boréli-
enne de probabilité sur X;. Soit v12 (resp. va23) une mesure borélienne de
probabilité sur X1 x Xo (resp. Xo x X3 ) de marges 1, pa (resp po, pis),
alors il existe une mesure de probabilités v sur X, x Xo x X3 telle que
127 = Y12 €l M2z = Ya3.

6.5 Dualité convexe et transport optimal

On considére A € (E, F). Pour une fonction convexe fE — RU{+oc0},
on définit

[ (q) = sgg{@, z)— f(x)},Vqg e E .
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est une distance sur /\/lf, ensemble des mesures de probabilités sur X.
De plus, si (fin)nen et p appartiennent @ M (X)), alors (pin)nen converge
faible * vers p si et seulement si Wy (fin, ) — 0, n — oco.

7 Espaces de Sobolev et EDPs elliptiques linéaires

7.1 Cas de la dimension 1

Soit p € [1,00], I un intervalle ouvert de R, on définit
WHP(I) = {u e LP, 3g € Lp,/w’ - —/g%\ﬂp € C (D)}
I I

On note également H' = W2,

Théoréme 7.1 WP est un espace de Banach. WP est reflexif pour
1 < p < oo, et séparable pour 1 < p < co. H' est un espace de Hilbert
séparable.



Théoréme 7.2 Soit u € WP alors u admet un représentant que nous
noterons encore u € C(I) tel que

u(y) — u(x) :/ o (t)dt, Y,y dans I* .

Proposition 7.1 Soit uw € LP, avec 1 < p < 00, on a alors les équiva-
lences entre :

i) u € Whp

i1) il existe une constante C telle que

I
I

iii) 1l eziste une constante C telle que pour tout owvert w CC I et tout
h € R tel que |h| < d(w,R — 1), on ait

< Ollgllpe, Vo € Ce(I) -

HThu — u”Lp(w)S C |h‘ .

De plus, on peut choisir C =|u'||rr dans les assertions ii et iii.

Théoréme 7.3 (De prolongement) Il existe un opérateur linéaire con-
tinu P : WYP(I) — WLP(R) tel que Pu |;= u, pour tout u € WhP(I).

Théoréme 7.4 (De densité) Soit p € [1,00[, et u € WHP(I), il existe
(un)nen€ D(R)N tel que uy, |1 converge vers u dans WP (I).

Théoréme 7.5 (Injections de Sobolev de dimension 1) Soit I un
intervalle ouvert de R, il existe une constante C = C(I) (indépendante
de p) telle que pour tout p € [1,00], et tout u € WHP(I), on ait

[ull e < Cllullwrr -

Autrement dit, WHP(I) C L™ avec injection continue. Si de plus I est
borné, alors

i) Pour tout p > 1, Uinjection WP C C(I est compacte.
ii) L’injection W(I) C Li(I) est compacte pour tout q € [1,00].
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Corollaire 7.1 Si I est non borné, 1 < p < oo, et u € WHP(I), on a
u(z) — 0, pour |x| — oo, x € I.

Proposition 7.2 Soit 1 < p < oo, u et v dans WHP(I), alors uv €
WP (1) avec (uwv)' = wv’ + u'v, et on a la formule d’intégration par par-
ties

/ ff = / "ot uly)oly) — u@)o(z), V(ey) € T

Théoréme 7.6 Soit u € W1,p(I), alors u € Wy'*(I) si et seulement si
u=0 sur dl.

Proposition 7.3 (Inégalité de Poincarré) Supposons I borné. Alors,
il existe une constante C' telle que

lullwis< Cll|| Lo, Vu € Wy (I).

7.2 Définitions et propriétés premiéres en dimen-
sion quelconque
On généralise les espaces de Sobolev & R?, et on les munit de la norme
[ullwso=lullo+16ul Lo, Yu € WP

On définit sur H' le produit scalaire

langleu,v) = / (uv + Au.Av).
Q

Théoréme 7.7 WP est un espace de Banach. W'P est reflexif pour
1 < p < oo, et séparable pour 1 < p < oo. H' est un espace de Hilbert
séparable.

Théoréme 7.8 (De densité de Friedrichs) Soit p € [1,00[, et u €
WP (), il eziste (up)nen€ D(R)N tel que u, |q converge vers u dans
LP(Q) et Auy, |, converge vers Au |, dans LP(w) pour tout w CC .



Proposition 7.4 Soit u € LP, avec 1 < p < o0, on a alors les équiva-
lences entre

i) u € Whp

i1) il existe une constante C telle que

I

iii) 1l existe une constante C telle que pour tout ouwvert w CC I et tout
h € RY tel que |h| < d(w,R —Q), on ait

< Cllelle, Ve € Co(I),Vi .

[Thu — ullLo )< C'lA].

De plus, on peut choisir C =||u'||1r dans les assertions ii et iii.

Théoréme 7.9 (De prolongement) Soit Q un ouvert réqulier de R?
de frontiére bornée. Alors, il existe un opérateur linéaire continu P :
Whr(Q) — WUP(RY) et une constante C > 0 tels que pour tout
u e WHP(Q), on ait Pu |o= u, pour tout u € W'P(Q), ||Pul 1rgs)<
Cllullze() » et enfin | Pully1oway< Cllullwisq)

Proposition 7.5 Soit Q un ouvert régulier de R%, p € [1,+oo|, et
u € WHP(Q). Alors, il eviste (un)nen€ DR tel que u, |o converge
vers u dans WP ().

7.3 Injections de Sobolev

Lemme 7.1 Soit fi,..., f4 € LYY (RIY), pour tout x € R eti =1, ...,d,
on pose x_; le vecteur x moins sa i — me coordonnée. Posons

fa) =] fi(z—s), Vo e R?.
On a alors f € L'(RY), et

1o @ay< TTill o o -
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Théoréme 7.10 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < d,
on a alors W'P(R?) C LP", avec p* défini par

De plus, linjection précédente est continue et plus précisément, il existe
une constante C' telle que

lull Lo» < Cll Aul| e, Yu € WHP(RT) .

Corollaire 7.2 Soit 1 < p < d, on a alors WHP(RY) C LY(R?) avec
injection continue pour tout q € [p, p*].

Proposition 7.6 (Cas limite p = d) W14(R?) C L4(R?) avec injection
continue pour tout q € [d,+o0].

Théoréme 7.11 (Morrey) Soit oo > p > d, on a alors WHP(R?) C
L>(R%) avec injection continue. De plus, si u € WIP(RY), u admet un
représentant continu (encore noté u) et plus précisément, il existe une
constante C' telle que

lu(z) — u(y)| < CllAullLeylz — y|* Yo,y € R x R?

pour a =1—d/p.

Théoréme 7.12 Soit d > 2, Q un ouvert de R? régulier tel que 0 soit
borné et p € [1,400]. On a

i) Sip < d, WhP(Q) C L%Q) avec injection continue pour tout
q € [p,p*], avec p* défini comme précédemment.

i) si p = d, WHP(Q) C L9(Q), avec injection continue pour tout
q € [d,o0]

i) Pour p > d, WHP(Q) C L>() avec injection continue.

Théoréme 7.13 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert régulier et
borné de R% et p € [1,00]. On a :



i) Si p < d, WHP(Q) C L4(Q) avec injection compacte pour tout
q € [1,p*], avec p* défini par

=
*

SIS

Q-

i) si p = d, WHP(Q) C L), avec injection compacte pour tout
q € [1,00]

ii) Pour p > d, WYP(Q) C L>(Q) avec injection compacte.
7.4 Espace WW,” et traces de fonctions WW'?

Lemme 7.2 Soit p € [1,00[, et Q = R x R}.. Il existe une constante
C telle que pour tout u € CH(R?), on ait

1/p
([, weopa) < cluw.
RI—1

Proposition 7.7 Soit p € [1,00] et Q un ouvert régulier de R? tel que O
soit borné (pour simplifier). il existe une constante C telle que pour tout
u € CHRY), on ait

1/p
||U||LP(8Q)3: (/39 \U(aj)|1’ do(as)) < CHU”WLP(Q) .

Théoréme 7.14 (Théoréme de trace) Soit p € [1,00[ et Q un ouvert
régulier de R?, alors il existe un opérateur (dit de trace) y linéaire continu
de WHP(Q) dans LP(0R) tel que yu = u |pq pour tout u € CL(Ry).

Proposition 7.8 (Inégalité de Poincaré) Soit p € [1,00] et Q un ou-
vert borné dans une direction.Alors, il existe une constante C' telle que
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7.5 Formulation variationnelle de quelques prob-
lémes aux limites

Théoréme 7.15 Soit f € H *(Q) (dual topologique de H}(R)), I'équa-
tion

—Au+u=f dans Q, u =0 sur 01,

posséde une unique solution faible w € H}. De plus, u est l'unique min-
imiseur de la foncitonnelle J définie sur Hi par

J(v) = {v,0) = f(v) .

Théoréme 7.16 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue coercive (i.e a(v,v) > C(v,v)), et f € H'. Il
existe un unique uw € H vérifiant

a(u, @) = f(v), Vo € H .

Si de plus a est symétrique, alors u est l'unique minimiseur sur H de la
fonctionnelle J définie par

J(v) = %a(v,v) — f(v),Vv e H.

Théoréme 7.17 (Stompacchia) Soit H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive, K un convexe fermé non vide de
H et f € H'. il existe un unique u € K vérifiant

a(map—u)Zf(go—u), V@EK-

Si de plus a est symétrique, alors u est ['unique minimiseur sur K de la
foctionnelle J définie par

J(v) = %a(v,v) — f(v),Yv e H.



7.6 Principe du maximum et régularité elliptique

Théoréme 7.18 (Principe du maximum, cas sans dérive) Soit
un ouvert régulier de R%, ag > 0, ag € L™, a;j € L vérifiant la condi-
tion d’ellipticité

> ai(@)pip; = Clpl*,
)
fe H Q) et uec HY(Q) solution faible de ’équation

- Z 0j(a;,j0;u) + agu = f dans Q.

1<ij<d

Si f >0 et siulga>0, alors u >0 sur Q.

Théoréme 7.19 (Principe du maximum, cas avec dérive) Soit €
un ouvert borné et régulier de R?, ag >0, ag € L™= , a; € L™, a;; € L™
vérifiant la condition d’ellipticité

> ai(@)pip; = Clpl?,
)
fe H Q) et uec HY(Q) solution faible de I’équation

d
- Z 9j(ai j0iu) + Z a;0;u + agu = f dans Q.

1<i,j<d i=1

Si f >0 etsiulpn>0, alors u >0 sur ).

Corollaire 7.3 Sous les hypothéses du théoréme précédent, le probleme de
dirichlet

d
- Z 0j(a; j0;u) + Zaﬁiu +agu = f dans Q, u |po="0

1<i,j<d i=1

posséde une unique solution pour tout f € L*().
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Théoréme 7.20 Supposons que Q@ = R ou Q = RI7! x R%, soit
a;; € WHe(Q) vérifiant la condition d’ellipticité précédente, f € L*(Q)
et u € HE(Q) solution faible de ’équation

- Z 0j(a; j0;u) +u=f dans Q.

1<i,j<d

Alors u € H?(Q) et il existe une constante C (indépendante de f!) telle
que :

lull 2 < Cll fllz2 -

Théoréme 7.21 Soit Q un ouvert borné et régulier de R? alors il ex-
iste une base Hilbertienne (up),>1 de L*(Q) et une suite (\,)n>1 de réels
vérifiant A, > 0 et X, — +oo tels que u, € HY(Q) NC>®(Q) et

—O0Uy, = ApUy, -

On appelle les \,, les valeurs propres de —A sur Q) avec condition de Dirich-
let et les fonctions u, fonctions propres associées.

8 Calcul des variations et EDPs elliptiques
non-linéaires

8.1 Meéthode directe du calcul des variations

Théoréme 8.1 Supposons que F' et G soient continue, que G soit mi-
norée, qu’il existe A > 0 et B € R tels que F vérifie la conditions de
coercivité :

F(2) > Alz|” + B, Vz € R?

et que F soit conveze sur R, Alors, ’équation

g - H,EV[i/Ill»f;?(Q) J(U), avec J(’LL) - /Q (F(VU(.’L‘)) + G(U(LU))) d.’l? )

posséde au moins une solution.



Théoréme 8.4 (Brouwer) Soit C' une partie convexve compacte de R?

. tsoit f:C —C ti [ il existe T € C tel T)=T.
Théoréme 8.2 Sous les hypothéses précédentes, toute solution de I’équa- et soit f coniinie, alors i evisie T € el que f(T) =7

tion précédente est solution faible de l’équation d’Euler-Lagrange :
—div(VF "(u) = Q iain=0 .
div(VF(Vu)) + G'(u) = 0 dans Q. |partiain=0 Théoréme 8.5 (Perron-Frobenius) Soit A € M,,(R) une matrice a co-

c’est a dire que efficients strictements positifs, alors A posséde un vacteur propre a coor-
données strictement positives.

/ VF(Vu).Vg +/ G'(u)p =0,V € W1,ps(Q) .
Q Q

Théoréme 8.6 (Schauder) Soit C' une partie conveze bornée d’un es-
pace de Banach E et f: C — C continue et telle que f(C) soit relative-

8.2 Théorémes de point fixe et applications ment compacte, alors il existe T € C tel que f(T = T.

Théoréme 8.3 Il n’existe pas d’application C' f : B’ — S telle que

F(z) = & pour tout x € S41, Lemme 8.1 Soit E un espace de Banach et K une partie relativement

compacte de E, alors co(K) est compact.
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