Fiche résumée du cours de géométrie
différentielle

1 Equations différentielles ordinaires

1.1 Definition

Définition 1.1 (Equation différentielle ordinaire) Une équation
différentielle dans F espace vectoriel norméest donnée par un ouvert U
dans R x E et f: U — E (f(t,x) vecteur) une solution C* est constituée
de I C R intervalle, ety : I — E, C, telle que

Viel, (t,Y(t) ety = f(t,y(t)).

On a une relation d’ordre sur les solutions (y1,11) > (y2,12) si Iy C I et
Y11, = Y2 dont on déduit la notion de solution maximale.

1.1.1 FExistence et unicité

Théoréme 1.1 (Cauchy-lipschitz) Soit f continue en t, localement lip-
schitzienne en x, avec une constante de lipschitz localement bornée en
t. Alors, Y(to,x0) € U, il existe une unique solution mazimale U, z, :
Liy.zy — E, telle que uy, o, (to) = 0. Elle est de classe C™! si f est de
classe C".

1.1.2  Compléments

Théoréme 1.2 D = {(s,t,z) ERxR x E,s € I; ,,}, on définit R : D —
E, R(s,t,x) = uy5(s) résolvante.D est ouvert, et R est continue. Si f et

% sont C™71, alors R est C".

FEquations aux variations : %, at etz fixé, est une application I, —

End(E), solution de I’équation différentielle linéaire

2'(s) = %(S,R(s,t.,m)) = 2(s), z(ty) = ldg .

Théoréme 1.3 (Des bouts, critére d’explosion en temps fini) f
continue, localement lipschitzienne en x, soit uw : I — FE une solution
maximale. Soit (b,x) une valeur d’adhérence de (t,u(t)) lorsque t — b
une des bornes de I. Alors, (b,x) ¢ U. Conséquance, si U =V x R et
sib=supl < o0, alors Yk compact C V, Ic < b tel que u(t) ¢ K pour
¢ < t < b.En dimension finie, cela signifie que ||u(t)||— oo en b.

1.2 Cas des équations linéaires

f est linéaire en x.

Proposition 1.1 Toutes les solutions sont définies sur I. Cas autonome,
ft,x) = f(x), indépendant de t. La solution est donnée par une exponen-
tielle de matrice.

Lemme 1.1 Av B non diagonalisable , de mémes valeurs propres, elles
sont semblables en dimension 2. A— X et B — Xl sont semblables a E 5.

Lemme 1.2 A, B diagonalisables sur C, semblables sur C, alors elles
sont semblables sur R.

1.3 Equations différentielles et difféomorphismes

Proposition 1.2 Soity' = f(t,y), f de classe C"1, soit D C RxR x E,
le domaine de définition de R: D — E. On note Usy = {z € E, s,t,x €
D},

(ps,t T — Rs,t,w .



Alors, g est un difféomorphisme de Us; dans Uy 5. La ow cette formule
est définie, on a

Pr,s © Pst = Prit -

Corollaire 1.1 Mémes hypotheses, yv' = f(y), Uy = {z,(t,0,z) € D},
@t = @r0- Alors s = @i o9t Yrys = P10 P

Définition 1.2 (Champ de vecteurs) U ouvert de E, un champs de
vecteurs de classe C” sur U est une application C” de U dans E. Une
ligne intégrale d’un champs de vecteurs f est une solution de l’équation
différentielle y' = f(y). Le flot local de f est la famille (Uy, 1), ot dif-
féomorphisme de U_; sur U,. [ est complet si toutes les lignes intégrales
sont définies sur R tout entier.Soit U le domaine de définition de f,

ot € Diff"(U)={C" dif feoU — U} .

t — ¢ est un morphisme de groupes. On parle de flot, ou de groupe a
un parameétre de difféomorphisme.

1.4 Cinématique

Définition 1.3 (Mouvement) Un mouvement dans R™ est une appli-
cation C” : I x U™ — R” telle que pour tout t, m; difféomorphisme de U
surmy(U). Le champs des vitesses du mouvement est le champs de vecteur

fr sur my(U) défini par f,(y) = Lmg(2)s=, 0t my(z) =y, 2 =m; " (y)

Proposition 1.3 Un mouvement est constitué de translations si et seule-
ment si son champs des vitesses est constant. Un mouvement est constitué
de rotations si et seulement si son champs des vitesses est constitué de
vecteurs linéaires, symétriques. Un mouvement est constitué de déplace-
ments solides si et seulement si son champs des vitesses est constitué de
vecteurs antisymétriques.

2 Sous variétés

2.1 Definitions

Définition 2.1 (Sous variété) X C R" est une sous variété de di-
mension d est de classe C", si Vo € X, il existe un voisinage ouvert de
x dans R™, pour tout ouvert V de R™ contenant 0, il existe un C" difféo-
morphisme ¢ : U — V| telle que

o(XNU)=RINV.

x €U, f est une submersion en x si T, [ est surjective. Soit y € R"™¢,

Définition 2.2 U ouvert de R", f : U — R"™? de classe C", r > 1,
—d
[ est une submersion au dessus de y si elle lest en tout point de f~1({y}).

Théoréme 2.1 (Des submersions) U ouvert de R, f: U — R"~? de
classe C". Si f est une submersion au dessus de y, alors f~'(y) est une
sous variété de classe C" et de dimension d de R™, ou alors f~1(y) = 0.

Définition 2.3 f: U — R" de classe C" est une immersion si T, [ est
injective.

Théoréme 2.2 (Des immersions) Si f : U C R? — R" est une im-
mersion en x de classe C", alors il existe un voisinage U’ de x telle que
f(U’") est une sous variété de dimension d de R™.

Théoréme 2.3 (Sard) Si f : U C R" — R"~4 est de classe C™, f est
une submersion au dessus de presque tout point, au sens de Lebesgue.

Théoréme 2.4 (Du rang constant) f:U C R? — R” de classe C". Si
le rang de Tf est constant au voisinage de x, alors il existe un voisinage
U’ de x tel que f(U') est une sous variété de dimension rang(Txzf), et si
y € f(U"), f~1(y) est une sous variété de dimension dim(ker(T,f)).



2.2 Groupes classiques

Définition 2.4 (Sous variété complexe) X C C" est une sous var-
1€t€ complexe de dimension compleze d de C" si au voisinage de tout
point, X peut étre redressée sur C* par un difféomorphisme holomorphe.
On a des théorémes des immersions, submersions, holomorphes.

2.3 Espace tangent

Définition 2.5 (Espace tangent) Soit X C R"™ une sous variété, x €
X. L’espace tangent @ X en x, est T,X = {¥'(0),y C', 0 € I —
X, ~(0) = z}.

Proposition 2.1 T, X est un sous espace vectoriel de R™ de dimension
d si X = f(U), f immersion, f(0) = =z, alors T,X = im(T,f). Si
X = f~Yy), f submersion, alors T, X = ker(T,f).

Définition 2.6 (Fonctions C") Soient X,Y des sous-variétés de R, R
de classe C", soit ' <r. f: X =Y, [ est dite de classe C" , si Vx € X,
f lue a travers les difféomorphismes redresants est C" .

Proposition 2.2 f: X - Y estC", f: X =Y — RP est C" si et seule-
ment si pour tout x, il existe un voisinage U de x dans R™, et g : U — R?
de classe C" telle que g\ xrv = fixnv-

Définition 2.7 X,Y sous variétés, f: X =Y C, T, f : T, X — Tra)Y
est définie par v € T, X , v =+/(0),

T f(v) = (fo)'(0) € Tp)Y .

2.4 Intersection de sous variétés

Définition 2.8 (Transversalité) E,F sous espaces vectoriels de R™, ils
sont dits transverses si E4+F = R". X, Y sous variétés de R™, X etY sont
dits transverses si Vx € X NY, les espaces tangents en x a X et Y sont
transverses. Si f : X — R™ est C1, f est transverz a y si, Vo € f~1(Y),
on a Im(T, [f) est transverse a Ty (Y).

Théoréme 2.5 i) Soit X, Z des sous variétés de classe C*, f : X — Z"
de classe C'. Si f est transverse a Y, alors f~1(Y) est soit vide, soit
une sous variété de codimension codimx f~*(Y) = codimzn(Y)

ii) Cas particulier, X,Y sous variétés transverses de Z (Vx € X N
Y T.X +T,Y = T,.Z), alors X NY est une sous variété a la fois
de X et deY.

iii) Soienrt X, P,Z des sous variétés a Rennes. Soit Y C Z une sous
variétés, soit F: X x P — Z, on note F, : X —, F,(x) = F(z,p).
On s’intéresse a la famille des sous-ensembles F,(x) et G son inter-
section avec Y, plus ezactement F;l(Y). Si I, est transverse a Y et
dim(X) + dim(Y') = dim(Z), alors F,; ' (Y) est un ensemble discret
des points qui dépendent différentiablement de p.

2.5 Transversalité

Théoréme 2.6 (Lemme de transversalité de Thorn) Soient

X, Y, P des sous variétés de R™, soit Y C Z wune sous variété. Soit
F: X x P — Z. toutes les variétés sont C>*. On suppose F transvers a
Y, alors pour tout p € P, F), est transverse a Y .

Définition 2.9 (Morse) Soit f de classe C? au voisinage de 0 a valeurs
réelles, telle que O est un point critique Tof = 0, 0 est un point critique

non dégénéré, Uapplication Ty est transverse a la sous variété R™ x {0} en
0, Ty :x— (2,1, f).

Définition 2.10 (fonction de morse) X sous variété de classe C2, f :
X — R de classe C?, f est une fonction de morse si tous ses points
critiques sont non dégénéreés.



Lemme 2.1 (Morse) Soit f de classe C? au voisinage de 0 dans R™,
on suppose que 0 est un point critique non dégénéré, alors il existe un
difféomorphisme local ¢ de R™ tel que ¢(0) = 0. Alors, To = Id, et
f(x) = £(0) 4+ q(¢(x)), q forme quadratique non dégénérée.

Théoréme 2.7 Soit X C R™ une sous variété de classe C°°, pour presque
toute forme linéaire | € R™, la restriction || x est une fonction de morse
sur X.

3 Variétés

3.1 Definitions

Définition 3.1 (Atlas, carte) Soit X un espace topologique. Un atlas de
classe C" de dimension n pour X est la donnée d’un recouvrement de X par
des ouverts U;, et pour tout i d’un homéomorphisme @; : U; — V; ouvert de
R™ tels que, Vi, j tel que UiOUj 7& @, QDjOQDi_l = gal(UlﬁU]) — goj(UlﬂUj)
est un C1 difféomorphisme. Les @; s’appellent les cartes de latlas, les U;
sont les domaines de l’atlas. ¢; o gp;l sont les changements de cartes. 2
atlas (U, i), et (Wa,1a), sont compatibles si les 1, o goi_l sont des C!
difféomorphismes.

Définition 3.2 (Structure différentielle) Une structure différentielle
sur X, c’est une classe d’équivalence d’atlas compatibles. Cette définition
équivaut a la donnée de latlas mazximal de toutes les cartes compatibles
avec un atlas donné.

Définition 3.3 (Variété) Une variété de dimension d de classe C" est
la donnée d’un espace topologique séparé, a base dénombrable d’ouverts et
d’une structure différentielle

Lemme 3.1 Soit f : U C R? — R" de classe C", € U ou f est une
immersion en U, 3U" voisinage de U tel que f(U') est une sous variété et
f un C" difféomorphisme de U’ sur f(U’).

3.2 espace projectif

Définition 3.4 (Espace projectif) L’espace projectif réel (resp. com-
plexe) de dimension n est P, (R) = { droites vectorielles de R"*1}.

Définition 3.5 (Transformation projective) Si M € M,;1(R) est
inversible, alors M induit une bijection de P, (R) appellée transformation
projective.

fMZfMlﬁﬂAER,M/Z/\M.
Le groupe GL,+1(R)/R*I,,11 = PGL,41(R) agit sur P,(R) fidélement
(i.e. far = Idp, (r) = S(M) =R de PGL,(R)

Définition 3.6 (Sous variété linéaire) Si FF C R"*! est un sous-
espace vectoriel de dimension d + 1, p(F) C P,(R) s’appelle une sous
variété linéaire de dimension d

Lemme 3.2 H;, Hy deuz hyperplans affines de R"*1, 0 ¢ H;UH,. Alors,
(Piu,) o P, est C™.

3.3 Espaces quotients

Définition 3.7 G agit librement sur X si forall g # e, Vo € X, gv # x

Définition 3.8 (Action proprement discontinue) G agit proprement
discontinument si Yk compact, {g € G,gK N K # 0} est fini.



Théoréme 3.1 Soit X une variété, G un groupe de difféomorphismes de
X, on suppose laction libre et proprement discontinue. Alors X/G est
séparé, et il existe une unique structure différentielle sur X/G telle que
IT: X — X/G soit un difféomorphisme local.

Lemme 3.3 Un atlas de cartes ¢; : Uy — V; C Y wariété a changement
de cartes C" définit une structure différentielle.

Proposition 3.1 X wariété, G agit librement et proprement discontinu-
ment sur X, Y variété. [ : X/G — Y de classe C" < f: X = Y de
classe C", G-invariante.

3.4 Fibré tangent

Définition 3.9 1,72 courbes C1, | — ¢,e[— X ont méme position et
vitesse en 0, si v1(0), 12(0) = x pour toute carte o : U — V C RY,
zeU, (pom)(0) = (v 072)'(0)

TX ={v:]—eg,e]—= X/ ~},

ol Y1, o st ils ont la méme position et vitesse en 0.

Définition 3.10 Si p: X — Y est C*', on défnit Tp : TX — TY, [~v] =
[po7], Ty est de classe C™ ~' linéaire sur chaque fibre.



