Fiche résumeée du cours de topologie I

1 Topologies, continuité

1.1 Espaces topologiques
1.1.1 Définition (Topologie)

Soit E un ensemble. Une topologie sur E est un sous ensemble
O C P(E), vérifiant :

i) 0eO,et E€O
i) VOV eO, UNVeO

iii) Si (U;)ser est une famille d’éléments de O, alors _L€JIUi €0

1.1.2 Définition (Espace topologique, ouvert, fermé)

Un espace topologique est un couple (E,O), ot F est un ensemble
et O une topologie sur E. Un ouvert de (F,O) est un élément de O. Un
fermé de (E, O) est un ensemble F tel que E — F € O (On endéduit que
I'union fine de fermés en est un, et que 'interection quelconque defermés
est un ferme.)

1.1.3 Définition (Homéomorphisme)

Soient (E,0), (E',O") deux espaces topologiques.Un homéomor-
phisme de E dans E’ est une applicat

1.2 Espaces métriques
1.2.1 Définition (Distance, espace métrique)

Une distance sur un ensemble E est une application £ x E — Ry, telle
que, Vo € E,d(xz,z) = 0, et vérifiant les axiomes de séparation, symétrie,
et I'inégalité triangulaire. Un espace métrique est un couple (E,d), ou
d est une distance sur E.

1.2.2  Définition (Application k-lipschitzienne,
isométrique)

Soient (E,d), (E’,d") deux espaces métriques. Soit k > 0, une ap-
plication k-lipschitzienne [ : E — E’ est une application telle que,
Vo,y € E, d(f(z), f(y)) < k.d(z,y) -

Une application isométrique f : £ — E’ est une application telle
que, Vz,y € E, d(f(z), f(y)) = d(z,y). Une isométrie est une application
isométrique bijective. Deux espaces métriques sont dits isométriques s’il
existe une isométrie entre eux.

1.2.8 Définition (Topologie associée a une distance)

Soit (E,d) un espace métrique. On définit O C Z£(FE) par :
UcO&VYaecUIr>0|B(a,r)CU

On obtient ainsi une topologie sur E, appellée topologie associée & d. Un
espace topologique (E, Q) est dit métrisable s’il existe une distance qui
engendre la topologie de E.

1.2.4 Définition (Distances équivalentes, topologique-
ment équivalentes)

Soit E un ensemble, et d, d” deux distances sur E.
i) On dit que d et d’ sont topologiquement équivalentes si elles induisent
la méme topologie sur E. (ie (E, d) 4 (E,d’) est un homéomorphisme)

ii) On dit que d et d’ sont équivalentes si 3¢ > 0 tel que V(z,y) € E?,
¢ td(z,y) < d'(z,y) < cd(z,y)



1.2.5 Proposition

On note d(x, A) = inid(az,y). Si A est non vide, cette application est
ye

1-lipschitzienne. On note également V,.(A) = {z € E,d(x, A) < r}. Enfin,

on note sup d(z,y)
yeA
z€A

1.2.6 Définition (Norme)

C’est une fonction séparée, homogéne qui vérifie I'inégalité triangu-
laire. A chaque norme, ||.||, on associe une distance d(z,y) =||x — y||. Deux
normes sont équivalentes si et ssi les distances associées sont équivalentes.

1.2.7 Définition (Distances sur un produit)

Soient (Ej,dj) des espaces métriques, pour J = 1..N. Soit F =
Ey X By X .. x En. Pour p € [1; 400, si x = (x1..2,,),y = (y1..yn) € E, on
définit

dp(@,y) ZdJ z5,y5)")P

et

1.2.8 Définition (pseudo-distance)

Soit E un ensemble. Une pseudo distance sur E est une applica-
tion vérifiant les mémes axiomes qu’une distance, sauf la séparation. Une
famille de pseudo distance (d;) est dite séparante si

di(z,y) =0Yi = =y

Une semi-norme est une application vérifiant [|0]|= 0, au lieu de
[z|l= 0 = = = 0. Une famille de pseudo normes est dite séparante si
la famille de pseudo distances associées est séparante, ie le seul vecteur
x € E tel que ||z];=0Viest 0

1.2.9 Définition (Topologie associée a une famille de
pseudo distances)

Soit E un ensemble, et (d;);c; une famille de pseudo distances sur E.
On définit O C Z(E), par

UecO&VaeU Ir>0,3J C I, fini, | ,QJBdi(aﬂ”) cuU

On définit ainsi une topologie sur E.

1.3 Topologie engendrée, base d’ouverts
1.3.1 Définition (Topologie engendrée)

Soit E un ensemble,X = {(A4;);cr} un ensemble de parties de E. Pour
tout J C I fini, on pose A; = ﬁ A;. On note O C P(FE) donné par les
réunions quelconques de A J,avec les J C I finis.

O ainsi défini est une topologie sur E, appellée topologie engendrée par
3. On dit que X est une prébase de la topologie O

1.3.2  Définition (Base d’ouverts)

Soit (E,O) un espace topologique. Une base d’ouverts de la topologie
O est une famille £ telle que tout ouvert de O soit réunion d’éléments de
AB.

De maniére équivalente, & base de O & B C Oet VU € O,Vx €

si il existe une base dénombrable d’ouverts.

Une prébase est une base si VP;, P, dans cette prébase, Vo € P, N Ps,
P’ c PN Py, x € P’ et tel que P’ est dans la prébase.

1.3.3 Proposition

Soit (E, O) un espace topologique, et soit & C P(E). Supposons que
BU B=Fetque, VUV eABVreUNV,Jwe BwCcUNV,etx € w.
€B
Alors, #A est une base d’ouverts de la topologie qu’elle engendre.



1.4 Voisinages
1.4.1 Définition (Voisinages)

Soit (E,O) un espace topologique, a € E. On dit que V est voisinage
de a g'il existe U ouvert tel que a € U C V. On dit que V est voisinage de
A C FE ¢'il existe U ouvert tel que A C U C V.

1.4.2 Définition (Filtre)

Un filtre sur un ensemble X est une famille .# C P(X) vérifiant :
i) .Z est stable par intersection finie
i) SiUe.Z,UcCV,alors VeZF
i) 0.7

1.4.3 Définition (Base de voisinages)

Une base de voisinages de € X (resp. X C P(X)) est une famille

P C P(X) telle que :
— Tout élément de A est voisinage de X
— Si U est voisinage de X, alors 3B € 4, B C U.

1.5 Intérieur, adhérence, frontiére
1.5.1 Définition (Intérieur, adhérence, frontiére)
Soit (E,O) un espace topologique, et A C E. On appelle intérieur de

A la réunion de tous les ouverts inclus dans A. C’est le plus grand ouvert
inclus dans A. On le note A

On appelle adhérence de A lintersection de tous les fermés contenant
A. C’est le plus petit fermé contenant A. On le note A

On appelle frontiére de A, notée fr(A) =9A=A—A=An(E— A)

1.5.2 Propriétés

Soit (E, Q) un espace topologique, et A C E.

i) A est un ouvert, et A =A
ii) A est un ferme, et A=14
iii) ANB=ANBet AUB=AUB
iv) AUBCAUBet ANBCANB
VVE-A=E—Aet E—A=E— A

1.5.3 Définition (Partie dense)

A C E est dense si A = E. Cette définition est équivalente & "tout ou-
vert non vide de E rencontre A", ou encore " tout ouvert non vide d’une
base d’ouverts de E rencontre A".

1.5.4 Définition (Espace séparable)

Un espace topologique est séparable s’il existe une partie dénombrable
dense.

1.5.5 Proposition

Tout espace topologique & base dénombrable d’ouvert est séparable.

1.6 Espaces topologiques séparés
1.6.1 Définition (Espace séparé)
Un espace topologique E est dit séparé si V(z,y) € E?, 3U,V deux

ouverts/voisinages/éléments d’une base de voisinages disjoints tels que

zelUetyeV
Cette notion est invariante par homéomorphisme, et, si E est séparé,

Vz € E,{z} est un fermé.

1.6.2 Proposition

Tout espace métrique est, séparé.



1.7 Applications continues
1.7.1 Définition (Application continue)

Soient E et f deux espaces topologiques, f : F — F, a € E. On dit que
f est continue en a si, YV voisinage de f(a), U voisinage de a | f(U) C V.
cette définition est équivalente a : VV voisinage de f(a), f~1(V) est voisi-
nage de a

Remarque : cette définition de la continuité est compatible avec celle
déja donnée dans les espaces métriques. Par ailleurs, la continuité est sta-
ble par composition.

1.7.2 Proposition

Soient E, F deux espaces topologiques, et f : £ — F. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) VV ouvert de F, f~1(V) est un ouvert de F

ii) VV élément d’une base d’ouverts de F, f~1(V) ouvert de E

iii) VV élément d’une prébase d’ouverts de F, f~1(V) ouvert de E

iv) VV fermé de F, f~1(V) est un fermé de E

v) VYa € E, f est continue en a

)
)
)
)
)
)

vi) VA C E,on a f(A) C f(A)

On dit alors que f est continue sur E.

1.7.3 Proposition

— Si f: F — I est continue et surjective, et que A est dense dans E,
alors f(A) est dense dans F.

— Si f: E — F est bijective, f est un homéomorphisme si et seulement
si f et f~! sont continues.

— La composée d’homéomorphismes et d’une fonction f est continue
si et seulement si f Dest.

1.7.4 Définition (Application ouverte, fermée)

On dit que f est ouverte (resp. fermée) si , pour tout ouvert U (resp.
fermé F), f(U) est un ouvert (resp. f(F') est un fermé).

1.7.5 Théoréme (Prolongement d’Urysohn)

Soit E un espace topologique métrisable,F un fermé de E; et f : FF — R
continue lorsque E est muni de la topologie associée a sa distance. Il existe
alors g : ' — R, continue, telle que f et g coincident sur F, et ayant les
mémes bornes sup et inf que f.

1.7.6 Corollaire
Soit E un espace métrisable, F un fermé de E, et U un voisinage ouvert
de F. il existe f : E — [0, 1], continue, telle que f;p =1, et f/p_y = 0.
1.7.7 Définition (Espace normal)

On dit qu’un espace topologique E est normal si il est séparé, et que,
pour tout fermés F et G disjoints de E, il existe U,V voisinages ouverts
disjoints de F et G respectivement.

1.7.8 Proposition

Tout espace topologique métrisable est normal.

1.7.9 Théoréme

Soit E un espace topologique normal, F et G deux fermés de E d’in-
tersection vide. il existe f : £ — [0,1], continue, telle que f/p = 1 et

fia=0



1.8 Connexité, connexité par arcs
1.8.1 Définition (connexité)

Soit E un espace topologique. Les propriétés suivanyes sont équiva-

lentes :
i) Si A C E est a la fois ouvert et fermé, alors A=0 ou A =F
ii) Il n’existe pas de partition de E de deux ouverts non vides.

)
iii) Il n’existe pas de partition de E de deux fermés non vides.
)

iv) Si X est un espace topologique muni de la topologie discréte, et

f: E — X continue, alors f est constante.

v) Toute fonction f : E — {0,1} (muni de la topologie discréte) est
constante

On dit alors que E est connexe.

1.8.2 Définition (Connexité par arcs)

On dit qu’un espace topologique E est connexe par arcs si Va,y € F,
Iy continue , [0;1] — E, vérifiant v(0) = z, v(1) = y.

2 Constuction de topologies

2.1 Comparaison de topologies
2.1.1 Définition (topologies fines)
Soient @1, O deux topologies sur E. On dit que O; est plus fine que
Oy si Oy C O.
2.1.2 Proposition

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) O; est plus fine que O

ii) tout ouvert de Oy est un ouvert de O,

iii) tout fermé de Oy est un fermé de O,

iv) Vx € F, tout voisinage de x dans 05 est voisinage de x dans O,

)

)
iv)
v) Si Vj(x) désigne une base de voisinages de x pour Oj, alors, Vo € E,
vV, e VQ(.%‘), Vv € Vl(l‘), avec V1 C V5

2.1.83 Proposition

"Plus fine que" est une relation d’ordre partiel. La topologie grossiére
est moins fine que toute topologie de E, alors que la topologie discréte est
plus fine que toute topologie de E.

2.2 Topologie Initiale
2.2.1 Définition (Topologie initiale)

Soient (Y;, O;)ics une famille d’espaces topologiques, X un ensemble,
fi : X — Y;. On appelle topologie initiale associée aux (f;);cs la topologie
la moins fine rendant les (f;); continues. C’est aussi I'intersection de toutes
les topologies rendant les (f;); continues.

Dans le cas d’une famille de pseudo distances (d;);c;, la topologie as-
sociée a la famille de pseudo distances est la topologie initiale associée aux
(di(-,y))ier yer

2.2.2  Proposition
Soit Z un espace topologique, f : Z — X. Lorsque X est muni de la

topologie initiale associée aux (f;);, f est continue si et seulement si les
fi o f sont toutes continues.

2.2.3 Proposition

i) Soit X un espace topologique muni de la topologie initiale associée
a une famille de pseudo-distances (d;);cr. Alors X est séparé si et
seulement si la famille est séparante.



ii) Soit (dn),ey une famille séparante de pseudo distances. Alors,

d= _202_" 11’&” est une distance qui définit la méme topologie que
7=

les (dn)nEN

2.3 Sous-espaces topologiques
2.3.1 Définition (Topologie induite sur A)

Soit X un espace topologique, et A C X un sous ensemble. Soit
J : A — X l'injection canonique.

On appelle topologie induite sur A par la topologie de X la topologie
initiale associée & J. Muni de cette topologie, on dit que A est un sous
espace topologique de X.

2.8.2  Proposition

i) V.C Aestouvert de A <« 3U ouvert de X tel que V=UnNA
ii) FC Aest ferméde A < 3G fermé de X avec F =GN A
iii) Sia € A, V voisinage de a dans A <« 3U voisinage de a dans X,
UNnA=V
iv) V V ouvert de A, on a V ouvert de X < A ouvert de X
v) V F fermé de A, on a F fermé de X < A fermé de X
vi) SSAcBc XA =A B
vii) Si f: X — Y est continue, si A C X, B C Y. Si f(A) C B, alors
f/a + A — B est continue lorsque A et B sont munis de la topologie
induite.

Ex : topologie de Schwarz

2.3.3 Définition (Point isolé)

Soit E un espace topologique, et A C E. On dit qu’un point de A est
isolé dans A si {a} est un ouvert de A

A est discret (sa topologie est la topologie discréte) si Va € A, {a} est
ouvert.

2.8.4 Proposition (propriété de faisceau des fonctions
continues)

Soit E un espace topologique, (U;);cr une famille d’ouverts telle que
E = _UIUi. Si f: E — F est donnée, avec F un espace topologique, f est
1€

continue si et seulement si, Vi € I, f,y, : U; — F est continue.

2.3.5 Propriétés de la topologie induite

Soit E un espace topologique, A C E, A muni de la topologie induite.
E séparé = A séparé

ii) E & base dénombrable d’ouverts = A a base dénombrable d’ouverts

iii) E métrisable séparable = A métrisable séparable

E métrisable = A meétrisable

Remarque : En dehors du cas des espaces métriques, E séparable =
A séparable.

2.3.6 Proposition

Soit X un espace topologique localement métrisable ( tout point admet
un voisinage métrisable ). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) X est métrisable et séparable
ii) X est séparable & base dénombrable d’ouverts

iii) 3® : X — P?(N,R) homéomorphisme de X sur ®(X), ou P*(N,R) =
{(zn)ner, 2n R Vnet (X 22)7 < +oo}.

2.3.7 Définition (Connexité d’un sous espace)

Soit X un espace topologique, A C X. on dira que A est connexe si A
muni de la topologie induite est connexe.



2.3.8 Propriétés de la connexité

i) Si f: A — Y est continue et si A est connexe, alors f(A) est connexe
ii) si A,BC X etsi AC BC A, A connexe = B connexe

iii) Si (A;)ier est une famille de parties connexes, et s'il existe i € I tel
que Vi € I, A; N A;, , Alors _UIAi est connexe. (CP : _ﬂIAi # 0)
1€ 1€

2.3.9 Propriétés de la connexité par arcs

i) Si f: A—Y est continue et si A est connexe par arcs, alors f(A) est
connexe par arcs

ii) Si (A4;)icr est une famille de parties connexes par arcs, et s'il existe
o€l tel queViel, A;NA,; , Alors Z-EJIA" est connexe par arcs.

10 3

2.3.10 Définition (concaténation)
Soit X un espace topologique, T'y : [0;1] — X, continue, et
I'y : [0;1] — X, continue, avec I';(1) = I'y(0). La concaténation de T’y et

de T’y est le chemin continu T": [0;1] — X, défini par :

(t) = Ty (2t)Vt € {o; ;] Lot T(t) = To(2t — 1)Vt € B 1]

2.3.11 Définition (Convexité locale)

On dit qu’un espace topologique X est localement convexe (resp. cpa)
si tout point admet un voisinage connexe (resp. cpa)

2.3.12 Proposition

Soit X un espace topologique localement connexe par arcs. Alors :

X connexe < X connexe par arcs

2.8.13 Définition (Composantes connezxes, conneres
par arcs)

Soit X un espace topologique. On définit la relation d’équivalence I
(resp. R) sur X par

;L'Ry(resp.E) < JA C X connexe (resp. connexe par arcs) tel que z,y € A

R et R sont des relations d’équivalence. On appelle composantes connexes
(resp. connexes par arcs) les classes d’équivalence de R (resp. R). Par
ailleurs, la classe de x est la plus grande partie connexe (resp. connexe par
arcs) contenant x.

2.83.14 Proposition

i) Les composantes connexes sont fermées

ii) Si X est localement connexe par arcs, C(z) = C(x)

iii) Si X est localement connexe, les composantes connexes sont ouvertes

v

)
)
i)
)

les composantes connexes par arcs forment une partition de X

2.4 Topologie produit
2.4.1 Définition (Topologie produit)

Soit (X;)ier est une famille d’espaces topologiques. Soit X = [ X;,
il
X —= X

1 . . o
o la topologie produit sur X est la topoologie

initiale associée aux p;.

et soit pi

2.4.2 Propriétés

Une base d’ouverts de X est donnée par les ﬂJp;l(Ui), ou J C [ fini
1€

et U; est un ouvert de X;. De maniére équivalente, une base d’ouverts de

X est formée par les ouverts [[ U; tel que 3J fini ,et Vie I —J, U; = X;.
ieJ



2.4.3 Propriétés

i) Si Z est un espace topologique, et g : Z € X, alors
g est continue < p; o g est continue Vi

Si B; est une base d’ouverts de X;, les [[U,,( ou il existe J C I fini,
i€l

avec U; = X;site€ I —J,U; € By sii € 1) est une base d’ouverts de

X

ii) Si a = (a;)ier € X, une base de voisinages de a est formée par les
[1U;, pour J C I fini, et tel que, Vi € J, U; est voisinage de a;, et
il
Viel —-J,U;=X;
iii) Supposons que I = U I, une partition de I. Soit Y, = [] X;, et
acA i€l
soit

¢ HXZ - HYa

il acA
€T = (xi)iel = (ya)aeA
ol Yo = (@)ier, . Alors, ¢ est un homéomorphisme.

iv) Soit A; C X;, Alors [[A; = []A:
icl QeI

2.4.4 Proposition

i) Soit (X;);es une famille d’espaces topologiques. Si tous les X; sont
séparés, alors [[ X, est séparé. Si, réciproquement, X; est non vide
el
Vi, et que [ X; est séparé, alors chaque X; est séparé.
iel
ii) SiI est dénombrable et si chaque X; est un espace métrisable, alors
[1X; est métrisable.

icl
2.5 Topologie limite projective
2.5.1 Définition (Topologie limite projective)

Soit I un ensemble muni d’une relation d’ordre <, et soit X; une famille
d’espaces topologiques. Lorsque i < j, on se donne f;; : X; — X; continue.

On suppose que, Vi € I, fi; = Id, et que, Vi <k <35, fij = firo fi; . On
dit alors que ((X;)ier, (fij)i<;) est un systéme projectif.
On appelle limite projective des (X;);cr, notée

ImX; = {z = (2;)ier € HXi> Vi <j, fij(z;) =2} C HXi
; el el

Notons p; la restriction a limX; de la €€ projection.
i
On appelle topologie limite projective sur limX; la topologie ini-

K2
tiale associée aux (p;);. C’est aussi la topologie induite sur limX; par la

K2

topologie produit.

2.5.2 Définition (Anneau des entiers p-adiques)

On appelle anneau des entiers p-adiques

. 7
Zp - l&lpnz - {{E - (xn)nEN*a Ty €
n

7
=y
" n

et ot la classe de x,, 1 dans pw% est égale a x,,. On munit Z,, de la topologie
limite projective.

2.6 Topologie finale

2.6.1 Définition (Topologie finale)

Soit X un ensemble, (V;);c; une famille d’espaces topologiques, et
fi ' Y; — X. On appelle topologie finale sur X la topologie la plus
fine rendant les f; continues.

2.6.2 Définition (Topologie faible sur une réunion)

Soit X un ensemble, (X;);cs famille de parties de X;. Notons f; : X; —

X Tinjection canonique. Supposons que chaque X; est muni d’une topolo-
gie. on appelle topologie faible sur X la topologie finale associée aux f;.



2.6.3 Proposition

Soit X muni de la topologie faible.

i) Si I est dénombrable, et si Vi € I, X; est séparable, alors X est sé-
parable.

ii) Vi, X, séparé = X séparé

2.6.4 Proposition

Soit U C D(f2) un sous espace convexe, alors U est ouvert pour la
topologie de Schwartz si et seulement si U est un ouvert pour la topologie
faible.

2.6.5 Corollaire

Soit [ : D(€2) — R une forme linéaire. Alors 1 est continue lorsque D(2)
est muni de la topologie de Schwartz si et seulement si elle est continue
vis & vis de la topologie faible.

2.6.6 Définition (Topologie quotient)

Soit X un ensemble, R une relation d’équivalence sur X. Soit X/R
lensemble quotient, et m : X — X/R la surjection canonique. Si f
est donnée, f : X — Y, constante sur les classes d’équivalences, alors
3f : X/R — Y vérifiant fonm = f. On appelle topologie quotient sur
X/R la topologie finale associée a 7.

2.6.7 Proposition

i) U ouvert de X/R < 7~ 1(U) ouvert de X
ii) F fermé de X/R < 7 1(F) fermé de X

ili) f:X/R — Z est continue si et seulement si fomX — Z est continue

2.6.8 Proposition
A C X est saturé pour Rsi A=71"1lon(A),ie Vze A VyeX

xRy =yeA

2.6.9 Proposition

X/R est séparé si et seulement si Vx,y € X, xnon — Ry, U ouvert
saturé contenant z et V ouvert saturé contenant y tels que UNV = ()

CF : suspension

2.6.10 Définition (Cas de la limite inductive)

On définit sur | | X; la relation d’équivalence
i€l

Ty~ Ty < Soit j <iet f”(ﬂ‘]) = X, soit 7 < j et fJY(TL) =,
On appelle limite inductive des X; I'ensemble lim X; = L] X/ ~

i iel

Soit f; : X; — ‘|€]1Xi I’injection canonique, et soit 7 : ‘|E|IXi — lim X;.
K3 ] i

Soit alors f; = wo ﬁ on appelle topologie limite inductive sur lim X; la
i
topologie finale associée aux (f;);c;. ¢’est aussi la topologie quotient de la

topologie connue sur | | X; (i-e) la topologie finale associée aux (f;)ics
icl

2.7 Groupes, anneaux, et corps topologiques
2.7.1 Définition (Groupe topologique)

Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie ren-
dant le produit et le passage a l'inverse continus.



2.7.2 Définition (morphisme de groupes topologiques)

Un morphisme (resp. isomorphisme) de groupes topologiques
entre G et G’ est un morphisme (resp. isomorphisme) continu pour la
topologie du groupe.

2.7.3 Proposition

Soient G et G’ deux groupes topologiques.

i) Soit ¢ : G — G’. ¢ est continue si et seulement si elle est continue en
€a

ii) Si G est connexe, alors G est engendré par n’importe quel voisinage
de E

iii) Soit Gy la composante connexe de e, alors G est un sous-groupe
distingué de G (Vg € G, g 'Gog = Gy)

2.7.4 Définition (Anneau topologique)

Un anneau topologique est un anneau muni d’une topologie telle
que la somme, 'opposé et le produit soient continus. Pour un corps
topologique, l'inverse est également continu.

2.7.5 Définition (Espace vectoriel topologique)

Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel muni d’'une
topologie telle que la somme et la multiplication par un scalaire soient
continus. Un morphisme (resp. isomorphisme) d’espaces vectoriels
topologiques est une application linéaire (resp. linéaire et bijective) qui
est continue pour la topologie de I’espace vectoriel (resp. qui est un homéo-
morphisme).

2.7.6 Proposition
Un sous espace vectoriel d’un e.v.t. est topologique lorsqu’il est muni

de la topologie induite. Un produit d’evt est un evt, et si C est une partie
convexe d’un evt, C est en particulier connexe par arcs. Enfin, si f est
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linéaire entre deux espaces topologiques, f est continue si et seulement si
elle est continue en 0.

2.7.7 Définition (Evt localement convexe)

Un espace vectoriel est localement convexe est un evt dans lequel 0
admet une base de voisinages convexes. (il est équivalent de demander que
tt point admette une base de voisinages convexes.

2.7.8 Définition (Jauge)

Soit E un evt, et C un voisinage convexe de 0. Pour x € E, on pose
x|l =inf{t > 0,1z € C}. ||z|c est appellée jauge associée & C

2.7.9 Propriétés élémentaires

i) 2e€C = t>[z)c

ii) si ¢t >||zf|c, alors § € C

2.7.10 Lemme

La jauge vérifie les propriétés suivantes

Va,y € B, on a |z + yllo<lello+lyle, et ¥A € Ry, [AzllcA el
x —||z||c est continue

Si C est ouvert, C = {z, ||z]c<}

Si K=Rou C, et si C est symétrique (ie z € C =,€ C ), alors ||| ¢
est une semi norme.

1

)
ii)
iii)

)

v

v) Si C’ est un voisinage convexe de 0, et si ¢/ C C, on a ||z|c<||z|c
vi) Si (Cy)aca est une famille de voisinages convexes de 0, et si ﬂAC’a
(¢S

est voisinage de 0, alors

I#llnc.= sup(l|lzllc.)
a€cA

vii) YA >0, [.Ixe= A" lc



2.7.11 Théoréme
Soit E un espace vectoriel topologique. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.
i) E est localement convexe.
ii) La topologie de E est définie par une famille de semi normes.
On a aussi I’équivalence :
i) E est localement convexe, a base dénombrable de voisinages.

ii) La topologie de E est définie par une famille dénombrable de semi
normes.

2.8 Continuité des applications linéaires et multil-
inéaires sur un espace vectoriel normé

2.8.1 Définition (norme d’une application n-linéaire)
On définit la norme d’une application n-linéaire u par :

|u(xy..xn)|| 7

2.9 Topologie faible et topologie faible-x*
2.9.1 Définition (Topologie faible)

On appelle topologie faible, notée o(F, E’) la topologie initiale asso-
ciée aux fonctions de E', avec E' = {l € E* continues } le dual topologique
de E.

2.9.2  Proposition

o(E, E' est la topologie la moins fine rendant tout élément de E’ con-
tinue. Si on appelle topologie forte la topologie donnée sur F, la topologie
forte est plus fine que la topologie faible.

une base de voisinages de 0 pour la topologie faible est formée par les
Vie={x € E,|l(x)|]<e, VieL}avecL CE'finiete décrivant RY.

En dimension finie, les deux topologies, fortes et faibles, coincident.

2.9.8 Définition (Topologie faible-*)

lulze,..p,)= sup ————— = sup |lu(zr.an)llr= sup [lu(zi.2n)llF

lil;é'on H ||11‘E1 0<”17i”Ei§1 HIzHEL:1
=1

2.8.2 Proposition

Soit u: By X Fy X ... X B, — F une application n-linéaire.

i) u continue < w continue en 0 & ||ul| (g, .5,)< o

ii) [|ul|#(g,..B,) est une norme sur I'espace des applications n-linéaires
continues, noté¢ Z(Ey..E,, F)

iii) Si G est un evn, u € ZL(E\.E, F), v € Z(F,G), alors
voue X (E..E,,G) et on a

[voullze, . .ay=llull 2. E..r) V| 2Fe

On appelle topologie faible-x, notée o(E’, E) sur E’ la topologie

. : B — K

initiale associée aux ,x el
[ — l(x)

2.9.4 Proposition
o(E', F) est la moins fine des topologies rendant continues les ¢,

une base de voisinages de 0 pour la topologie faible est formée par les
Wx.e={l€ E |l(z)|]<e, VzeX}avecX CFE fini et ¢ décrivant R*,.

2.9.5 Proposition
La topologie faible-x est séparée
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2.9.6 Définition (Norme quotient sur un evn)

Soit E un espace vectoriel normé, et F un sous espace vectoriel de E.
Pour Z € E/F. On pose 7| g/ r= 1n£(H:c +y|l), qui est une semi norme.
ye

2.9.7 Proposition

Lorsque F est un fermé, ||.| g/ est une norme.

3 Limites et valeurs d’adhérence

3.1 Limites
Soient X,Y deux espaces topologiques. A € B C X, a € A, et
f:B—=Y
3.1.1 Définition (Limite)
On dit que f admet 1 pour limite quand z -0 si

S

YWV eV, eV, f(UNA) CV

3.1.2 Proposition
On peut remplacer tout voisinage par tout élément d’une base de voisi-
nages. De plus, si Y est séparé, la limite, si elle existe, est unique.
3.1.3 Proposition

Sia € A, f continue en a < la limite quand = — a de f existe et vaut
f(a). Par ailleurs, si f : A — Y admet [ pour limite x - cela reste vrai
xre
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si on remplace :
i) La topologie de Y par une topologie moins fine.

ii) La topologie de X par une topologie plus fine.

Dans le cas des espaces métriques, on retrouve la définition
usuelle de la limite.

3.1.4 Proposition

Si [ est limite de f quand x - ¢, alors | € A
xTE

3.1.5 Corollaire

Si f: B — R est telle que, Vo € A, f(x) = 0 alors si | est la limite de
f quand x ?Aa,, =0

3.1.6 Théoréme 1 (Composition de limites)

Soient A C BC X,a € A, et f: B — Y, Z un espace topologique,
et AAC B ' CYetg:B — Z. Supposons f(A) C A, alors, si f admet |

pour limite x — a, g admet I’ pour limite quand y — [ alors, quand z — a,
z€A yEA’ z€A
go [ admet I’ pour limite. par ailleurs, si g : Y — Z est continue en [, go f

admet ¢(l) pour limite quand = — a
T€EA

3.1.7 Théoréme

Soit X un espace topologique dans lequel tout point a une base dénom-
brable de voisinages. Soit A C X.
i) a € A< 3(z,)nen une suite de A avec x,, — a
i) A fermé < V(z,)nen qui converge dans X versaonaa € A
iii) Soient A C B C X, f: B — Y. Alors [ admet [ pour limite xw?Aa
= V(2 )nen qui converge vers a, (f(x,)), converge vers .
iv) Si f: X — Y, f continue en a < Y(x,)nen suite de X qui converge
vers a, (f(xy))n converge vers f(a)



3.1.8 Définition (Espace séquentiellement fermé)

On dit qu’un sous ensemble A d’un espace topologique X est séquen-
tiellement fermée si toute suite convergente de A converge dans A

3.1.9 Définition (Fonction séquentiellement continue)

On dit que f est séquentiellement continue en a si V(z,,)nen suite de
X qui converge vers a, on a (f(zn))n — f(a).

3.1.10 Proposition

Soit X un ensemble, (Y;);c; une famille d’espaces topologiques, et
fi + X — Y. Soit Z un espace topologique, A C B C Z, et enfin
g: B — X. Soit a € A. Alors, si I'on suppose X muni de la topologie
initiale associée aux (f;);. Alors :

g—levViel fiog— fi(l)
e GeA

3.1.11 Définition (Convergence des suites pour les
topologies faible et faible-x)

On note z,, — x la convergence pour la topologie faible, et I, A la
convergence pour la topologie faible-x. Par définition, on a alors

T, 2z VIlieFE, (v, —l(r)dans K

I, 2 levVreE, l,(z)—l(z)dans K

3.2 Valeurs d’adhérence

Soient X.,Y deux espaces topologiques. A ¢ B C X, a € A, et
f:B—=Y

3.2.1 Définition (Valeur d’adhérence)

On dit que [ € Y est valeur d’adhérence de f quand x -0 si, YV
TE

voisinage de [, VU voisinage de A, f(UNA)NV #£ ()
Dans le cas des espaces métriques, on retrouve la définition
usuelle.

3.2.2  Proposition

i) L’ensemble des valeurs d’adhérence de [ quand =z — a est

. ﬁv F(UNA), ouV, est une base de voisinages de a.
CVa

ii) Si f admet ! pour limite x -, alors [ est valeur d’adhérence, et si
re

Y est séparé, c’est la seule.

3.3 Espaces complets
3.3.1 Définition (Suite de Cauchy)
Soit (X, d) un espace métrique, une suite (z,)nen est dite de cauchy
si,

Ve > 0,3N € N,V(p,q) > N,d(zp,zq) < ¢

3.3.2  Proposition

i) Toute suite de Cauchy est bornée.
ii) Toute suite convergente est de Cauchy.

iii) Toute suite de cauchy ayant une valeur d’adhérence converge vers
cette valeur d’adhérence.
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3.3.3 Définition (Uniforme continuité)

f:(X,d) — (Y,d') est uniformément continue si

Ve >0,3n > 0,Ve,y € X, d(z,y) <n=d(f(z), f(y) <e

3.3.4 Définition (Uniforme équivalence)

On dit que deux distances d et d’ sont uniformément équivalentes
sur un ensemble X si

Ve >0,3n > 0,Vz,y € X,d (z,y) <n=d(z,y) <e
et
Ve >0,3n > 0,Vz,y € X,d(x,y) <n=d(z,y) <e
ie si Id : (X,d) — (X,d') et Id : (X,d) — (X,d) sont uniformément

continues.

3.8.5  Proposition

i) Si f:(X,d) — (Y,d') est uniformément continue, elle transforme une
suite de cauchy de X en suite de cauchy de Y.

ii) Sid et d’ sont deux distances uniformément équivalentes sur X, elles
ont les mémes suites de Cauchy.

3.3.6 Définition (Suites de Cauchy dans un groupe
topologique)

Si G est un groupe topologique, on peut définir la notion de suite de
cauchy par VYV voisinage de eg dng, Vp,q > no, :L'pmq’l eV
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Espaces complets

3.3.7 Définition (Espace complet)

On dit qu’un espace métrique est complet si toute suite de
Cauchy converge.

3.3.8 Proposition

Si f:(X,d) — (Y,d') est uniformément continue, bijective,
et d’inverse uniformément continu, alors

(X,d) complet < (Y,d") complet
Si d et d’ sont uniformément équivalentes, alors

(X, d) complet < (X, d’) complet

3.3.9 Définition (Espaces de banach, de
Fréchet)

i) On appelle espace de banach tout espace vectoriel complet

ii) On appelle espace de Fréchet tout espace vectoriel
topologique localement convexe séparé a base denombrable
de voisinages de 0, qui est complet.



3.3.10 Proposition

Soit (E,d) un espace métrique.

i) Si E est complet, ' C E est un sous espace fermé F' est
complet.

ii) Si F' muni de la topologie induite est complet, alors F est
fermeé.

iii) Le produit dénombrable d’espaces métriques complets est
complet

iv) Un produit fini d’espaces de Banach est un espace de ba-
nach.

3.3.11 Proposition

Soit E/ un espace vectoriel topologique normé. On a alors

E banach = toute série absolument convergente de E est convergente

3.3.12  Corollaire
Soit E un banach, F' un sous espace vectoriel fermé de F.
Alors, E/F est un banach
3.3.13  Proposition

Soit E un espace vectoriel topologique de dimension finie
sur K =R ou C. Soit [ : £ — K linéaire. On a alors

[ continue < Ker(l) est fermé
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3.3.14  Proposition
Soit E un espace vectoriel normé séparé de dimension finie n.
Alors, E est homéomorphe & K” muni de la topologie produit.
3.3.15 Corollaire
Si E est un espace vectoriel topologique séparé, si F est un
sous espace de dimension finie n de E, F est toujours fermé.
3.3.16  Corollaire
Soit E un espace vectoriel topologique séparé de dimension
finie , F un espace vectoriel topologique . Soit v : £ — F
linéaire, alors u est continue.
3.3.17 Définition (contraction)
Soit (X, d) un espace métrique, et f : X — X. On dit que f
est contractante si il existe &£ < 1 tel que f soit k-lipschitzienne.
3.3.18 Théoréeme (Point fixe)
Soit (X,d) est complet, et f : X — X contractante, alors
f a un unique point fixe, limite de toute suite récurrente
Tpe1 = f(x,), avec xy quelconque
3.3.19 Théoréeme (Point fixe a paramétre)

Soit (X, d) est complet, et A est un espace topologique. Soit
f: XxA — X.Onsuppose f contractante de rapport indépen-



dant de A € A, et que Vo € X, f(z,.) est continue. Alors, f
admet pour tout A € A un unique point fixe z(\). Par ailleurs,
x : A+ x(A) est continue.

4 Compacité

4.1 Espaces compacts
4.1.1 Définition (Recouvrement)

Soit. X un espace topologique, et B C X. Un recouvre-
ment de B est une famille (A;); de parties de X telles que
B C ,UIAL’- On dit que le recouvrement est ouvert (resp. fermeé)

1€
si tous les A; le sont.

Un sous recouvrement de B est la donnée de J C I, tel que
B C .U]Ai. on dit que le sous recouvrement est fini si J est fini.

1€

4.1.2  Définition (Espace compact)

Soit X un espace topologique. On dit que X est compact
si X est séparé, et que tout recouvrement de X admet un sous-
recouvrement fini.

4.1.3  Théoréme (Fermés emboités)

Si (F},), est une suite de fermés non vides d’un espace com-
pact X avec, Vn € N, F,,.; C F,,, alors NF,, # ()

4.1.4 Proposition

La notion d’espace compact est invariante par homéomor-

phisme. Un espace discret est compact si et seulement si il est
fini.

4.1.5  Définition (Compacité sur un sous es-
pace)

Soit X un espace topologique, A C X. On dit que A est
compact si et seulement si A muni de la topologie induite est
compact.

4.1.6  Proposition

i) Soit X un espace topologique, compact, et F* C X un fermé,
alors F' est compact.

ii) Soit X un espace topologique séparé F' C X sous espace
compact, alors F est fermé.

iii) Soit X un espace topologique séparé, Fy, F; deux compacts
de X, alors F} U F, est compact.

4.2 Compacité et valeurs d’adhérence
4.2.1  Proposition

Soit Y un compact, et Z ’ensemble des valeurs d’adhérence

de f quand z — a
€A

i) Z est un compact non vide de Y
ii) VYV voisinage de Z, 3U voisinage ouvert de a, f(UNA) C V
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iii) Si Z = {l}, [ est limite de f quand = — a

z€EA

4.2.2  Corollaire

Soit X un espace topologique compact, et (z,), une suite de
X. Alors, (x,), admet une valeur d’adhérence. Par ailleurs, si
cette valeur d’adhérence est unique, la suite converge vers cette
valeur d’adhérence.

4.2.3 Définition (Espace précompact)

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est pré-
compact si Ve > 0, on peut recouvrir X par un nombre fini de
B(z,¢)

4.2.4  Théoréme (Bolzano-Weierstrass)

Soit (X, d) un espace métrique, les propriétés suivantes sont
équivalentes

i) X est compact
ii) Toute suite de X admet une suite extraite convergente

iii) X est précompact complet

4.2.5 Corollaires

i) Tout espace métrique compact est borné
ii) Tout [a;b] C R est compact

iii) Tout espace métrique compact est séparable
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4.3 Compacité et produit
4.8.1 Théoréme (Tychonoff)

Soit (X;)ie; une famille d’espaces topologiques. Alors, si

chaque X; est compact, [[X; est compact
iel

4.3.2  Définition (espace inductif)

On dit qu'un espace E est inductif si toute partie P totale-
ment ordonnée de E admet un majorant.

4.3.8  Théoréeme (Zorn)

Tout ensemble inductif non vide admet un élément maximal.

4.3.4  Définition (mauvais recouvrement)

Soit X un espace topologique , un mauvais recouvrement
de X est un recouvrement ouvert n’admettant aucun sous-
recouvrement fini.

4.3.5 lemme

Soit X un espace topologique , P une prébase d’ouverts de
X. Supposons que X admette un mauvais recouvrement, alors
il existe un mauvais recouvrement constitué uniquement d’élé-
ments de P.



4.3.6  Sous-lemme

Supposons que X admette un mauvais recouvrement. Alors,
d U* un autre mauvais recouvrement vérifiant :

i) Si V4..V,, sont des ouverts tels que, Vj € {1,..,n}, V; ¢ U*
, alors

AV ¢ U
j=1

ii) Si V est un ouvert, V' ¢ U*, et V' ouvert tel que V C V",
alors

V' ¢ u

4.4 Espaces localement compacts
4.4.1 Définition (Espace localement compact)

On dit d’un espace topologique qu’il est localement com-
pact s’il est séparé, et si tout point admet un voisinage com-
pact.

4.4.2  Proposition

Dans un espace localement compact, tout point admet une
base de voisinages compacts.

4.4.8  Corollaire

Tout ouvert d’un espace localement compact est encore un
espace localement compact

4.4.4  Définition (Compactifié)

Soit X un espace localement compact, il existe un espace
topologique X = X U {oo}, espace topologique compact tel
que X soit un ouvert dense de X. Cet espace X est appellé le
compactifié de X

4.5 Applications continues et espaces compacts

4.5.1 Proposition

Soit X un espace topologique compact, Y un espace
topologique séparé, et f : X — Y continue. Alors, f(X) est
un compact.

4.5.2  Corollaire

Soit X un espace topologique compact, Y un espace
topologique séparé, f : X — Y continue et bijective, alors
f est un homéomorphisme.

4.5.8  Corollaire

Si X est un espace topologique compact, f : X — R con-

tinue, alors f est bornée et atteint ses bornes

4.5.4  Corollaire

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie .
i) A C FE est compact < E est fermé borné

ii) Deux normes sur E sont équivalentes



4.5.5 Théoréme (Riesz)

Soit E un espace vectoriel normé . les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) E est localement compact
ii) La boule unité fermée B(0,1) de E est compacte
iii) E est de dimension finie

4.5.6 Théoréme (Banach Alaoglu)

Soit E un espace vectoriel normé , E’ son dual topologique.
Soit By la boule unité fermée de E’. Alors B est compacte
pour la topologie faible-x

4.5.7 Définition (relative compacité)
Soit X un espace topologique. On dit que A C X est rela-
tivement compacte si A est compacte.
4.5.8 Définition (Application propres)
Soient X et Y deux espaces localement compacts. On dit que
f X — Y est propre si I'image réciproque de tout compact
est compacte.
4.5.9 Proposition

Soient X, Y deux espaces topologiques localement compacts.
i) Soit f: X — Y, propre, alors f est fermée.
ii) Soit f : X — Y, continue, bijective et propre, alors f est
un homéomorphisme.
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5 'Topologie fonctionelle

5.1 topologie de la convergence uniforme

5.1.1 Définition (Topologie de la convergence
uniforme)

On définit une distance d sur 'espace des fonctions X — Y,
F(X,Y) ou Y est un espace métrique par :

d(f,g) = min(sup(d(f(z),g(x))),1)

rzeX

On appelle topologie de la convergence uniforme la
topologie associée a cette distance.

5.1.2  Proposition

FIX,Y) — Y
f = fl2)
ii) Supposon Y complet. Alors, (F'(X,Y),d) est complet.

i) L’application est continue Vx

iii) Si X est un espace topologique, €' (X,Y) est un fermé donc
complet si Y Dest.

5.1.3 Théoréme (Interversion de limites)

Soit Z un espace métrique complet, Y un espace topologique.
Soit ACY,a€ A, et f, : A— Z, une suite de fonctions. On
suppose que :



1. Vn €N, lin}‘fn(x) existe, notée [,

T€A

2. (fn)n converge uniformément vers f sur A

Alors lim f existe, et vaut lim [,,, qui existe également, c’est a

Tr—a n—oo
z€A
dire
lim lim f, (z) = lim lim f,(z)
n—oor—a T—an—oo
z€A zEA

5.1.4 Définition (Convergence simple)

Soit X un espace topologique, Y un espace topologique. Soit
F(X,Y) = YX, on appelle topologie de la convergence
uniforme la topologie produit.

5.1.5 Théoréme (Dini)
Soit, X un espace topologique compact, et f, : X — R véri-
fiant :

i) Vn € N, f,, est continue

ii) Vo € X, lim f,(z) = f(x) existe
iii)  — f(x) est continue

)

iv) Vne N, Ve e X f.(x) < fuia(2)
Ouiv) VneN,Vxe X f,(x)> fori(z)

Alors f,, — f uniformément
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5.2 Convergence uniforme sur les compacts

5.2.1 Définition (Convergence uniforme sur les
compacts)

Soit X un espace topologique , Y un , et f, : X — Y une
suite d’applications. On dit que f, — [ uniformément sur
les compacts de X si VK compact de X, fn),x — [fix pour la
topologie de la convergence uniforme.

5.2.2  Proposition

Supposons X localement compact, soit (f,), suite de fonc-
tions de € (X, Y') convergent uniformément sur les compacts de
falors f e €(X,Y)

5.2.3 Définition (Topologie compacte ouverte)

Soit X un espace topologique, localement compact, Y un es-
pace métrique. On appelle topologie compacte ouverte la
topologie sur €(X,Y’) dont une prébase d’ouverts est donnée
par les O(K,U) = f € €(X,Y), f(K) C U, pour K compact
de X, et U ouvert de Y.

5.2.4  Proposition

Soit (f,)nen une suite de € (X,Y), et f € €(X,Y), les pro-
priétés suivantes sont équivalentes : :

i) fn — f uniformément sur les compacts

ii) f, — f pour la topologie compacte ouverte



5.3 Continuité uniforme
5.3.1 Définition (Module de continuité)

Soient X, Y deux espaces métriques, f : X — Y on appelle
module de continuité de f la fonction

wp o X — Y

h +— wi(h) = d(suihd’(f(lf)a f(w))

5.8.2 Définition (Fonctions holderiennes)

On dit que f est a-holderienne, avec a €]0; 1], si Je¢ > 0,
Vr,y e X

d(f(x), f(y) < Cd(z,y)"

5.3.3 Théoréme (Heine)

Soient (X, d), et (Y,d’) deux espaces métriques. Supposons
X compact. Alors, toute application continue f : X — Y est
uniformément continue.

5.3.4 Théoréeme (Prolongement des applica-
tions continues)

Soient (X, d), et (Y, d') deux espaces métriques, avec Y com-
plet. Soit A C X dense, f : A — Y uniformément continue. Il
existe une unique g : X — Y, continue telle que g4 = f. De
plus, g est uniformément continue. (ie. wy = wy)
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5.8.5 Théoréme
métrique)

(Complété  d’un  espace

Soit (X, d) un espace métrique. Il existe un espace métrique
complet )A(, eti: X < X injection isométrique d’image dense.
De plus si X’ est un autre espace métrique complet, 7’
X - X une injection isométrique, d’image dense, il existe

J: X — X' isométrie unique telle que le diagramme suivant
commute :

X 4 X
lA’i’ T
X

5.3.6 Corollaire

Soient X, Y deux espaces métriques, f : X — Y uni-
formement continue. Alors, il existe une unique application

~

f: X — Y uniformément continue, }‘|X =f

5.4 Semi continuité
5.4.1 Définition liminf, limsup)

Soit X un espace topologique,A C B C X, a € A, f :
B — R. Soit K I'ensemble des valeurs d’adhérence de f quand
r — a,r € A. On sait que K est un fermé non vide, donc
compact, de R. On pose alors

lim f(z) = min K, et lim f(z) = max K
T—A r—A
€A €A



5.4.2  Proposition

Soit Vune base de voisinages de a. On a

i) li = sup inf t Tim f(z) = inf
i) x%f(ﬂf) 3lég¢gAf(fc), et lim f(x) ;gvgggf(x)
TEA

i) Si f,g: B—R,etxzc A f(z)<g(x),alors

TEA

limf(z) < limg(z), et lim f(z) < limg()

i) T f(2) + limg() < linn(f + ) ()
iv) Tan(/ + g)(2) < T (2) + Fng(x)
v) Si f,g: B — [0;+00], on a
lim f(2). limg(z) < lnn( + g) ()

im(f + g)(z) < limf(z) + limg(x)

vi) min(limf, limg) < lim(min(f, g)), et lim(min(f, ¢)) < min(limf,limg)

Par ailleurs, on a :

max(lim , limg) < lim(max(f, ¢)), et Tm(max(f,¢)) < max({im , limg)

5.4.8 Définition inférieure,

supérieure)

(Continuité

Soit X un espace topologique, f : X — R, et o € X On dit
que f est semicontinue inférieurement (resp. supérieure-
ment) en xo, si VA < f(z0), (resp.VA > f(x¢)) IV voisinage de
X, Ve €V

f(z) > e, lim f(z) > f(zo)

T—XT0

(resp. f(z) > Nie. lim f(z) > f(z0))

T—x0

22

5.4.4 Proposition

— Le Sup d’une famille de fonctions semicontinues inférieure-
ment est semicontinu inférieurement

— L’Inf d’une famille de fonctions semicontinues supérieure-
ment est semicontinu supérieurement

5.4.5 Définition (Fonctions semicontinues)

une fonction est semicontinue inférieurement (resp.
supérieurement) si elle I’est en en tout point.

5.4.6  Proposition

i) f sci sur X & VA € R, {z,f(x) > A} ouvert
& VYAeR, {z, f(x) <A} fermé

i) f scs sur X & VA € R, {z, f(zx) < A} ouvert
& YAeR, {z, f(x)> A} fermé

5.4.7 Théoréeme

Soit X un espace topologique compact, f : X — R sci, alors
f atteint sa borne inférieure.



5.5 Théoréme d’Arzela Ascoli
5.5.1 Définition (Equicontinuité)

On dit qu’un sous ensemble A de € (X,Y") est équicontinu
en xg € X si Ve > 0, 4V voisinage de x,

Ve e VVf € Ad(f(z), f(zo)) <e

On dit que A est équicontinu sur X, A est continu en tout point
de X
5.5.2  Proposition

Soit X un espace métrique compact, A équicontinue sur X,
alors A est uniformément équicontinue , ie.

Ve > 0,3n > 0,Ve, 2’ € X,Vf € A d(x,2') <n=d(f(z), f(z')) <e

5.5.3 Définition (Relative compacité)

On dit qu’un sous ensemble B d’un espace topologique Z est
relativement compacte si B est compact.

5.5.4  Proposition

Soit X un espace topologique , Y un espace métrique, A C
¢ (X,Y). Alors, si A est relativement compact :

i) A est équicontinu

ii) Voo € X, A(zg) = {f(x0), f € A} est relativement com-
pact de Y
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5.5.5 Théoréme (Arzela Ascoli)

Supposons que X est un espace topologique compact et que
Y est un espace métrique. Soit A C ¥(X,Y), vérifiant A
équicontinue, et Vo € X, A(z) est relativement compact dans
Y, alors A est relativement compact de € (X,Y)

5.6 Théoréme de Stone-Weierstrass
5.6.1 Définition (K algébre séparante)

Soit A C €(X,K) une K algébre unitaire, on dit que A est
séparante si , Vr,y € X avec x # y, Af € A, f(z) # f(y)

5.6.2 Théoréme (Stone weierstrass)
Soit X compact

i) Soit A une sous algébre unitaire séparante de €(X,R),
alors A est dense dans %' (X,R)

ii) Soit A une sous algebre unitaire séparante de ¢'(X, C) telle
que, Vf € A,on a f € A, alors A est dense.

56.82 Lemme

Soit A une sous algébre unitaire séparante de % (X,R).
Alors, V(a,b) € R? Va,y € X% o # y, Af € A, f(z) =
a, fly)=>b



5.6.4 Lemme
Il existe (P,)neny suite de polynomes de R[X] telle que
P,(t) — /t uniformément sur [0; 1]
5.6.5 Lemme

Soit A C (X, R) sous algébre unitaire, alors :
i)SifeAl|fleA

i) Si fi..fx € A, alors maz{fi..fn} et min{fi..fx} sont dans
A

5.6.6 Corollaire

Soit X un compact, alors € (X,R) est séparable

5.7 Théoréme de Baire et applications
5.7.1 Définition (Espace de Baire)

On dit qu’un espace topologique X est un espace de Baire
si 'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

i) V (U, )nen suite d’ouverts denses, ﬂNUn est dense
ne

ii) V (F,)nen suite de fermés d’interieur vide, UNF" est d’in-
ne

térieur vide.

5.7.2  Théoréme (Baire)

i) Soit X un espace topologique localement compact, alors X
est un espace de Baire

ii) Soit X un ouvert d’un espace métrique complet, alors X est
un espace de Baire

5.7.8  Proposition

Soit E un espace de Banach, alors, soit E est de de dimension
finie , soit E est de dimension non dénombrable

5.7.4 Définition (Ensembles résiduels)

Soit X un espace de Baire

i) Un Gy est une intersection dénombrable d’ouverts denses.
En particulier, tout Gy est dense.

ii) Un F, est une réunion dénombrable de fermés d’intérieur
vide. En particulier, tout F, est d’intérieur vide.

iii) On dit qu'un sous ensemble de X est résiduel si il contient
un Gs. En particulier, un sous ensemble résiduel est dense.

iv) On dit qu'un sous ensemble de X est maigre si il est con-
tenu dans un F,. En particulier, un ensemble maigre est
d’intérieur vide.

v) Une propriété est dite vrai presque partout au sens de Baire
si elle est vraie sur un ensemble résiduel.

5.7.5 Proposition

Soit X un espace de Baire, Y un espace métrique, et f, :
X — Y une suite d’applications continues. Supposons que,
Ve € X,3lim f,(x) = f(x). Alors, f est continue presque

n—oo

partout.
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5.7.6 Corollaire

Soit f :]0; 1[— R dérivable, alors la dérivée est continue sur
un ensemble dense.

5.7.7 Théoréeme

L’ensemble des fonctions continues que ne sont dérivables en
aucun point est dense dans ¢°([0; 1], R)

5.7.8 Théoreme
Soit A I’ensemble des fonctions de €°([0; 1], R) dérivables a
droite en au moins un point de [0; 1], alors A est maigre
5.7.9 Théoreme

L’ensemble des fonctions > analytiques en au moins un
point est maigre.

6 Analyse fonctionelle

6.1 Le théoréme de Hahn-Banach
6.1.1 Théoréme (Hahn-Banach)

Soit E un R-ev,
p(z+y) < p(z) +p(y)

et p : E —
Va,y € Ep(Azr) < Ap(x)

R, vérifiant

V(z,\) € E xR%
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Soit F un sous espace vectoriel de E. Soit f : ' — R une forme
linéaire vérifiant

Vee ' f(x) <p(z)
Il existe alors f: E — R, linéaire, vérifiant :

Vo € E, f(z) < p(), et fir = f

6.1.2 Corollaire

i) Soit E un espace vectoriel normé , F un sous espace vec-
toriel de E, f : FF — R, forme hneane continue pour la
norme induite par celle de E, il existe f e r f‘F = f, et

1 Fllr=1 £l
i) Vo € B, 31 € B, telle que ||I||z=]||z||5 et I(z) =||z|

i) Vo € B, ||z||g= sup |I(z)]
Il <1

6.1.3 Définition (Espace séparant)

Soit E un espace vectoriel , un hyperplan affine H de E est
un sous ensemble de la forme H = {x € E,l(z) = a}, ou |
est une forme linéaire sur E, avec a € R. On dit que H sé-
pare deux sous ensembles A et B de E si, quitte a échanger A
et B, A C {x € E\l(z) < a},et A C {z € E,l(x) > a}.
On dit que H sépare strictement A et B si d¢ > 0
Ac{zeFElx)<a—chet AC{r e El(z) > a+c¢}

Remarque : Si E est un EVT, on sait que H fermé
< | continue



6.1.4 Théoréme
géométrique)

(Hahn-Banach, forme

Soit E un espace vectoriel topologique , A, B deux sous en-
sembles convexes# () de E, tels que AN B # ()

i) Si A est un ouvert 3H hyperplan fermé séparant A et B

ii) Si E est localement convexe, si A est un compact, et B
fermé, il existe H hyperplan fermé séparant strictement A
et B

6.1.5 Proposition

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé, A sous espace vectoriel de E. les propriétés suivantes
sont équivalentes : :

i) A est dense
i) Vie B, l4=0=1=0

6.1.6 Proposition
E est localement convexe séparé, la topologie faible sur E est
séparée.
6.1.7 Proposition

Soit E un R-espace vectoriel normé . Si E’ est séparable, E
est séparable
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6.2 Théoréme de Banach-Steinhauss, applications
6.2.1 Théoréme (Banach-Steinhauss)
Soit E un espace de Fréchet, F un espace vectoriel normé

. So0it u; : E — F, 1 € I une famille d’applications linéaires.
Supposons :

i) Vi € I, u; est continue

ii) Vo € E, sup|lu;(z)||p< +o0
iel

Alors, (u;);es est équicontinue.

6.2.2 Théoréeme (Image ouverte)

Soient E,F deux Fréchets, v : E — F' continue linéaire sur-
jective, alors u est ouverte.

Lemme 1 : 3p > 0, B(0,2p) C u(B(0,1))

Lemme 2 : Supposons B(0,2p) C u(B(0,1)), alors
B(0, p) < u(B(0, 1))

6.2.3 Corollaire (Théoréme de Banach)

Soient E,F deux espaces de Fréchet, u : £ — F', linéaire,
continue, bijective. Alors, u ! est continue

6.2.4 Corollaire

Soient ||.||1, et ||.|]]2 deux normes sur un espace vectoriel E.
Supposons E complet pour chacune de ces normes, et qu’il ex-



iste ¢; > 0 tel que Vo € E, ||.|[1< ¢1]|.||2 Alors,

Jeg > OVz € E | [|2< eal||lx

6.2.5 Corollaire (Théoréme des graphes fer-

més)

Soient E, F deux espaces de Fréchet, et u : EF — F linéaire.
Soit G le graphe de u, les propriétés suivantes sont équivalentes

i) u est continue

ii) G est un fermé de £ x I

6.2.6 Corollaire

Soient E, F deux espaces de Fréchet, u : F — F, linéaire,
les propriétés suivantes sont équivalentes : :

i) u: (E, forte) — (F, forte) continue

ii) u: (FE,0(E,E")) — (F,o(F,F")) continue

6.2.7 Définition (Somme directe topologique)

Soit E un espace vectoriel normé , F.G tels que £ = F & G.
FxG — FE

la somme directe est dite topologique si

continue.

(z,9)

= Tty

est

27

6.2.8 Proposition

Soit E un espace vectoriel normé , F,G tels que £ = F & G.
p1: B — F,py: E— F| les projecteurs associés. les propriétés
suivantes sont équivalentes : :

i) p1 continue
ii) po continue

iii) la somme directe est topologique

6.2.9 Proposition

Si E est un Banach, si F, G sont deux sous espace vectoriel
fermés de E tels que F = F' @ G, alors, la somme directe est
topologique.

6.2.10 Proposition

Soit E un espace vectoriel normé , F un sous espace vectoriel
fermé de complémentaire de dimension finie (resp. de dimen-
sion finie ), alors, F admet un supplémentaire de dimension
finie . Si E est un banach, ce supplémentaire est topologique.

6.3 Espaces de Hilbert

6.3.1 Théoréeme  (Inégalité de Cauchy-
Schwartz)

| < z,y > |<|z]|||yll, avec égalité si z = Ay, A >0



6.3.2 Théoréme (Inégalité de Minkowsky)

|z + yl|<||z]|+]ly]|, avec égalité si x = Ay, A > 0

6.3.3 Théoréme (Egalité de la médiane)

2152 = g (e P+Hy)1?), avec égalité sia = Ay, A >0

6.3.4 Définition (Espace préhilbertien)

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel .7 muni d’'un

produit scalaire. (En particulier, ¢’est un espace vectoriel normé

I X H — K

). Par ailleurs, I'application (z,7) est con-

— <x,y>
tinue.

6.3.5 Définition (Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace de préhilbertien complet.

6.3.6 Théoréme (Projection sur un convece
fermé)

Soit . un espace de Hilbert, et C un convexe fermé non
vide de 2.
i) Vo € A, Ap(x) € C, d(z,C) = d(z,p(x)) ||z — p(z)|=
min||z — y||
yeC
ii) p(x) est caractérisc par p(z) € C et Yy € C, Re(<
x—p(z),y —plx) >< 0

iii) = — p(x) est 1-lipschitzienne
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iv) Si C' = F est un sous espace vectoriel fermé de .77, p(z)
est caractérisé par p(z) € F et x — p(z) € F+

On dit alors que p(x) est le projeté orthogonal de x sur
C/F
6.3.7 Corollaire
Soit 27 un Hilbert, F un sous espace fermé de 7, Alors F
admet un supplémentaire (topologique) fermé, a savoir 7 =
FoFrt
6.8.8 Définition ()
Soit # un K-espace vectoriel , on définit € donné par les
lois (z,y) — x4y, et (A, x) — Az
6.3.9 Théoréme (Riesz-Fréchet)
Soit .7 un espace de Hilbert, et soit

/

¢ . I — A
r =y —-<T,y>

Alors, ® est une isométrie de 7 sur A

6.5.10 Proposition

¢ un espace de Hilbert sur K = R ou C, a une forme bil-
inéaire (K = R) ou sesquilinéaire (K = C) continue. 3¢ > 0 et
z,y € A, tel que |a(z,y)|< cf|]|]ly]]



6.3.11 Définition (Cohercivité)

On dit que a est cohercive si 3¢ > 0, Vo € J, a(x,x) >
cllz?

6.3.12 Théoréeme (Stompacchia)

Soit a une forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) continue co-

hercive, et C un convexe fermé non vide de 7. Soit [ € %/, il
existe un unique z € C tel que Yy € C

Re(a(x,y — x)) > Re(l(x — y))

Lorsque a est symétrique (resp. hermitienne) x est caractérisé
par z € C et sa(z,z) — Re(l(z)) = mig(%a(y, y) — Re(l(y)))
=

6.3.13 Corollaire (Théoréme de Lax-Milgram)

Soit a vérifiant les hypothéses du théoréme, [ € %,, il ex-
iste un unique x € J, tel que Yy € 2, a(x,y) = I(y).
Si a est symétrique (resp. hermitienne), x est caractérisé par
Sa(a,2) = Re(l(x)) = min(Ja(y,y) - Re(l(y))

6.3.14 Définition (Somme directe hilberti-
ennes)

Soit .7 un hilbert, (E,),en une suite de sous espaces fermés
de 7 vérifiant :

i) Vn#n/, E, L E,
ii) ®F, est dense dans J7

Alors, 7 = ®FE,, on dit que JZ est somme directe hilbertienne
des (E,)n, on note 7 = & E,

neN

6.3.15 Proposition

Supposons # = @ FE,. Soit p, la projection orthogonale de

A sur les sous espaces E,. Soit © € 7, et x, = p,(z) € E,.
Alors, > ||x,|* converge dans R, et > x, converge dans J#, de

somme T

6.3.16 Définition (Base hilbertienne)

Soit ## un hilbert, on dit que (e,)nen famille orthonormée
dénombrable de .77 est une base hilbertienne, si :

i) (en)nen est une base orthonormée si 7 est de dimension
finie

i) = @ Vect(ey)
neN
6.3.17 Définition (Famille totale)

On dit qu'une famille (y,),en de E est totale si l'espace
qu’elle engendre est dense.

6.5.18 Théoréeme

Soit 2 un hilbert séparable, 77 admet une base hilberti-
enne.
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6.3.19 Corollaire

Deux espaces de hilbert de méme dimension (éventuellement
infinie) séparables sont isomorphes.

6.4 Théorie spectrale
6.4.1 Définition (Valeur réguliére, spectre)

Soit E un espace vectoriel topologique sur K, v : £ — F
linéaire continue. On dit que A € K est une valeur réguliére
de u si u — AId est inversible. (ou que A est dans I’ensemble
résolvant R(u) de u) Dans le cas contraire, on dit que A est
dans le spectre de u, noté sp(u), ou o(u)

6.4.2 Définition (Valeur propre)

On dit que A € K est une valeur propre de u si Ker(u —
A d) # {0}. On note que Vp(u) C Sp(u), et on appelle rayon
spectral d’un endomorphisme la borne supérieure des module
de ses valeurs spectrales.

6.4.3 Proposition
Soit E un banach, et u € Z(FE) (continue). Alors, Sp(u) est
un compact de K, ce compact est non vide si K =C
Lemme :5i u € Z(E), et si ||ul| ¢z < 1, Id — u est inversible
6.4.4 Définition (compacité)

Soient E,F deux espace vectoriel normé , et v : F — F
linéaire, on dit que u est compacte si 'image par u de Bpg,
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boule unité fermée de E est relativement compacte dans F, ie
si I'image par u de tout borné de E est relativement compacte,
ou encore pour toute suite bornée (z,),eny de E, il existe une
extraction telle que u(x4())n convergente.

6.4.5 Proposition

u compacte =  u(Bp) relativement compacte =  u(Bg)
bornée =  w continue.

6.4.6 Proposition

Soient u : F — F, v : F' — G linéaires. Si I'une est compacte
et I'autre continue, alors la composée est compacte.

6.4.7 Proposition

Supposons que F est un banach, alors, K(E,F) C Z(E, F)
I’ensemble des applications linéaires compactes, est un sous es-
pace vectoriel fermé de Z(E, F).

6.4.8 Proposition

Soit E un espace vectoriel normé , F un hilbert, v : £ — F
compacte, il existe (u,)n,eny une suite d’applications linéaires
continues de rangs finis qui converge vers u, ie telle que

| —up||2@r — 0
n—-+o0o



6.4.9 Proposition

Soit E un Banach, v : E — E compacte.
i) Ker(u — Id) est de dimension finie
ii) Im(u — Id) est un fermé
iii) Si u — Id est injective, u — Id est bijective
)

iv) Si A € Sp(u) — {0}, alors A est une valeur propre de mul-
tiplicité finie ( Dim(Ker — A d)), isolée dans Sp(u).

6.4.10 Définition (adjoint)

Soit 2 un hilbert, et u : 5 — J, linéaire continue, alors
d! application linéaire u* : 7 — ¢ telle que

Ve,y € A, < u(x),y >=<z,u"(y) >

et u* est continue. De plus, on a |ul=[u"],
|lu o u*||=||u* o u||=||u||* . Enfin, Vopérateur d’adjonction est
semilinéaire.

6.4.11 Définition (Opérateur autoadjoint)

On dit que u : 7 — J est autoadjoint si u* = u

6.4.12  Proposition

Soit # un espace de hilbert, u € £ ()
i) A€ Sp(u) = \ € Sp(u*)
F C 7 est stable < F* stable par u*

i)
i)
iii) u compacte < u* compacte
) Im(u)* = Ker(u")

i

v

31

v) u autoadjoint = Sp(u) C R, Sp(u) C [m,M], ou

Mlenuax <u(z),x >, et m—Hm”m <wu(z),z >, qui ap-
[|z]|=1 1

partiennent tous deux a Sp(u)
Vi) Spres(u) est vide

6.4.13 Théoréeme

Soit ¢ un hilbert, u :  — 5 endomorphisme autoad-
joint compact. Il existe deux suites de réels positifs (stricte-
ment), (An)nefo.n+} €t (tn)nefo.n-3, avec NT, N~ dans N,
strictement décroissantees et convergent vers 0 lorsque N et
N~ sont infinis, telles que :

i) Sp(u) = {0}y ={\, ne€{0.N"}}JU{u, ne{0.N"}}
i) [Jull=maz (o, —po)
iii) Posons , VA € Sp(u) — {0} E,
VA 7£ )\/, on a E)\ 1 EX

iv) # =Keru® & E,& & L,
ne{0..N+} ne{0..N—}

= Ker(u — Ad), alors,

7 Calcul différentiel dans les espaces de Banach

7.1 Dérivation
7.1.1 Définition (Fonction différentiable)

On dit que f est différentiable ou dérivable (au sens
de Fréchet) en a si il existe g E — F linéaire con-
tinue telle que f(a + h) = f(a) + g.h + £(h) quand h tend
vers 0. (ie. Ve > 03n > O0Vh € B(0,n), aveca + h € U,



|f(a+h) — f(a) — g.h||r< €]|h||g) On dit que g est la différen-
tielle de f en a, notée df (a), ou Df(a) ou f'(a).

7.1.2  Définition (fonctions C')

On dit que f est différentiable sur U si Va € U, f est dif-
férentiable en a. On considére alors

U —- Z(EF)

On dit que f est de classe C! en a si f est différentiable sur V
voisinage ouvert de a et si

V — Z(EF)
r — df(x)

est continue en a. On dit que f est C* sur U si Va € U, f est
C! en a.

7.1.3 Proposition

i) Si f: U — F est constante, f est C' sur U et df (z) =
OVe e U

ii) Si f: E — F linéaire continue, f est différentiable (et C')
sur E et Vo € E, df (x) = f, ie Yh,df (z).h = f(h)

iii) Dérivation d’une composée : [ : U — F, différentiable
ena € U, g:V — G,V contenant f(U), g différen-
tiable en b = f(a), alors g o f est différentiable en a et
d(go f)(a) = dg(b) o df(a) De plus, si f est C' en a et g
C! en b, alors la composée est C! en a

iv) Soit £ = Ey x ... x E,,, avec E; Banach. Soit f : Fy X ... X
E, — F n-linéaire continue, alors, z;...x,, — f(zy...x,) est

C'sur Fy X ... x B, et
df(alan)(hlhn) = f(hla &2...&n) + ...+ f(al...an,l, hn)

f U — Fix..xF,

alors f est différentiable en a si et seulement si V7, f; :
U — Fj est différentiable en a, et

df (a).h = (df1(a).h, ..., df,(a).h,)
De méme, f est C' en a si et seulement si chaque f; est C*
en a.

vi) Si fi, fo: U — F sont différentiables en a Aj, Ay € K, alors
A1 fi1 + Ao fo est différentiable en a, et :

d(Afi + Aaf2) = Mdfi + Aadfo
(Méme chose pour les fonctions C! en a)

vil) Si fy : U — Fi, et fo : U — F; sont différentiables en
a, et si B : F; X Fy, — G est bilinéaire continue, alors
d:x — B(fi(x), fo(x)) est différentiable en a et

dg(a).h = B(df(a)-h, f2(a)) + B(f1(a), dfa(a).h)

viii) Soit f : U — F de classe C', un homéomorphisme de U
sur son image, et supposons f différentiable en a € U et
df (a) bijective. Alors, f~1 est différentiable en b = f(a) et
df ~H(b) = df (a)™"

& : GL(E,F) — GL(E,F)
u — ut

GL(E,F) et d®(u).h = —u "t hu™?

v) Soit U un ouvert de FE,

ix) Soit , alors @ est C'! sur

7.2 Théoréme des accroissements finis
7.2.1 Théoréeme (Accroissements finis)

Soit F un banach, a < b deux réels, f : [a,b] — F, continue,
dérivable sur ]a, b[. Soit ¢ : [a,b] — R, continue, dérivable sur
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Ja,b]. Alors, si Vt €]a,b[ || f'(t)||< ¢'(t), on a:
1f(a) = fFO)][< g(b) — g(a)

7.2.2 Corollaire

Soit U un ouvert d’'un Banach E, f : U — F, dériv-
able sur U. Soit a,b € U tels que [ b] C U. Supposons
donné M € Ry tel que Vo € [a,b], ||df (2)|| 2 @Ermn< M, Alors,

17(b) = fla)l|< M|[b - al

7.2.3 Corollaire

Soit U un ouvert connexe non vide de E, f : U — F dériv-
able telle que Vx € U df(x) = 0, alors f est constante.

7.2.4  Théoreme (Interversion dérivée/limite)

Soient E, F deux Banachs, U C E ouvert non vide connexe,
fn : U — E une suite d’applications dérivables. On suppose :

i) Jzg € U tel que (fn(xo)), converge.
ii) Ya € U3dr(a) > 0 tel que B(a,r(a)) C U et que (f)n

converge uniformément sur B(a,r(a))

Alors, Va € U (f,), converge uniformément sur B(a,r(a)), et
sig=Ilim f), f=1lim f,, f est dérivable sur U et f' =g
7.2.5 Corollaire

Si X f,(z) est une série convergente en xg € U et si Xf/ (z)
converge uniformément sur toute boule B(a,r(a)), X f,(z) con-

verge uniformément sur toute boule B(a,r(a)), la somme est

dérivable, et (Xf,) =X f!

7.3 Différentielles partielles
7.8.1 Définition (Dérivée partielle)

On considére £ = IIE, ou les E, sont des Banach. Soit
U un ouvert de E, soit f : U — F, avec F' un Banach. Soit
a = (ay...a,) € U On dit que f admet une dérivée partielle par
rapport a la i€ variable en a si z; — f(ay...a;,-1, T, Giy1, ...Qp)

est dérivable en x; = a;. On note cette différentielle partielle
Oif(a) € Z(E;, F)

7.8.2  Proposition

i) Supposons f différentiable en a. Alors, Vi, f admet une
dérivée parielle par rapport a la "¢ variable. Si h =
(hi...h,) € By X ... x E,, alors :

a).h = zn:dif(a).hi erF
i=1

ii) Si f admet des dérivées partielles 9;f, i = 1..n en a, et
Va, et si x — 0;f(x) est continue alors f est C'. (C’est une
équivalence)
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7.4 Dérivées d’ordres supérieur
7.4.1 Définition (Dérivée seconde)

Soient E,F deux Banach, U un ouvert de E, f : U — F.
On dit que f est deux fois dérivables sur un voisinage ou-
vert V de a et si x — df(x) est dérivable en a. On pose

d*f(a) = d(df)(a) € L(E, Z(E. F))
7.4.2  Proposition
Si f est différentiable deux fois en a, d? f(a) est une applica-

tion bilinéaire continue symétrique, £ x £ — F.

7.4.3  Corollaire (Lemme de Schwarz)

0’f(a) _ 0*f(a)
8%10563 N G:Cjami

7.4.4 Définition (Différentielles d’ordre p)

Posons % = Z(E X E,F), et £,(E,%,1) = Z(E X E X
.. X E F). On dit que f: U — F est p-fois différentiable en a
si 4V voisinage ouvert de a, tel que f soit p-1-fois différentiable
V — .;%,1
dP ' f(x)
d’f(a) = d(dP1f)(a) € £P. On dit que [ est p-fois différen-
tiable sur U si elle lest Vo € U

sur V et si est différentiable en a. On pose
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7.4.5 Proposition

Si f est p-fois dérivable sur U et si x — dPf(x) est q-fois
différentiable sur U, f est p+q fois différentiable et dP*9f =
di(drf).

7.4.6  Proposition

Si f est p-fois différentiable an a d” f(a) est une application
p-linéaire continue symétrique EP — F.

7.4.7 Définition (Dérivées d’ordre p)

On dit que f : U — F admet des dérivées partielles d’ordre
p en a € U si et seulement si f admet des dérivées partielles
d’ordre p — 1 sur un voisinage de a et si ces dérivées partielles
admettent une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a x;...x,
en a.

7.4.8 Définition (Fonctions C*)

Soient E,F deux Banach Uun ouvertde E, f : U — Fa €U

i) On dit que f est de classe C* en a si f est k fois dérivable
sur V voisinage ouvert de a et x — 9% f(x) est continue en
a. On dit que f est C* sur U si f est C* en tout point de
U.

ii) On dit que f est de classe C* si f est C* Vk € N

7.4.9 Proposition



i)Si £ =Ey X...x E., Uunouvertde E, f: U — F est
C* en a € U si et seulement si toutes les dérivées partielles
d’ordre k en a existent et sont continues en a.

i) Si FF=F x..xF,, f:U— F, f est p-fois dérivable en a
si et seulement si Vj, f; est p fois dérivable en a , et f est
C* en a (resp. sur U) si et seulement si Vj, f; est C* en a
(resp. sur U)

iii) Si f : By X ... x B, — F, p-linéaire continue, alors f est
C® et dPt1f =0

iv) Si f est p-fois dérivable en a et g p-fois dérivable en f(a),
g o f est p-fois dérivable en a.

v) L’ensemble des applications p-fois dérivables en a est un
espace vectoriel , de méme que ’ensemble des applications
C* en a et I’ensemble des applications C* sur U

GL(E,F) — GL(E,F)
U u?

—

vi) L’application est C'™°

vii) Soit U ouvert de E, f : U — F homéomorphisme sur son
image. On suppose f p-fois dérivable en a € U et df (a) bi-
jective. Alors, f~1 est p-fois dérivable en f(a). de méme, si
f est C* sur U, et si f est un homéomorphisme u — f(u),
et si Vo € U, df(x) est bijective, alors f est un difféomor-
phisme de classe C* de U sur f(U)

7.5 Théoréme des fonctions implicites, d’inversion
locale

7.5.1  Théoreme (Inversion locale)

Soient E, F deux banachs. Soit U un ouvert de E, f : U — F
de classe C*, k < 1. Soit a € U, supposons df (a) bijective. il
existe V, voisinage ouvert de a dans U, W voisinage ouvert de
f(a) dans F tels que fj : V. — W soit un difféomorphisme C*
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7.5.2  Théoréme (Fonctions implicites)

Soient E, F,G trois banachs, U un ouvert de E x F, f :
U — G de classe C* (k > 1). Soit (a,b) € U tel que f(a,b) = 0.
On suppose d0f(a,b) € Z(F,G) est bijective. Alors, il existe U’
voisinage ouvert de (a,b) dans U, il existe V' voisinage ouvert
de a dans F, il existe g : V — F de classe C* telle que I'on aie
I’équivalence :

(z,y) €U f(z,y) =0z eV, ety =gx)

7.6 Immersion, submersion
7.6.1 Définition (Immersion, submersion)

Soient E,F deux banachs, U un ouvert de E, f : U — F
drivable en a € U
i) On dit que f est une immersion en a (resp. sur U) si df (a)
est injective (resp. Va € U).
ii) On dit que f est une submersion en a (resp. sur U) si df (a)
est surjective (resp. Va € U).
iii) On dit que f est un C* diffeomorphisme local en a si il
existe V voisinage ouvert de a tel que fi, : V' — f(V) soit
un diffeomorphisme C*

7.6.2  Proposition (cas de la dimension finie)

Soit U un ouvert de R™, f: U — RP. Si f est différentiable
en a € U, la matrice jacobienne de f en a est

gﬁ oft

x1 T Oz

Lo =" ) (a) € Mn(@®)
ofi 9f
Ox1 Oz,



Par ailleurs, J,(go f) = Jrw)(9)-Ja(f)-

Agofli ~~99i, . Ok
Oz, n - 8yk<f “ &rj(a)

Si p = n, le jacobien de f est j,(f) = det(J.(f))

7.6.3 Définition (Rang d’une application)

Le rang de f en a est le rang de l'application linéaire
df (a), c’est a dire rg(Im(df(a))). Si E = F = R", RP, alors
rg(f)a = rg(Jalf))

7.6.4 Théoreme (Forme locale des immersions)

Soit U un voisinage ouvert de O dans RP, f : U — R™ de
classe C* k > 1 . Supposons que f(0) = 0 et que f est une
immersion en 0, il existe alors ¥ C*-difféomorphisme local de
R™ en 0 tel que, au voisinage de 0O :

Yo f(xy..xy) = (1...25,0...0)

7.6.5 Théoreme (Forme normale des submer-
sions)

Soit U un ouvert de R™ contenant 0, f : U — R? de classe
Ck, k > 1. Supposons que f(0) = 0 et que f est une submer-
sion en 0, il existe alors ¢ C*-difféomorphisme local de R" en
0 tel que, au voisinage de 0 :

fopf(zi..xy) = (21...24,0...0)
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7.6.6 Théoréeme (Forme locale des applications
de rang constant au voisinage d’un point)

U voisinage ouvert de R?, f : U — R? de classe C*. Sup-
posons f(0) =0, et df (z) de rang égal a r Vz dans un voisinage
de 0. 11 existe alors ¢ C*-diffécomorphisme local de R” en 0, et
¢ C*-difféomorphisme local de R? en 0, tels que

o fop(x)=(x1..2.,0..0)

8 Equations différentielles ordinaires

On considére E un R-espace vectoriel de Banach, U un ou-
vert de R x E, f : U — E continue.

8.0.7 Définition (Solution d’une équation dif-
férentielle)

Une solution de I'équation différentielle y' = f(t,y) est un
couple (I, u), ot I est un intervalle non vide, v : I — E dériv-
able telle que :

Vit eI, (t,u(t)) € Uetu(t) = f(t,u(t))

Si on se donne (tg,zg) € U, avec ty € I, on dit que la solution
vérifie les conditions initiales (zg, o) si u(ty) = xo



8.0.8 Définition (Solution mazimale)
On dit que (/,u) est une solution maximale si pour toute
solution (J,v) solution telle que I C J, et vj; = u, on aie en
fait J =1

8.0.9 Définition (Semi-lipschitziannité)

On dit que f est semi-lipschitzienne, ou encore lipschitzienne
par rapport a x localement dans U, si

V(to, x0) € U, e > 0, n > 0, ¢ > 0 tels que [to—e, to+e]x B(xo,n) C U

et que Vt € [ty — e, to + ¢, Va, 2’ € B(xo,n),
1f(t,2) — f(t,2)[|< cllz — 2|

8.1 Probléme de Cauchy
8.1.1 Théoréeme (Cauchy-Lipschitz)
Soit f continue sur U semi-lipschitzienne sur U. V(tq, zo) €
U, il existe une unique solution maximale vérifiant u(ty) = o
8.1.2 Définition (Solution approchée)

On dit que (/,u) est une solution approchée a ¢ prés de
y = f(t,y) sivt eI, (t,u(t)) e U, et

vt e LIlu/() — f(t,u(t)]|< e
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8.1.83 Proposition

Soient (I,u), et (J,v) deux solutions de y' = f(t,y) telles
qu’il existe tg € INJ, avec u(ty) = v(ty). Alors, u(t) = v(t)Vt €
InJ

Lemme : 2 — a
€A

8.1.4 Proposition

8.1.5 Théoreme ()

8.1.6 Définition ()
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iii)



