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markov par I.Kourkova

Une chaîne de Markov à temps continu se caractérise par sa mesure initiale

et par une matrice I × I, dite d'intensité, notée Q. Elle véri�e toujours les

propriétés suivantes :

Q1 0 ≤ −qi,i <∞, ∀i ∈ I.
Q2 qi,j ≥ 0 pour tout i 6= j, i, j ∈ I.
Q3

∑
j∈I qi,j = 0, pour tout i ∈ I.

Théorème 0.0.1 Soit I �ni.

i) P (t) est l'unique solution de l'équation P ′(t) = P (t)Q, avec la condi-
tion initiale P (0) = Id.

ii) P (t) est l'unique solution de l'équation P ′(t) = qP (t), avec la condition
initiale P (0) = Id.

iii)
(
d
dt

)(k) |t=0 P (t) = Qk

Pour Q matrice d'intensité, on lui associe une matrice Π, par Πi,i = 0,
et Πi,j = −qi,j/qi,i, si qi,i 6= 0, et Πi,i = 1, Πi,j = 0, si qi,i = 0.

Dé�nition 0.0.1 Un processus (Xt)t≥0, minimal, continu à droite, est dit
processus de markov de mesure initiale λ et de matrice d'intensité Q si son
processus de sauts (Yn)n∈N est une chaîne de Markov de mesure initiale Λ
et de matrice stochastique Π sur I à temps discret, et si le vecteur des durées
écoulées (S1, S2, ...) a la loi conditionnelle de n variables aléatoires indépen-
dantes de lois exponentielles de paramètres q(Y0), q(Y2), ... respectivement
sous condition que les valeurs des Yi sont �xées.

Théorème 0.0.2 (Markov forte) Soit (Xt)t≥0 un processus de Markov
de mesure initiale λ et de matrice d'intensité Q , et T un temps d'arrêt.
Alors, sous la condition XT = i, i ∈ I, X̃ = (XT+t)t est aussi un processus
de Markov de mesure initiale δi et de matrice d'intensité Q indépendant
de FT .

Théorème 0.0.3 Pour T un temps d'arrêt, pour toute variable aléatoire η
FT -mesurable� pour tout A ∈ FT , pour tout i, k ∈ I, on a

P({XT+η = k} ∩A ∩ {η <∞} ∩ {T < ζ} ∩ {XT = i})
= Pi({Xη = k})P(A ∩ {η <∞} ∩ {T < ζ} ∩ {XT = i})

On peut, grâce à ce théorème, calculer E(f(XT+η)).

Proposition 0.0.1 i) Si (Xj
t )t, j ≤ r sont des processus de poisson in-

dépendants de paramètres λj, en posant λ =
∑
λj, alors (

∑
Xj
t )j est

un processus de poisson de paramètre λ.

ii) Soit (Xt)t un processus de Poisson de paramètre λ. Soient pj ≥ 0,
j ≤ r tels que

∑
pj = 1 et ξ1, ξ2, ... une suite de variable aléatoire

iid., véri�ant P(ξ1 = j) = pj. On pose Jj0 (ω) = 0 pour tout j ≤ r,

et Jjn+1(ω) = min{Jk > Jjn(ω) : ξk = j}. Soit (Xj
t )t le processus con-

tinu à droite avec des sauts aux instants Jjn(ω), et le processus de saut
Y jn = n. Alors, les (Xj

t )t sont des processus de poisson indépendants
de paramètre λpj.

Proposition 0.0.2 Soit (Xt)t un processus de Poisson. Sous condition
�(Xt)t fait exactement un saut entre t et t+s�, la loi de ce saut est uniforme
sur [t, t+ s].

Proposition 0.0.3 Soit (Xt)t un processus de Poisson. sous condition
“Xt = n“, les instants de sauts J1, ...Jn on la loi d'une suite de vari-
ables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] rangées dans
l'ordre de leur croissance. la densité de cette famille est f(t1, ..., tn) =
n!t−n1{0≤t0≤...≤tn}

Dé�nition 0.0.2 Un processus minimal (Xt)t≥0 continu à droite à valeurs
dans {0, 1, 2, ...}∪{∞} est dit processus de naissance d'intensité qi, si, sous
condition X0 = i, les durées écoulées entre les sauts S1, S2, ... sont des
variables aléatoires indépendantes, exponentielles, de paramètres respectifs
qi, qi+1, ... et le processus de sauts est Yn = i+ n pour tout n.

Proposition 0.0.4 Soit (Xt)t un processus de naissances d'intensité (qj)j,
partant de 0.

i) Si
∑
q−1
j <∞, alors P(ζ <∞) = 1, le processus explose.

ii) Sinon,
∑
q−1
j =∞, alors P(ζ =∞) = 1, le processus n'explose pas.
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Proposition 0.0.5 Soient S1, S2, ... des variables aléatoires indépendantes
exponentielles de paramètres λ1, λ2, ... respectivement.

i) Si
∑
λ−1
i =∞, on a P(

∑
Si =∞) = 1

ii) Sinon,
∑
λ−1
i <∞, on a P(

∑
Si <∞) = 1

On pose TA = inf{t ≥ 0, Xt ∈ A}, et hAi = Pi(TA <∞).

Théorème 0.0.4 Le vecteur hA = (hAi , i ∈ I) est la solution non-négative
minimale du système{

lhAi = 1 pour i ∈ A
hAi =

∑
qi,jh

A
j pour i /∈ A

Théorème 0.0.5 Soit kAi = Ei(TA). Supposons que qi > 0 pour tout i /∈ A.
Le vecteur kA = (kAi , i ∈ I) est la solution non négative du système{

lkAi = 0 pour i ∈ A
kAi = −

∑
qi,jk

A
j pour i /∈ A

Proposition 0.0.6 Soit T i(ω) = inf{t ≥ J1(ω) : Xt(ω) = i} .
i) Si qi = 0 ou Pi(Ti <∞) = 1, alors i est récurrent et

∫∞
0
pi,i(t)dt =∞.

ii) Si qi > 0 et Pi(Ti <∞) < 1, alors i est transient et
∫∞

0
pi,i(t)dt <∞.

Proposition 0.0.7 Soit Q une matrice véri�ant Q1, Q2, Q3, et Π la
matrice associée. Alors, λ est invariante si et seulement si µ = Πµ, où
µi = −λiqi,i.

Proposition 0.0.8 Soit Q irréductible, récurrente, soit λ sa mesure invari-
ante. Soit s > 0, alors λQ = 0 si et seulement si λP (s) = λ.

Proposition 0.0.9 (ξt)t∈T est un processus de Markov avec une fonction
de transition P véri�ant (i)− (iii) si et seulement si pour tout s ≤ t et tout
Γ ∈ B, on a

E(1ξt∈Γ | F≤s) = P (s, ξs, t,Γ) .

Dé�nition 0.0.3 (Markov forte) La famille (ξt, Px) progressivement
mesurable véri�e la propriété de Markov forte par rapport à (F≤t)t≥0

(resp.(F≤t+)t≥0) si pour tout temps d'arrêt T par rapport à F≤t (resp.
F≤t+) si pour toute variable aléatoire à valeurs dans R∪{∞} ou R+∪{∞},
et F≤T , (resp. F≤T+)-mesurable, pour tout x ∈ X et Γ ∈ B, on ait

Px(ξT+η ∈ Γ | F≤T ) = P (η, ξT ,Γ) (resp. | F≤T+) Px−p.s. sur {T, η <∞} .

Proposition 0.0.10 Soit (ξt, Px) une famille de Markov qui véri�e la pro-
priété de Markov forte. Alors, pour tout B ∈ F≥0

Px(θ−1
T ∩B | FT ) = PξT (B), Px − p.s. sur {T <∞} .

Proposition 0.0.11 Si T et η prennent un nombre de valeurs au plus
dénombrable, la propriété de Markov forte est véri�ée par rapport à
(F≤t)t≥0.

Théorème 0.0.6 Une famille de Markov (ξt, Px), homogène en temps,
Fellérienne, avec des trajectoires continues à droite véri�e la propriété de
Markov forte par rapport à (F≤t+)t≥0.(Et bien sur par rapport à (F≤t)t≥0

Dé�nition 0.0.4 (Générateur in�nitésimal) Soit E un espace de Ba-
nach et P t un semi-groupe d'opérateurs linéaires sur cet espace, 0 ≤ t <∞,
P 0 = Id. On dit qu'un opérateur A dé�ni sur un domaine DA ⊂ E est un
générateur in�nitésimal de ce semi-groupe si pour tout f ∈ DA, il existe
une limite limt 0 t

−1(P tf − f) = Af , au sens où ‖t−1(P tf − f)−Af‖→ 0
. Cette limite détermine la valeur de A sur f .

Théorème 0.0.7 i) B0 est un espace vectoriel fermé.

ii) si f ∈ B0, P
t est uniformément continue en t sur [0,∞[ .

iii) si f ∈ B0, alors P
tf ∈ B0.

iv) D1 ⊂ B0, ADA ⊂ B0.

v) On a les équations de kolmogorov : AP tf = P tAf = d
dtP

tf , ce qui
s'écrit autrement comme

P tf = f +

∫ t

0

AP sfds = f +

∫ t

0

PsAfds .

Dé�nition 0.0.5 (Résolvante) On dé�nit pour λ > 0

Rλf(x) =

∫ ∞
0

e−λtP tf(x)dt .

Cette famille est appellée la résolvante de la famille (P t).
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