Fiche résumée du cours de Processus de

Markov, par I.Kourkova

1 Chaines de Markov a temps continu sur un espace
dénombrable

1.1 loi exponentielle

Définition 1.1.1 (Loi exponentielle) Une variable aléatoire T suit une
loi exponentielle de paramétre \ si pour tout t > 0

P(T >t)=e .

La densité de la loi exponentielle est fr(t) = e M1ysg et B(T) = A71 .

Théoréme 1.1.1 Si la vraiable aléatoire T est de loi exponentielle et de
paramétre «, la variable o/T suit une loi exponentielle de parameétre 1.

Théoréme 1.1.2 (Absence de mémoire) Une wvariable aléatoire T
0 —]0; 00| suit une loi exponentielle si et seulement si

P(T>s+t|T>t)=P(T > sVs,t>0.

Théoréme 1.1.3 Soit I dénombrable et Ty, k € I, des varaiables aléa-
toires exponentielles de parameétres g, ou 0 < ), qx = q < oo. Soit
T = infy Ty, Soit Bw) = {ko(w) : Tk,(w) = infrer Ti(w)}. Alors,
P(w : B(w) contient un seul élément ) = 1. On pose K(w) = ko(w) € B(w)
l’élément de k € I sur lequel Iinf est atteint. Les variables T et K sont
indépendantes, T suit la loi exponentielle de parameétre q,

P(K =4q)=a/q-

1.2 Matrice d’intensité

Une chaine de Markov a temps continu se caractérise par sa mesure ini-
tiale et par une matrice I x I, dite d’intensité, notée Q. Elle vérifie toujours
les propriétés suivantes :

Q1 OS—qi,i<OO,Vi€I.
Q2 g¢;,; > 0 pour tout ¢ # j, 4,5 € 1.
Q3 Zjel gi,; = 0, pour tout ¢ € I.

Définition 1.2.1 (exponentielle) Soit I fini. Pour toute matrice Q) sur

I x 1, la série
o Qk:
>
k=0

converge par composante vers une matrice ,notée €.

Théoréme 1.2.1 Soit I fini.
.
i) Le rayon de convergence de la série Y - (t(;g!) est infini pour chaque

composante.

; N
ii) pour tout n >0, e"? = (e9)", i.e. > po ("kL,)k = (ZZOZO %) .

ii1) Si Q et Q' commutent, on a également QTR = Qe

Théoréme 1.2.2 Soit I fini. Pour toute matrice QQ sur I x I, en posant
P(t) = !9, on a P(s+t) = P(s)P(t). Par ailleurs, une matrice Q vérifie
Q1, Q2 et Q3 si et seulement si P est une matrice stochastique.

Théoréme 1.2.3 Soit I fini.

i) P(t) est l'unique solution de ’équation P'(t) = P(t)Q, avec la condi-
tion initiale P(0) = Id.

ii) P(t) est lunique solution de ’équation P'(t) = qP(t), avec la condition
initiale P(0) = Id.

iii) (2)" |,Zo P(t) = Q*



1.3 Processus a temps continu sur R

Définition 1.3.1 Soit 0(X,,s < t) = % : la tribu engendrée par les éveé-
nements de type

{w, Xg, (W) =gy .., X, (W) =iq}

Définition 1.3.2 (instants de sauts, processus de sauts) On va in-
troduire les instants de sauts Jy, Jq, ...

Jo =0, Jnq1(w) = inf{t > J,(w) : X (w) : Xe(w) # X, )} >

ainsi que les temps Sy, écoulés entre les sauts, Sp(w) = J,(w) — Jp—1(w) si
Jn(w) < 00, 0o sinon. Le processus de saut Y, = X ;_  est appellé processus
de sauts associé ¢ X. On note ((w) = supJ, = Y. S, le premier temps
d’explosion de la trajectoire X;(w).

Définition 1.3.3 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T est appellée
temps d’arrét par rapport a la filtration (%), si, pour t, {T <t} € % On
définit alors la tribu engendrée par T, notée Fr, par

Ae Fp e AN{T <t} e F Vt

Théoréme 1.3.1 i) Soit T un (F;)-temps d’arrét, alors la variable aléa-
toire Xr est Fp-mesurable

ii) les J; et les S; sont des variables aléatoires F..-mesurables.
it1) Y, est Fo.-mesurable et .F; -mesurable.

Z.'U) 3500 = U(Snvi/n)

Théoréme 1.3.2 Soient P et P’ deux mesures de probabilitéssur F o, qui
coincident sur les évenements cylindriques, soit par rapport auz (Xy)¢, soit
auzx (S;,Y;);. Alors, ces mesures sont égales sur F, tout entier.

1.4 Processus de saut pur

Pour @ matrice d’intensité, on lui associe une matrice II, par II; ; = 0,
et Hiyj = —qi,j/qm, si qi,i 7é 0, et Hi,i = 1, Hi,j = 0, si Qi = 0.

Définition 1.4.1 Un processus (X)i>0, minimal, continu & droite, est dit
processus de markov de mesure initiale X et de matrice d’intensité QQ si son
processus de sauts (Y, )nen est une chaine de Markov de mesure initiale A
et de matrice stochastique 11 sur I a temps discret, et si le vecteur des durées
écoulées (S1, Sa, ...) a la loi conditionnelle de n variables aléatoires indépen-
dantes de lois exponentielles de parametres qYy),q(Y2),... respectivement
sous condition que les valeurs des Y; sont fixées.

Théoréme 1.4.1 (Markov forte) Soit (X;);>0 un processus de Markov
de mesure initiale \ et de matrice d’intensité QQ , et T un temps d’arrét.
Alors, sous la condition Xp =1i,1 € I, X = (Xpy¢) est aussi un processus
de Markov de mesure initiale §; et de matrice d’intensité () indépendant

de LgZ.T.

Théoréme 1.4.2 (Propriété de markov) Soit (X;); un processus de
Markov de mesure initiale A et de matrice d’intensité () . Sous condition
{Xs =1}, (Xigs)t>0 est un processus de Markov de mesure initiale 0; et de
matrice d’intensité QQ indépendant de F.

Théoréme 1.4.3 Pour T un temps d’arrét, pour toute variable aléatoire n
Fr-mesurable, pour tout A € Fr, pour tout i,k € I, on a

P{{ X741y = k}NAN{n < oo} {T < (3n{ X1 =i}) = P;({X,, = k})P(AN{n < oo}

On peut, grace a ce théoréme, calculer E(f(X74y))-

1.5 Equations de Kolmogorov

Théoréme 1.5.1 Soit (X;); un processus continu a droite sur I fini. Soit
Q@ une matrice vérifiant Q1, Q2, Q3, et 11 sa matrice associée. les propriétés
sutvantes sont équivalentes :



i) Sous condition Xy = i, le processus de sauts (Y, )nen est une chaine
de Markov de mesure initiale A et de matrice stochastique I1 , avec ici
A =0;, et, pour tout n > 1, les durées écoulées entre les sauts S, ..., Sy,
sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-
metres q(Yp), ..., q(Yn—1) respectivement sous conditions que la valeur
de Yy, ...,Y,_1 sont fixées.

ii) Pour tout t,h > 0, sous condition X; =i, Xy1p est indépendant de la
tribu %, et pour tout j, quand quand h | 0 uniformément pour t > 0

P(Xt+h = _] | Xt = Z) = 61‘7]‘ + hqi,j + O(h) .
iti) Pour tout n € N, et tout 0 <1 < ... < tpq1,ettoutio, ..., int1,
P(th+1 =lnt1 | Xty =105y X1, = Zn) = DPinint1 (tn+1 — tn) )

0w (p; ;) est la solution de P'(t) = QP(t), P(0) = Id.

Théoréme 1.5.2 Soit I dénombrable. Soit (Q une matrice vérifiant les pro-
priétés Q1, Q2, Q3. L’équation P'(t) = QP(t), P(0) = Id a une so-
lution positive minimale (P(t);>o. Cette solution forme un semi groupe
P(s)P(t) = P(s+t), et est également la solution positive minimale de
P'(t) = P(t)Q, P(0) = Id. Soit (X;): un processus minimal, continu a
droite. Soit 11 la matrice associée a Q et P(t) le semi groupe associé, les
hypothéses suivantes sont équivalentes.

i) Sous condition Xy = i, le processus de sauts (Y, )nen est une chaine
de Markov de mesure initiale A et de matrice stochastique I1 , avec ici
A = 0;, et, pour tout n > 1, les durées écoulées entre les sauts S, ..., Sy
sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-
metres q(Yy), ..., q(Yn—1) respectivement sous conditions que la valeur
de Yy, ..., Y,_1 sont fixées.

ii) Pour tout n € N, et tout 0 <t < ... < l,11,ettoutio, ..., inq1,
]P)(th+1 - Zn+1 | Xto - iO? "'7th - Zn) - pin,in+1(t’n+1 - tn) 9

0w (pi,;) est la solution de P'(t) = QP(t), P(0) = Id.

1.6 Processus de Poisson

Définition 1.6.1 (Processus de Poisson) Un  processus  croissant,
continu a droite, partant de Xy = 0 est dit processus de Poisson de
parameétre X si les durées écoulées entre les sauts Si,S5... sont des variables
aléatoires iid. de loi exponentielle de parameétre X\, et que Y,, = n pour tout
n.

Théoréme 1.6.1 (propriété de Markov) Soit (X;); un processus de
poisson de paramétre \. Alors, pour tout s > 0, (Xspt — Xs)¢ est aussi
un processus de Poisson de parametre X indépendant de F.

Définition 1.6.2 (Accroissements stationnaires, indépendants) Un
processus (X;); est dit a accroissements stationnaires si la loi de
Xirs — Xy ne dépend pas de t. Ses accroissements sont indépendants si,

pour tout 0 < tg <ty < ... < ty,, les (Xy,,, — Xy,)i sont indépendants.

Théoréme 1.6.2 Soit (X;); un processus croissant continu & droite, et
Xo=0. Soit 0 < \ < 0. les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Les durées S; écoulées entre les auts sont des variables aléatoires indé-
pendantes, exponentielles, de paramétre \ et le processus de sauts est
Y, = n pour tout n.

ii) (Xt)¢ a des accroissements indépendants, et, quand h | 0, on a
P= (Xt+h_Xt :0) =1 —)\h+0(h), ]P)(Xt+h—Xt =1= )\h+0(h) y

ot o(h) est uniforme pour tout t € Ry.

iii) (X¢): a des accroissements indépendants et stationnaires, et, pour tout
t >0, Xy suit une loi de poisson de parameétre t.

Théoréme 1.6.3 (Markov forte) Soit (X;);) un processus de poisson de
parametre X\, T un temps d’arrét. Sous condition {T < oo}, (Xp4t — X1)y
est aussi un processus de poisson de paramétre X\, indépendant de Fr.

Proposition 1.6.1 i) Si (X}), j < r sont des processus de poisson in-
dépendants de parameétres \;, en posant A = > \;, alors (3. X} ); est
un processus de poisson de parameétre \.



i) Soit (X;)¢ un processus de Poisson de paramétre \. Soient p; > 0,
J < rtels que Y p; = 1 et &1,&,... une suite de variable aléatoire
iid., vérifiant P(§; = j) = pj. On pose J(w) = 0 pour tout j < r, et
Jp 1 (W) = min{Jy > J)(w) : & = j}. Soit (X]); le processus continu a
droite avec des sauts auz instants J7 (w), et le processus de saut ;] = n.

Alors, les (X]); sont des processus de poisson indépendants de para-
metre Ap;.

Proposition 1.6.2 Soit (X;); un processus de Poisson. Sous condition
“(Xt)t fait exactement un saut entre t et t+s”, la loi de ce saut est uniforme
sur [t,t+ s].

Proposition 1.6.3 Soit (X;); un processus de Poisson. sous condition
“Xy = n“ les instants de sauts Jy,...J, on la loi d’une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1] rangées dans
Vordre de leur croissance. la densité de cette famille est f(t1,...,t,) =
" Lio<to<.. <t}

1.7 Processus de naissance

Définition 1.7.1 Un processus minimal (X;)>0 continu & droite a valeurs
dans {0,1,2,...}U{oo} est dit processus de naissance d’intensité q;, si, sous
condition Xy = 1, les durées écoulées entre les sauts Sy,Ss,... sont des
variables aléatoires indépendantes, exponentielles, de paramétres respectifs
Qi Qi+1,--- €t le processus de sauts est'Y,, =1+ n pour tout n.

Proposition 1.7.1 Soit (X;); un processus de naissances d’intensité (g;);,
partant de 0.

i) Si qul < 00, alors P({ < 00) = 1, le processus explose.

i) Sinon,y . qj_1 = 00, alors P(¢ = o0) =1, le processus n’ezplose pas.

iii)

Proposition 1.7.2 Soient S1,S5, ... des variables aléatoires indépendantes
exponentielles de parameétres A1, Ao, ... respectivement.

i) SiY A\t =00, 0naP(} S =00)=1
i) Sinon, S A7 < oo, on aP(3.S; < 00) =1
iii)

Théoréme 1.7.1 (Markov forte) Soit (X;); un processus de naissance
d’intensités (q;)i, et T un temps d’arrét. Sous condition ” Xp = i”, X =
(Xrqe — X7)1 est également un processus de naissance avec )?0 =i indé-
pendant de Frp

1.8 Explosion

Définition 1.8.1 (Instant d’explosion) On pose ( = supJ,, = > S,,
qui est appellé instant d’explosion. Un processus de Markov explose si
P(¢ < 00) > 0.

Proposition 1.8.1 Un processus de Markov de mesure initiale \ et de ma-
trice d’intensité QQ est non explosif si et seulement si la seule solution po-

_>
sitive bornée du systéme Q7 =7 est 7 = 0.

1.9 Classes d’états

Définition 1.9.1 (Etats communiquants) Soient i,j € I. On dit qu’un
état i meéne a j si Py(3t > 0, Xy = j) > 0. On dit que les états i et j
communiquent si i mene a j et st j mene a .

Proposition 1.9.1 Pour i # j, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) i meéne j.



ii) i méne a j pour la chaine de markov (Y,)nen-.
iii) Il existe i = 10,91, .cosin = J  Qig.iy Qiysin---Qin_1,in > 0-
iv) p;;(t) >0 pour tout t > 0.

v) p;;(t) >0 pour un t > 0.

1.10 Probabilités d’absorption

On pose T4 = inf{t > 0, X; € A}, et h = P;(T4 < c0).

Théoréme 1.10.1 Le vecteur h* = (ht, i € I) est la solution non-
négative minimale du systéme

It =1 pouri € A
hit = Zqi,jhf pouri ¢ A

Théoréme 1.10.2 Soit k* = E;(T*). Supposons que q¢; > 0 pour tout
i ¢ A. Le vecteur k* = (k*,i € I) est la solution non négative du systeme

Ik =0 pouri € A
k==Y qikt  pouri¢ A

1.11 Recurrence, transience

Définition 1.11.1 Un état i est récurrent si
P;({t > 0, X; =i} n'est pas limité ) = 1.
Un état est dit transient si

P;({t > 0, X; =i} n'est pas limité ) =0

Théoréme 1.11.1 i) Si i est recurrent pour (Y, )nen, alors i est récur-
rent pour (Xi)¢.

ii) Si i est transient pour (Y, )nen, alors i est transient pour (Xy);.

iii) Chaque état est récurrent ou transient.

iv) Tous les états d’une classe d’états qui communiquent sont récurrents
ou tous sont transients.

Proposition 1.11.1 Soit T'(w) = inf{t > J;(w) : X;(w) =i} .
i) Siqi =0 oulP;(T; < co) =1, alors i est récurrent et [~ p; ;(t)dt = co.
ii) Siqi >0 et Pi(T; < oo) <1, alors i est transient et [~ p;i(t)dt < co.

Proposition 1.11.2 oit h > 0, et Z,, = X,pn. Alors, la récurrence et la
transience de X et Z sont équivalentes.

1.12 Recurrence positive, mesure invariante

Définition 1.12.1 (Mesure invariante) Une mesure \ est dite inva-
riante si A\Q)Q = 0.

Proposition 1.12.1 Soit Q) une matrice vérifiant Q1, Q2, Q3, et 11 la
maltrice associée. Alors, \ est invariante si et seulement si p = I, ow

i = =i -

Proposition 1.12.2 Soit Q) irréductible et récurrente. Alors, elle a une
mesure invariante qui est unique a un facteur pres.

Définition 1.12.2 (Récurrence positive) Un état i est dit récurrent po-
sitif si By (T;) < oo.

Proposition 1.12.3 Soit QQ une matrice irréductible. les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

i) Chaque état est récurrent positif.
ii) Un élat est récurrent positif.

i11) Q est non explosive, et elle a une mesure invariante de probabilité \.



Sous ces hypothéses, B;(T%) = (—X\iqi;) "' pour tout i.

Proposition 1.12.4 Soit Q) irréductible, récurrente, soit X sa mesure in-
variante. Soit s > 0, alors \Q = 0 si et seulement si AP(s) = .

Proposition 1.12.5 Soit Q irréductible, non explosive, vérifiant Q1, Q2,
@3, de mesure de probabilité invariante \. Si (X;)i>0 est une processus de
Markov de mesure initiale \ et de matrice d’intensité Q , alors (Xs44)i>0
lest ausst pour tout s > 0.

Proposition 1.12.6 Soit A\ une mesure telle que \;q; j = \jq; . Alors, A
est invariante pour (.

Définition 1.12.3 (Equilibre) Une mesure est dite a l’équilibre si sa
mesure initiale est invariante.

1.13 Convergence

Proposition 1.13.1 Soit Q une matrice irréductible, vérifiant Q1, Q2, @3,
et (Xi¢)i>o0 est une processus de Markov de mesure initiale v et de matrice
d’intensité Q , alors

. 1
IS ET)

En particulier, si QQ est récurrente positive,

P(X,=j) — \;
( ¢ J) t—o00 J0
ot \ est l'unique mesure invariante, \QQ = 0. Si Q est récurrente nulle ou

transiente, alors

t—o0

1.14 Théorémes ergodiques

Théoréme 1.14.1 Soit Q irréductible et v une mesure. Soit (X;);>0 est
un processus de Markov de mesure initiale v et de matrice d’intensité Q) .
Alors,

! /t 1 ds — !
- —;AS ——— P-S
n 0 Xs=j oo ng](Tj) p-s,

Si Q) est récurrente positive, alors pour toute fonction [ : I — R bornée,

1/t
2/0 f(Xs)ds tjc Z)\jfj P.8,
J

ot A est la mesure invariante.

2 Processus de Markov

2.1 Rappel : Espérance conditionelle

Définition 2.1.1 (Esperance conditionelle) Une variable aléatoire Y
est l’espérance conditionelle de X sachant %, notée E(X | F), si Y
est .7 -mesurable, et que pour tout A € F, E(Y1,4) =E(X14).

2.2 Definition d’un processus de Markov, fonction
de transition

Soit (X, B) un espace muni d’une tribu. Soit (& ):er une famille de va-
riable aléatoire & valeurs dans X, ou T C R. Notons

Fp=0(s,8€T,s<t), Foy=F<t=0(s,s€T,s>1), et F =0(&).



Définition 2.2.1 Les trois définitions suivantes d’un processus de mar-
kov (& )ier sont équivalentes :

i) Pour tout t et pour tout B € F>;, on a
P(B| <) =P(B| #)P—p.s.
i) Pour tout t et pour tout A € F<y, on a
PA| F>) =P(A| F#)P—p.s.
i4i) Pour tout t et pour tout A € F<y, B € F>i, on a

P(ANB| %) =P(A| Z)P(B| F)P - p.s.

Définition 2.2.2 (Fonction de transition d’un processus de Markov)
Soit (xiy)ier un processus de markov. une fonction P: T x X x T x B est
sa fonction de transition si

i) P(s,x,t,.) est une mesure de probabilités sur (X, B).

ii) P(s,.,s,I') est une fonction B-mesurable.

iii) P(s,xz,s,T') = 0,(T).

iv) Pour tout s <t, x € X, € B,

E(Leer | &) = P(s,&s,t,T), P—p.s.

Proposition 2.2.1 (&)er est un processus de Markov avec une fonction
de transition P vérifiant (i) — (iii) si et seulement si pour tout s < t et tout
I'eB, ona

E(]]-EfEI‘ | yﬁs) - P(Sag(eatvr) .

Théoréme 2.2.1 Soit (§;)ier un processus stochastique, P une fonction
qui vérifie (i) — (iii), et ¢o une mesure de probabilités sur (X, B). Pour que
(&)ter soit un processus de Markov de mesure initiale ¢g et de fonction de
transition P, il faut et il suffit que, pour tout t1,....,t, € T, I'y,...,T',, € B,
on ait

P(€t1 (S Fl,...,gtn c Fn) = /Xd)o(dl‘) < . P(O,Jf,tl,dyl)...

</ P(tn—layn—lvtnadyn)) )
ry

Théoréme 2.2.2 (Equation de Kolmogorov-Chapman) Pour tout
s,x,t,T, on a, pour P fonction de transition, pour tout u € [s,t],

P(s,z,t,T) :/ P(u,y,t,T)P(s,x,u,dy) .
X

Proposition 2.2.2 Soit X un espace o-compact, métrique, B sa tribu boré-
lienne, ¢pg une mesure de probabilités sur X . Soit P une fonction qui vérifie
(i) — (it3) et les équations de Kolmogorov-Chapman. Alors, il existe un es-
pace de probabilités (Q, F,P)et un processus (§;)ier sur cet espace qui est

un processus de Markov de mesure initiale ¢ et de fonction de transition
P.

2.3 Famille d’opérateurs

On note B ’ensemble des fonctions mesurables bornées de (X, B) dans
(R, B(R)) mesurables bornées, muni de la norme infinie. Soit P la fonction
de transition d’un processus de Markov (&;)ier.

Définition 2.3.1 On définit une famille d’opérateurs sur B, notée
(P s<ier, définie par

Pot f(x) = /X ) P(s, 2, tdy) = E(F(& | € =) .

Proposition 2.3.1 Cette famille vérifie les propriétés suivantes :
i) Pt est linéaire

ii) [P FI<IIf

iii) Si f est positive, PS>t f U'est aussi.

w) P91 =1.
v) P** =1d

vi) Pt = psupuwt

Définition 2.3.2 (Sous espace Féllerien de B) Un sous espace de B
est det Féllerien si il est P%!-stable pour tout s < t.



Théoréme 2.3.1 Soit X un espace métrique compact, B sa tribu boré-
lienne et C' un espace de fonctions continues sur X . Soit (P*') une famille
d’opérateurs vérifiant les 6 propriétés ci dessus. Alors, il existe une fonction
P(s,x,t,T) vérifiant les trois premiéres propriétés des fonctions de transi-
tions, et les équations de Kolmogorov-Chapman et la définition 2.3.1.

2.4 Familles markoviennes homogénes en temps.
Semi-groupe.

Définition 2.4.1 (Homogénéité en temps) Une fonction de transition
est dite homogéne en temps si elle est définie pour s,t € T, avec T = R!,
ouRy, ouZ,, ouZ, et

P(s+h,z,t+h,T) = P(s,z,t,T), Vh.
Dans ce cas, on pose
P(t—s,z,T) = P(s,x,t,T) .
C’est une mesure de probabilité de 'argument I', est mesurable par rap-

port & z, et P(0,z,T') = 6,(T). Les équations de Kolmogorov-Chapman
s’écrivent

P(t+s,z,T) :/ P(s,y,I')P(t,z,dy) .
X

Définition 2.4.2 (Famille de Markov homogéne en temps) Soient
P, pour x € X des mesures sur F>qo. Un couple (&, P,) est dit une famille
de Markov homogéne en temps de fonction de transition P(t,z,T) si pour
toutheT,ze X, I €B

Pm(§t+h el | yﬁt) - P(hagt»l—‘)a Pz —p-.s.

2.5 Solutions d’équations différentielles stochas-
tiques

Définition 2.5.1 (Solution de PEDS) Soit n(w) = (n'(w),...,n%(w)) :
Q — R? une variable aléatoire . On dit que (&(w))i>s est une solution de

I’EDS : l

déf =" ol(&)dB] + b (&)dt , i =1,2,....d,

Jj=1

avec condition initiale £s(w) = n(w) si

l t ‘ t
del = Z/ g;ﬁ(gs/)ng, +/ b (& )ds', i =1,2,....d.
j=1"¢ ’

Proposition 2.5.1 Si on a I’EDS précédente, avec coefficients lipschit-

ziens, et si 1 est une variable aléatoire ﬁlgqs mesurable, avec E(n?) < infty

, alors il existe une solution (&)i>s avec n pour conditions initiales, unique
p.s.

On considére ¢y, un opérateur Q — Q, tel que Bs(ép)(w)) = Bstn(w) —
By (9).

Lemme 2.5.1 Soit f(r,w) : R x Q — R une fonction mesurable pour
B x ﬁgt. posons F(x) = E(f(z,.)). Soit n une variable aléatoire 535—
mesurable a valeurs dans R%. Alors,

E(f(n(w, ¢e(w | FE,) = F(n(w)) p-s.

En particulier,

E(f(n(w, d¢(w)) = E(F(n(w)) p.s.

Proposition 2.5.2 Pour tout 0 < s <t et x € R%, on a

&(w,w) = &—s(&s(x,w), ds(w)), p-5.

Proposition 2.5.3 Pour s <t, on a
P (&(z,w) €T | FE) = Pt —s,&(z,w),T)

ot P(h,z,7) = P(&,(z,w) € T). Autrement dit, pour x € R?, (& (z,w))i>0
est un pocessus de Markov de fonction de transition P.



2.6 Propriété de Markov forte

On note désormais F<iy = NestF<s.

Définition 2.6.1 (Temps d’arrét) une wvariable aléatoire T est un
temps d’arrét par rapport a la filtration (F<i)i>o0, (resp. (F<iy)i>o0) i
pour tout t, on a {T <t} € F<; (resp. F<iy). On définit également

fSTZ{Aey:Aﬁ{TSt}Ef;St}et

y§T+:{A€gZAﬂ{T§t}€y§t+}.

Définition 2.6.2 (Markov forte) La famille (&, P,.) progressivement
mesurable vérifie la propriété de Markov forte par rapport ¢ (F<i)i>o
(resp.(F<iy)it>0) si pour tout temps d’arrét T par rapport & F<; (resp.
F <1+ ) si pour toute variable aléatoire a valeurs dans RU{co} ou RyU{oo},
et F<r, (resp. F<pi)-mesurable, pour tout x € X etT' € B, on ait

Po(&riy €U Fer) = P(n,&r, ) (resp. | F<ry) Pe—p.s. sur {T,n < oo} .

Proposition 2.6.1 Soit (&, P,) une famille de Markov qui vérifie la pro-
priété de Markov forte. Alors, pour tout B € F>g

P.(07' N B | #r) = Pep(B), Py —p.s. sur {T < oo} .

Proposition 2.6.2 Si T et n prennent un nombre de valeurs au plus dé-
nombrable, la propriété de Markov forte est vérifiée par rapport & (F<i)i>o.

Théoréme 2.6.1 Une famille de Markov (&, P,.), homogéne en temps, Fel-
lérienne, avec des trajectoires continues a droite vérifie la propriété de Mar-
kov forte par rapport & (F<iy)i>o0.(Et bien sur par rapport & (F<i)i>o

2.7 Processus de saut pur

On considére une famille de Markov (&, P, ), sur un espace dénombrable
X, avec des trajectoires continues a droite. On reprend donc les notations
du chapitre précédent.

Théoréme 2.7.1 Soit (&, P.) une famille de Markov sur un espace X dé-
nombrable, avec des trajectoires continues a droite.

i) Sous P, les variables S1 et Y7 sont indépendantes, et Sy suit une loi
exponentielle de paramétre q,. On admet que qs = 0, ot Y, = A si
Jp = 00. Si on note 1,y = Pp(Y1 =y) poury € X UJ, on a my 4y = 0.
Siqe >0, 0ma) cxTuy=1 8q,=0,3 x7ay=0.

ii) Sous Py, le processus (Y, )nen est une chaine de Markov a valeurs dans
X U{oo} de matrice de transition (Tg )z yex

iii) Sous Py, conditionellement o %, , les variables Yy, 11 et Sp41 sont in-
dépendantes : la premiére est de loi exponentielle de parameétre gy, , la
seconde est de loi (Ty, y)yexU{oo}-

iv) Conditionellement & la tribu o(Y,,n > 0), les variables aléatoires
Sn,n = 1,2, ... sont indépendantes, chacune étant exponentielle de pa-
rametre qy,, .

2.8 Générateur

Définition 2.8.1 (Générateur infinitésimal) Soit E un espace de Ba-
nach et Pt un semi-groupe d’opérateurs linéaires sur cet espace, 0 < t < oo,
PY = Id. On dit qu’un opérateur A défini sur un domaine Dy C E est un
générateur infinitésimal de ce semi-groupe si pour tout f € D 4, il existe
une limite limy ot~ (P'f — f) = Af, au sens ou ||t 1 (P'f — f) — Af||— 0
. Cette limite détermine la valeur de A sur f.

Définition 2.8.2 Soit (&) une familel de processus de Markov homogénes
en temps sur (Q, F,P;), t € R, a valeurs dans un espace mesurable (X, B).
Soit Pt son semi-groupe défini sur un espace B de toutes les fonctions
f (X, B) = R mesurables bornées de norme || f||= sup,cx |f(z)|. Le géné-
rateur infinitésimal de ce semi-groupe s’appelle le générateur infinitésimal
de la famille de Markov (&;).



Théoréme 2.8.1 Soit (&) une famille de Markov sur (,.%, Py) a valeurs
dans R telle que uniformément pour x € R quand t — 0

P(t,x,R —U.(z) = o(t) ,
/ (y — 2)P(t, 2, dy) = b(x)t + oft) , et
U.(2)

/ (y — :c)zP(t7 x,dy) = a(x)t + o(t) ,
U.(z)

o U.(z) est un voisinage de x. Alors, 01(331 C Dy, ou Cl(i)z est l’en-

semble des fonctions de dérivées uniformément continues sur X, et pour
tout f € c?

uni’

Af = Sa(e) () + H(@) S (@)

On note C'C(2) I'espace des fonctions C®) a support compact.

Proposition 2.8.1 Pour (&): la solution de I’EDS vue précédemment, is-
sue p.s. de o =x , on a ct? (RY) € D4 et de plus
d

d 2
Af(x) = % Z a™(x) o°J +ij(x)§;; .

82$i1‘j

3,j=1

o a1 = Y, ol (2)] (2) = (007 (2)); .

2.9 Espace de continuité du semi-groupe, equations
de Kolmogorov

Définition 2.9.1 On définit By C B un espace de fonctions pour lesquelles

1Pef = fll= 0, ¢ 1.0.

Théoréme 2.9.1 i) By est un espace vectoriel fermé.

ii) si [ € Bo, P! est uniformément continue en t sur [0,00] .
iii) si f € By, alors Ptf € By.

iv) Dy C By, AD4 C By.
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v) On a les équations de kolmogorov : AP'f = P'Af = LP'f, ce qui
s’écrit autrement comme

t t
P f= AP?fds = P, Afds .
ff+/0 f8f+/0kfs

Définition 2.9.2 (Résolvante) On définit pour A > 0

Ryf(z) = /OOO e MPf(x)dt .

Cette famille est appellée la résolvante de la famille (P!).

Proposition 2.9.1 i) Si P' et P sont des semi-groupes de transi-
tions de familles de Markov & et & respectivement sur (Q, %, P,),
et (Q, F, P.) a valeurs dans (X, B) admettant le méme espace By et la
méme résolvante Ry, alors pour tout f € By : P'f = P'tf.

ii) Si de plus (X, B) est un espace polonais, et l’espace des fonctions C'(X)
continues bornées est contenu dans By, i.e. C(X) = By, alors P* = P't.
iii) Si en particulier, la famille de Markov (&) avec le semi-groupe P! a

des trajectoires continues a droite, alors C(X) C By (et par conséquent
Pt — P/t)

Théoréme 2.9.2 Pour tout f € B,
R;LR)\f = ()‘ - :U/)il ‘Rﬂf - R)\f‘ )

pour tous A, i, tels que Ry\B = R, B.

Théoréme 2.9.3 i) L’opérateur Ry est une bijection entre By et Dy et
-1
R," = (M\d—A).
ii) Le générateur infinitésimal A détermine le semi-groupe P' sur Bg de
facon unique.
ii1) Si P et P'" ont le méme espace By avec D1 C D4, et Af = Af pour
f€Da, alors Dy = Dy.



