Fiche résumée du cours de Théorémes limites

et grandes déviations, par Z.Shi

1 Convergence étroite de mesures

1.1 Rappels sur les espaces metriques

1.2 Convergence étroite dans un espace métrique

Soit (S, d) un espace métrique, . tribu borélienne, soient P, P, ... des
probabilités sur S.

Proposition 1.2.1 A e .7,

P(A) = sup{P(F),F C A ferm } = inf{P(O), A C O ouvert }

Corollaire 1.2.1 Soient P, P deuz probas sur S.
i) P(F) = P(F), pour tout fermé F = P = P
i) [gfdP = [ fdP, Vf: S — R continue bornée = P = P

Définition 1.2.1 (Convergence étroite) On dit que (P,)nen converge
étroitement vers P sur S si [ = fdP, — [o fdP,Vf:S — R continue
n—0o0

bornée.

Théoréme 1.2.1 (Portmanteau) les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) P, — P étroitement.

i) [¢=fdP, 2 Js fdP,Vf : S — R lipshitzienne.
it1) Pour tout fermé F, on a limsup,,_, . P,(F) < P(F).
i) Pour tout ouvert O, on a liminf, .. P,(O) > P(O).

v) VA, P(0A) = 0 = P,(A) — P(A).

Proposition 1.2.2 Soit (P,)nen convergent étroitement vers P, et ¢ :
S — S une fonction continue. Alors,P,op~' — Pop~! étroitement sur S.
P, oo~ est la mesure image de P, par ¢, ie P, oo (s) = P,(p71(s)))

Définition 1.2.2 (Convergence en loi) On dit que X,, — X en loi, ou
en distribution, siles lois des (X,,)nen convergent étroitement vers la loi
de X

Proposition 1.2.3 Soient X, Xq,... des variables aléatoires définies sur
(Q,.Z,P)et a valeurs dans (S,.7) un espace métrique. Si d(X,,X) 5 0,
alors X,, converge en loi vers X.

1.3 Meétrique de Prokhorov

Définition 1.3.1 (Metrique de Prokhorov) VP, Q € P(S),
p(P,Q) =inf{e > 0,P(A) < Q(A%)+¢e, Q(A) < P(A°)+ecVAe S}

s’appelle la métrique de Prokhorov sur l’espace P(S). Remarque : On
peut se restreindre dans la définition de la métrique aux fermés de ..

Lemme 1.3.1 (P(S),p) est un espace métrique.
Lemme 1.3.2
p(P,Q) = inf{Q(A) < P(A°) + e VA € .7}

<
=inf{Q(F) < P(F°) + e VF €. fermé }

Théoréme 1.3.1 S un espace métrique, P, Py, ... € P(S).
i) p(P,,P) -0 = P, — P étroitement



ii) Si S est séparable, P, — P étroitement = p(P,, P) — 0

Théoréme 1.3.2 i) S séparable = P(S) séparable, muni de p.
ii) S séparable complet = P(S) séparable complet, muni de p.

Théoréme 1.3.3 S séparable, P,Q € P(S). On a alors

p(P,Q) = iﬂfinf{s >0, u({(z,y) € S, d(z,y) > e}) < e},

ou linf est pris sur toutes les mesures  sur S> dont les projections respec-
tives sont P et Q. (i.e (A x S) = P(A), u(S x A) =Q(A4).)

Lemme 1.3.3 S séparable, ¢ > p(P,Q) = 3I(Q,F,P), IX,Y deuz
variables aléatoires sur cet espace de lois respectives P et Q, et telles que
Pd(X,Y) >¢e) <e.

1.3.1 Tension

Définition 1.3.2 (Proba, famille de probas tendues) i) P €
P(S), P est tendue si, pour tout € > 0, K compact tel que P(K°) < ¢.

ii) Soit I C P(S), II est tendue, si, pour tout € > 0, IK compact tel que
P(K¢) < ¢, pour tout P € II.

Théoréme 1.3.4 (Ulam) Soit S un espace séparable complet, alors soit
P e P(S), P est tendue.

Corollaire 1.3.1 S séparable complet, P € P(S), P(A) = sup{P(K),K C
A compact. }, pour tout A € .

1.3.2 Théoréeme de Prokhorov

Définition 1.3.3 (Relative compacité) Soit II C P(S), II est rela-
tivement compacte si, pour tout (P,)n,enC I, il existe une extraction
(Pn,. )ken qui converge étroitement.

Théoréme 1.3.5 (Prokhorov) ) I tendue = II relativement com-
pacte.

ii) Si S est séparable complet, 11 relativement compact = 11 tendue.

Corollaire 1.3.2 S séparable complet, (P,)nen converge étroitement =
(Pp)nen tendue. Réciproquement, toute suite tendue dont les extractions
convergentes admettent une limite unique converge étroitement vers cette
limite.

Théoréme 1.3.6 S=R,, P, P,... € P(S), posons L(t) = fR+ et P(dx),
et Lp(t) = fR+ e P, (dx). Alors,

L, (t) — L(t) pour tout t € Ry < P, — P étroitement sur R,.

1.8.8  Quelques discussions

1.3.3.1 wversion fonctionnelle du théoréme du port-
manteay

Théoréme 1.3.7 (Protmanteau, version fonctionnelle) les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) P, — P étroitement sur S
it) limsup,,_, ., [;dP, < [ fdP, Vf: S — R majorée sur S, semi continue
supérieurement

iii) liminf, ff dP, > [ fdP, ¥f : S — R minorée sur S, semi continue
inférieurement



w) [ fdP, — [ fdP,Yf:S — R bornée, P-p.s. continue.

Lemme 1.3.4 f:S — R mesurable telle que infg f > —c0

i) 3f* < f, semi continue inférieurement, telle que Vg < f sci, g < f*
i) infg f* > —oo, f*(x) = f(x) en tout x ou f est sci.
it1) f sci < f=Um Ty fn, fn continue bornée Vn.

1.8.3.2 distance en variation totale

Définition 1.3.4 (variation toale) pyar(P,Q) = Sup, |o|l, mes bornee || #dP — [ ¢dQ|.

Soit R une proba, telle que P et ) sont absolument continues par rapport
a R. On note f et g les densités respectives.

Proposition 1.3.1 Dans ces conditions, p,ar(P,Q) =|f — glL,®=
2sup 4. [P(A) — Q(A)]-

2 Convergence fonctionnelle des processus continus

2.1 Introduction

On note % V'ensemble des applications continues de [0,1] dans R, que
I’on munit de la norme infinie. Soit . la tribu borélienne.

.- _ .M o € — R
Proposition 2.1.1 .%¥ = o({m,t € [0,1]}), on r o a(t)
Proposition 2.1.2 X : Q — & mesurable < Vt € [0,1], X variable aléa-
toire .

Théoréme 2.1.1 Sur €, convergence étroite < tension et convergences en
loi fini-dimensionnelles.

2.2 Espace ¥ et tension

Théoréme 2.2.1 (Arzela-Ascoli) A € €, A relativement compact <
oD 2(0)] < o0, et pocq n(8) 1 0.

Théoréme 2.2.2 (P,)nen tendue sur € < (i) et (ii)

i) Ye >0, IM > 0 tel que P,({x € €, |x(0)] > M}) <eVn>1

i) Ve > 0, V&' > 0, 35 €]0,1[,3ng tel que P,({z € €, wy(d) > ¢}) <
g, Vn > nyg.

Théoréme 2.2.3 § €]0;1, 0 = tn < t1 < .. < ty = 1 tel que
tiy1 —t; > 6,0 € {1;..; N — 2}. Alors, Ve,VP € P(€)

=

Pz €€ :wy(d) >e}) < 4 P{ze®, sup J|a(s)—a(tiy1)| > §}>

SE[ti,tit1]

Il
=]

?

Théoréme 2.2.4 Soient X, X1 ... variables aléatoires o valeurs dans €.
Sil’on a

i) convergence en loi fini-dimensionnelle.
ii) Ve > 0 lims_o limsup,, . P(wxm () > €)

Alors X" converge en loi vers X .



2.3 Théoréme de Donsker

On considére

s +1
X(") _ Plnt] _ L”tJ
o= gy Tt )=

ot les (&;) sont des variables aléatoires iid de carré intégrable et d’espérance
nulle, et ou S,, = >, &;.

, t€10,1],

Théoréme 2.3.1 (Donsker) Dans ces conditions, X™) converge en loi

vers un mouvement brownien. (i.e. sa loi converge étroitement vers la
mesure de Wiener.)

Lemme 2.3.1 Vn > 1,VA >0, on a

P(kr:nlz?}'(n |Sk| > A/n) < 2P(]S,| > AV202n)

2.4 principes d’invariance

Théoréme 2.4.1 (Représentation de Stokhorod) (.5,d) espace
métrique séparable. P, Pl,PQ € P(S) tel que P, — P étroitement sur
S. Alors, il existe (Omega Z, ]P’) et X, X;... tels que la loi de X soit P,
celle de X,, soit P,, pour tout n, et que X,, — Xﬁ—p.s.

Theoreme 2.4.2 (Strassen, Komlos, Major, Tusnady, KMT) I ez-

iste (Omega Z, IP’) tel que 3(§j)J, itd, de méme loi que les (&,)nen, et il
existe B un mouvement brownien tel que

~n 1
X! )—ﬁBm

sup
te[0,1]

= o(+/loglog(n))), P — p.s.

De plus, si Va € [—8,0], E(e®1) < oo, on peut remplacer o(+/loglog(n)))
log(n)

par 0(7.

2.5 Preuve du théoréme de Stokhorod

Lemme 2.5.1 Soit (S,d) un espace métrique, soit € > 0, § > 0. P,Q €
P(S) tel que p(P,Q) < &, F1,...Ex € S disjoints, de diamétres plus
petits que 5, Ey = (UE;)c. Alors, il existe ¢1,...,cy € [0,1], Q, Z, P,
X, Yy, ... YN €85, & €R, indépendants, tels que la loi de £ soit umforme sur
10,1, celle de X soit P, et si Y est défini par Y =Y; sur {X € E;,{ > ¢;},
Yy sinon, en notant @ la loi de'Y, on a alors

{d(X,)Y)>d0+e} Cc{X eEUu{{< r(na§<>0 P(E' )

}

et
P(d(X,Y)>6+e)<d+¢.

3 Convergence fonctionnelle des processus cadlag

3.1 espace D et topologie de Stokhorod

On considére D = {x : [0, 1] — R, continue & droite, avec limite & gauche}.
Pour A C [0,1], on note w,(A) = sup; ;e a{z(s) — (1)}, et, pour § > 0,
We (5) = suptE[O,l—é]wz([ta t+ 5[)

Lemme 3.1.1 z € D
i) Je>0,I0 =1ty <t <..<ty=1tel que

Vl<i< N,wx([ti_l,ti[) <e
i) 3 (xn)nenC D en escalier, telle que ||z, — z|lcc — 0
n— oo

iii) Ve > 0,
card{t € [0,1],|2(t) —x(t7)| > e} < o0

Proposition 3.1.1 z € D
i) card{t € [0,1],t est un point de discontinuité de x } < Ng

i) ||z]|so< 00



Définition 3.1.1 (Distance de Stokhorod) z € D, y € D
d(z,y) =1inf{e > 0,3IX € A, sup |A(t) —t] <e, sup |z(t) —y(A(t))| < e}

tel0,1] tel0,1]

= inf
AEA([A=TId]|oo V][z—yoA]| oo

Lemme 3.1.2 (D,d(.,.)) est un espace métrique.

Proposition 3.1.2 z,z1,25... € D,

len — 2|l = 0 = x, — x dans D.
n— oo

Proposition 3.1.3 z,, — x dans D, alors

i) ,(0) = 2(0), 2, (1) — x(1), et x,(t) = x(t) en tout point t de conti-
nuité de x.

i) r€C = ||z, — 2|l — 0
n—oo

Théoréme 3.1.1 Le restreiction a C de la topologie de Stokhorod est la
topologie uniforme sur C.

3.2 Espace D, séparabilité

Théoréme 3.2.1 (D,d) est séparable.

3.3 Espace D, complétude

(D, d) n’est pas complet. Cependant :

Théoréme 3.3.1 E(z métrique sur D, équivalente a d, telle que (D, 67) so0it
complet.

3.4 Espace D, ensembles compacts

On munit D de la tribu borélienne 2.

Proposition 3.4.1 2 = o(m,t € [0,1]).

Corollaire 3.4.1 T C [0, 1], dense. Deuz probas qui coincident sur les

{Wth.u,tN(A)’ N > 11t1a-

sont identiques.

oty € TU{L}, A B®RY)}

Théoréme 3.4.1 A C D, A relativement compact < (i) + (1)

i) sup,clle] o < o0

i) sup,c 4 wh(0) 6:)() 0

3.5 Convergence étroite sur D

Soit X, XM . :Q — D, mesurables.

Théoréme 3.5.1 X converge en loi vers X sur D < (i) + (ii)

i) (ZL(X™)), est tendue sur D

i) f(Xt(I"),...,ngv)) -  ZL(Xy,...,Xry) €lroitement sur

VN, V1, ..., tN.

Définition 3.5.1 Tx = {t €]0,1[, P(X; = X, ) =1}U{0,1}

Théoréme 3.5.2 (P,) C P(D), (

P,)nen tendue sur D < (i) + (i7)

i) limsup,,_, . limsup,, ... P,({z € D,||z]lx> M}) =0

i) limsups_,o limsup,,_, ., P,({z € D,w () > ¢e}) =0, Ve > 0.

Corollaire 3.5.1 (P,,) C P(D), (Pn)nen tendue sur D < (i') + (ii)

RN,



i’) T C [0,1], dense, ¥t € T U {1}, limp o0 limsup,, .o Po({z €
D, fx(t)| > M}) =0

Corollaire 3.5.2 (P,) C P(D), (Py)nen tendue sur D < (i) + (i1)
i)
im limsup P,({z € D,|z(0)] > M})=0

1
M—00 nooo

lim limsup P,({z € D, |¢(x)| > M}) =0

M—00 n—oco

et ce Vo € D, ¢(x) = sup,¢jo 17 [2(t) — z(t7)]
3.6 Autres critéres de tension

Théoréme 3.6.1 (i) + (i1) + (i) = X(Xl(n) — Z(X) étroitement sur D.
i) YN, V1, .ty € Tx, LXM 00 XT) = L(Xiy, s Xiy) étroite-
ment sur RV,
. P
ZZ) X1 —X1_5 630 0
it1) 3 > 0,36 > 0,3F : [0,1] — R, continue, croissante, telle que

(F(t) = F(r)'**

P(|x{™ - x(™ 37 :

Z )\7 ‘X§71) —X,,(,”) Z /\) S

VO<r<s<t<l1,VA>0,Vn

Théoréme 3.6.2 (Donsker) &;,&s, ... variables aléatoires iid, E(§) =
0,02 = var(&) €)0,00[. S, = >2" &, So =0. On pose

1
XM = =S -
t J\/ﬁ [nt]

Pour tout n, X™ € D. Alors,

L(X™ - £L(B) étroitement sur D .

Théoréme 3.6.3 (Critére d’Aldonis) (Q,.#,P), espace de probas, et
vn, (ﬁt(n))tE[O,l] filtration. Pour tout n, X € D est (ﬁt(n))t—adaptée.
Alors, (i) + (i1) = L(X™) tendue sur D.

i) Z(|X™| ) tendue sur D.

it) Ve > 0, Ve > 0, 30 > 0 tel que

lim sup sup P (’Xq(fl) - Xé")
e g (FM)~tda
S<T<S+6A1

Ze)ge'.

4 Proncipe des grandes déviations

4.1 Théoréme de Cramér

Soient X, X1, Xs.. des variables aléatoires iid, et S,, = Z?Il X;.

Théoréme 4.1.1 (Crameér) Supposons \(0) := log(E(e?X) < oo, V0 € R.
Alors, Ya > E(X),

1
lim —logP(S, > na) = —\"(a)
n—oo n

, 0 X*(2) = suppez (62 — A(D)) -

4.2 Propriétés de la transformée de Crameér

On pose Dy = {0 € R, \(0) < oo}

Proposition 4.2.1 i) A(0) = 0. A : R —] — oo;00] conveze, semi-
continue inférieurement.
ii) 0 € Dy,
0Xx
)\/(9) — E(X@ ) ,
E(XefX)
et

E(EHX)E(XQBHX) o ]E(XB(?X)Q

(E(eX))?
N'(0) = 0 & X constante p.s. En particulier, si 0 € Dy, N (0) =
E(X), A(0) = var(X).

/\//(9) _




Proposition 4.2.2 i) \*: R — [0, 00] convexe, sci.
i) infyer A*(x) = 0 = M (E(X))
i) Vo > E(X), \*(x) = supgs>o(0z — A\(0)). En particulier, \* est crois-
sante sur [E(X), ool
iv) Si0€ Dy, alors Va € R, {z € R,\*(z) < a} est compact.

Proposition 4.2.3 Supposons D, = R.

i) A* est strictement convexe et de classe C™ sur ]A\*(—o00), A*(00)].

ii) Si X n’est pas une constante, alors (A*)"(E(X)) = w%(x)

4.3 Principe des grandes déviations

Définition 4.3.1 (Fonction de taux) I : S — [0,00] est dite une
(bonne) fonction de taux si I # +oo, et si, pour tout a € R, {z €
S, I(z) > a} est compact.

Proposition 4.3.1 [ (bonne) fonction de tauz, F # 0 fermé, alors, il ex-
iste v € F tel que I(x) = I(F), ot on a noté I(F) = infp I(x).

Proposition 4.3.2 I (bonne) fonction de taux F, décroissante Vn, F,
fermé, alors I(NF,) = lim 1 I(F,).

Définition 4.3.2 (Principe des grandes déviations) Soit (Pp)nen
une suite de probas sur S. On dit que (P,)nen satisfait un principe de
grandes déviations de vitesse n et de bonne fonction de tauzx I si :

i) I est une bonne fonction de tauz.
ii) limsup,,_,, log(P,(F)) < —I(F), pour tout fermé F C S.
iti) liminf, o = log(P,(G)) = —I(G), pour tout ouvert G C S.

Lemme 4.3.1 La troisiéme proposition est équivalente a la propriété locale
suivante :

1 1
liminf —log(P,(B(z,7))) > —I(z), Vr >0, x € S & ir>1% lim inf — log(P, (B(z, )
n r n

Lemme 4.3.2 Si (P,)nen satisfait un principe des grandes déviations , la
fonction de tauz est unique.

Proposition 4.3.3 Si (P,)nen satisfait un principe des grandes déviations
, de fonction de taux I, alors :

i) Jx* € S tel que I(x*) =0

ii) Si I s’annule en un seul point ©* € S, alors P, — 0.+ étroitement.

4.4 Retour au théoréme de Cramér

Théoréme 4.4.1 (Crameér) Supposons D1 = R, alors £ (%) satisfait
un principe des grandes déviations sur R, de vitesse n, et de (bonne) fonc-

tion de taux \*.

Lemme 4.4.1 M > 1 fizé, ag), ...,aflM) des réels, alors

1 . 1 :

: @2 @Y

~log E an - log (12%4 ay, > n—oo 0
1<i<M



4.5 Tension exponentielle

Définition 4.5.1 (Tension exponentielle) On dit que (P,)nen est ex-
ponentiellement tendue si pour tout M > 0, 3K C S compact tel que

1
lim sup — log(P,(K€)) < —M .
n

n—oQ

Définition 4.5.2 (Fonction de taux au sens faible) I : S — [0, 00]
est une fonction de tauzx au sens faible si I # etVa >0, {x € S,I(z) <
a} est fermé.

Définition 4.5.3 ( principe des grandes déviations au sens faible)
On dit que (Py)nen satisfait un principe des grandes déviations au sens
faible sur S, de vitesse n, et de fonction de taux I, si :

i) I fonction de taux au sens faible.
it) limsup,,_, ., +log(P,(K)) < —I(K), pour tout compact K C S.
iti) liminf, o 2 log(P,(G)) > —I(G), pour tout ouvert G C S.

Théoréme 4.5.1 principe des grandes déviations < principe des grandes
déviations au sens faible + tension exponentielle.

5 Théoréme de Gartner-FEllis

5.1 Théoréme de Gartner Ellis en dimension finie.

On considére Zy, Zs, ... vecteurs aléatoires & valeurs dans R%. On note
P, = ZL(Z,), M(0) = log(E(e<%%»>)) €] — 00, +00], § € R%. On suppose
qu'il existe X : R — [—oo; +o0] vérifiant :

An(n0)

n

(+) mrse A(0) .

0 € Dy={0ecR AB) < +o0} .

Définition 5.1.1 (Transformée de legendre) On définit la transfor-
mée de Legendre de \ par

A (z) = 6)suﬂgl(< 0,x > —\0)), z € R%.
€

Définition 5.1.2 (Exposition) x € RY est un point exposé par \* si
30 € R4, tel que

A(y) = A (x) ><y — 2,0 >,

et 0 est alors appellé hyperplan exposant pour x.

Proposition 5.1.1 Sous (x) — (#x)
i) A conveze sur R4, \(0) > —oo, VO € RY.

ii) A* conveze, \* bonne fonction de tauz.

Théoréme 5.1.1 (Gartner Ellis) Supposons (x) — ()
i)
1
limsup — log(P,(F)) < —\*(F),VF C R? fermé.
n

n— 00

1
lim inf = log(P,(G)) < —\*(G N E),YG C R ouvert, ou

n—,oo M
E={ze R, & point exposé pour \* tel que 30 € Dy hyperplan exposant pot

ii) Si de plus Dy = Re et \ différentiable sur R?, alors (P,)n,en satifait
un PGD sur R?, de vitesse n, et de bonne fonction de tauz \*.

Lemme 5.1.1 0 € Dy, supposons \ différentiable au point 0, alors x =
V() point exposé pour \*,0x hyperplan exposé.



5.2 Application au théoréme de Cramér

Théoréme 5.2.1 (Crameér) Si 0 € D), alors £ (22) satisfait un
principe des grandes déviations de vitesse n et de bonne fonction de taux
A*.

Corollaire 5.2.1 Si 0 € D), alors \*(z) = oo si @ n'est pas dans len-
veloppe conveze du support de £ (X).

5.3 Application : Théoréme de Somov

Définition 5.3.1 (Entropie) Soit T' un espace mesurable, n, v € P(T'),
on définit ’entropie relative de u,v, par

dp oo (dp
H(p|v)= { Jr v log (dy) dv, p <<v
00 Sinon.

Proposition 5.3.1 i) H(u|v) >0

/du1 ( )d >f(/riil/:dl/)=f(1):

, pour f =xlogx.
it) Sip<<v, H(p|v) =3 cr_o} Hilog (%) :

H(z,v) siz eS¢
Hw|v) = { oo(smo)n.

Théoréme 5.3.1 (Somov) Z(L,) satisfait un principe de grande dévia-
tions sur RY, ou (P(I')) de vitesse n et de bonne fonction de taur H(z, P),
r €R?

5.4 Applications : grandes déviations pour les
chaines de Markov

6 Principes généraux

6.1 Principe de contraction

Soient (S, d), et (§ , c?) espaces métriques séparables complets, et (Pp,)nen
suite de probabilités sur S.

Théoréme 6.1.1 (Principe de contraction) Supposons que (P,)nen
satisfait un principe de grandes déviations sur S, de vitesse n, et de bonne
fonction de tauz I. Soit ¢ : S — S, continue, alors (P, o ¢*),, satisfait un
principe des grandes déviations sur §, de vitesse n, et de bonne fonction de

tauz J =To¢™', ot ¢ (y) = inf{z, ¢(x) = y}.

Lemme 6.1.1 (Varadhan) Soit (P,)nen satisfaisant un  principe des
grandes déviations sur S de vitesse n et de bonne fonction de tauz I, et
f:S — R continue, majorée ? Alors

llog/e”fdPn — sup|f(z) — I(x)| .
n Js

Proposition 6.1.1 Supposons que (Pp)nen satisfait un  principe des
grandes déviations de vitesse n et de bonne fonction de taux I. Alors,

i) Pour [ :S — R semi continue inférieurement, G C S ouvert,

1
lim inf — log / e dP, > sup | f(x) — I(z)| .
G

n—oo N reqG

ii) Pour [ :S — R semi continue supérieurement, F' C S fermé,

hmbupnlog/ "fdP, < sup |f(z) — I(z)] .

n— 00 zeG



Théoréme 6.1.2 Soit (P,),en satisfaisant un principe des grandes dévi-
ations de vitesse n et de bonne fonction de taux I, et f : S — R continue
telle que limps_y oo lim,, oo f{f>M} e dP, = —co. On a alors équiintégra-
bilité exponentielle, et -

1 ”f
. log( dP, — sup(f(x)—1I(x)).

n—oQ xeS

Proposition 6.1.2 Soit f : S — R, continue. Supposons qu’il existe v > 1
tel que limsupnﬁwilogfe"mfdPn < oo . Alors, il y a équiintégrabilité
exponentielle pour (Py,)nen par rapport @ n.

6.2 Lemme de Bryc

Théoréme 6.2.1 Supposons que (Py,)nen est exponentiellement tendue sur
S, et Ay = lim, o 1/nlog fs enfdPn ¢ R existe, pour toute fonction
f S — R continue bornée. Alors, (Py)nen satisfait un principe des grandes
déviations de vitesse n et de bonne fonction de tauz

I(z) = sup
f:S>R continue bornée

(flx)—Ayp), ze§.

De plus, Vf : S — R bornée continue, Ay = sup,q(f(z) — I(z)).
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7 Modéle de Curie-Weiss

Théoréme 7.0.2 Soit (P,)nen satisfaisant un principe des grandes dévi-
ations de wvitesse n et de bonne fonction de tauz I, H : S — R con-
tinue magjorée. Posons P, g = e”H/ZmH.Pn, ol Znp = fs e"Hdp,. Alors,
(Pn.H)nen satisfait un principe des grandes déviations de vitesse n et de
bonne fonction de taux

Tn(w) = I(z) = H(z) — inf (I(y) - H(y))

8 Théoréme de Shilder

8.1 Théoréme de Shilder

Théoréme 8.1.1 (Shilder)



