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Séries entières

Exercice 1. Soit (cn)n∈N une suite de réels strictement positifs.

a) Montrer que
limn→∞ c

1/n
n ≤ limn→∞

cn+1

cn
.

b) Montrer que si L = limn→∞
cn+1

cn
existe dans [0,∞], alors

L = lim
n→∞

c
1/n
n .

Exercice 2. Donner le rayon de convergence de la série entière
∑

n≥1 anz
n dans les cas

suivants :

a) a2n = a2n et a2n+1 = b2n+1, avec 0 < a < b.
b) an = n!

nn .

c) a2n+1 = 0 et a2n = (−1)n n!
(n+sinn)n .

Exercice 3. Soit α un réel strictement positif.
a) Étudier, en discutant suivant la valeur de α, la sommabilité de la famille de nombres

positifs {(m+ n)−α}(n,m)∈N∗×N∗ .
b) Même question pour la famille {(mα + nα)−1}(n,m)∈N∗×N∗ .

Exercice 4.

a) Montrer que la série
∞∑

n=1 , n 6=m

1

m2 − n2

est convergente de somme − 3
4m2 .

b) On définit

unm =

{
0 if n = m
1

m2−n2 if n 6= m
.

Montrer que
∞∑
n=1

∞∑
m=1

unm = −
∞∑
m=1

∞∑
n=1

unm 6= 0 .

La famille (unm)(n,m)∈N∗×N∗ est-elle sommable ?

Exercice 5. Soit p ≥ 2 un entier fixé. On note ω0, . . . , ωp−1 les p racines p-ièmes de
l’unité.
a) Calculer pour tout entier n ≥ 0, la somme ωn0 + · · ·+ ωnp−1 .
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b) Soit

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

une série entière de rayon de convergence r > 0. On définit g : D(0, rp)→ C par

g(z) =

{
0 if z = 0

f(w0) + · · ·+ f(wp−1) if z 6= 0
,

où w0, . . . , wp−1 sont les racines p-ièmes de z. Montrer que g est la somme d’une série
entière, que l’on déterminera à partir de celle que définit f .

Exercice 6. Soit

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

une série entière de rayon de convergence r > 0. Montrer que si f n’est pas constante au
voisinage de 0, alors il existe un voisinage V de 0 tel que

∀z ∈ V f(z) = f(0) ⇒ z = 0 .

Exercice 7. Que peut-on dire de la convergence uniforme des séries suivantes dans les
régions indiquées ?

a)
∑∞

n=1
zn

n
√
n+1

, |z| ≤ 1.

b)
∑∞

n=1
1

n2z2
, 1 ≤ |z| ≤ 2.

c)
∑∞

n=1
cos(nz)
n3 , 1 ≤ |z| ≤ 2.

Exercice 8. Montrer que si an = λnbn avec λn = O(nα) (α ∈ R), alors le rayon de
convergence de

∑
anz

n est supérieur à celui de
∑
bnz

n.

Exercice 9. Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :

1.
∑

n
n!

(2n)!x
n 2.

∑
n lnnx

n 3.
∑

n

√
nx2n

2n+1

4.
∑

n
(1+i)nz3n

n.2n 5.
∑

n(2 + ni)nzn 6.
∑

n
(−1)n

1×3×···×(2n−1)z
n

7.
∑

n a
√
nzn, a > 0 8.

∑
n z

n! 9.
∑

n n
lnnzn

Exercice 10. Calculer le rayon de convergence de la série entière
∑

n anz
n lorsque an est

donné par :

1. an = 1√
n

2. an = ln
(
1 + sin 1

n

)
3. an = n!

22n
√

(2n)!
4. an = tan

(
nπ
7

)
5. an est le nombre de diviseurs de n 6. an = exp(1/n)− 1.
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