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Résumé

Ma thèse s’articule autour de deux thématiques. La première traite de l’étude de mesures
invariantes de processus de diffusion et de ses approximations. J’établis, dans différentes
situations, des contrôles non-asymptotiques de l’erreur d’estimation par des inégalités de
concentration Gaussienne. Cela permet ainsi d’obtenir des contrôles précis d’intervalles de
confiance.

La seconde partie aborde, quant à elle, le phénomène de régularisation par le bruit. Tout
d’abord à travers des estimées de Schauder, j’établis pour une équation aux dérivées partielles
(EDP) de type Kolmogorov associée à un système d’équations stochastiques (EDS) dégénérées.
Je montre que la solution de l’EDP bénéficie d’un gain de régularité parabolique correspondant à
l’indice d’auto-similarité du bruit considéré.

Dans un second temps, je démontre l’unicité forte de la solution de l’EDS étudiée
précédemment. Cette équation peut être vue comme une équation différentielle ordinaire (EDO)
bruitée. La présence d’un bruit auto-similaire permet de restaurer l’unicité de la solution dans un
cadre hölderien.
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I) Inégalités de concentration non-asymptotiques

(Partie II du manuscrit de thèse)

Avant-propos
La première partie de ce résumé de thèse se compose de 4 sections. La Section 1 explique

brièvement les motivations et les difficultés pour calculer une mesure invariante d’un processus de
diffusion. La Section 2, correspondant au Chapitre 3 du manuscrit de thèse, présente le schéma
d’approximation considéré, les principales inégalités de concentration obtenues dans ce chapitre
ainsi que les grandes lignes des preuves. Dans cette section, je présente également des contrôles
ponctuels de la solution de l’équation de Poisson. La Section 3, dédiée au Chapitre 4 de ma
thèse, expose un résultat de concentration optimal. La Section 4, qui traite du Chapitre 5 de mon
manuscrit, explique en quelques mots comment la méthode développée dans le cas Brownien peut
s’étendre à des diffusions dirigées par un certain type de processus de Lévy.

1 Estimations de mesures invariantes

Les lois de la physique et de la biochimie conduisent à des modèles stochastiques dont la
connaissance du comportement limite est cruciale. Les équations issues de la mécanique hamil-
tonienne (par exemple en dynamique moléculaire avec des forces van der Waals, cf. [LRS10]),
de la mécanique des fluides newtoniens avec les équations de Navier-Stokes (e.g. [HM06] dans le
cadre infini dimensionnel), du modèle de réseau de neurones en neuroscience (cf. [FM14]) sont des
exemples représentatifs.

D’un point de vue numérique, il est très coûteux de chercher à calculer la moyenne d’un grand
nombre de réalisations du processus simulé jusqu’à un temps suffisamment important. Nous cher-
chons donc à bénéficier de propriétés ergodiques du processus pour pouvoir ne simuler qu’une
seule trajectoire. Toujours dans une perspective pratique d’approximation, nous voulons établir
des estimations ergodiques non-asymptotiques.

Considérons tout d’abord le processus pXtqtě0 donné par la dynamique suivante :

dXt “ bpXtqdt` σpXtqdWt, t ą 0, (1.1)

où pWtqtě0 est un mouvement Brownien de dimension r P N˚, et b : Rd Ñ Rd, σ : Rd Ñ Rd b Rr

(potentiellement dégénérée) sont des fonctions Lipschitz. Nous supposons que le processus pXtqtě0

est ergodique et admet une unique mesure ν stationnaire. Une mesure est dite stationnaire si pour
toute fonction f suffisamment régulière et t ě 0,

ż

Ptfpxqνpdxq “ νpfq “:

ż

fpxqνpdxq,

où le semi-groupe associé est défini par Ptfpxq :“ ErfpXtq|X0 “ xs. Le processus stationnaire de
mesure invariante ν est ergodique si pour toute fonction f continue bornée on a presque sûrement
(p.s.) :

lim
tÑ`8

1

t

ż t

0

fpXsqds “: lim
tÑ`8

νtpfq “ νpfq “

ż

fpxqνpdxq. (1.2)
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La vitesse de convergence vers la mesure invariante est donnée par le Théorème de la Limite
Centrale (TLC). Pour la diffusion (1.1), Bhattacharya [Bha82], sous des hypothèses de type
irréductibilité (diffusions non-dégénérées), a montré le TLC correspondant : pour toute fonction f
à croissance polynomiale,

?
t
`

νtpf ´ νpfqq
˘ (loi)
ÝÑ
tÑ`8

N
´

0,

ż

Rd
|σ˚∇ϕpxq|2νpdxq

¯

, (1.3)

avec ϕ solution de l’équation de Poisson

Aϕ “ f ´ νpfq. (1.4)

En pratique, il faut passer par une méthode de discrétisation pour estimer la mesure invariante.
Une approche classique est fourni par le schéma d’Euler à pas constant γ ą 0 associé à (1.1) :

Xγ
n`1 “ Xγ

n ` γbpX
γ
nq `

?
γσpXγ

nqUn`1,

où pUnqně1 est une suite de variables aléatoires de Rr indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.) correspondant aux incréments du Brownien, cf. [TT90].

Néanmoins, le théorème ergodique donne que pour f continue bornée, νγnpfq
p.s.
ÝÑ
nÑ8

νγpfq, où νγ

est la mesure invariante du schéma et non pas celle de la diffusion (1.1). Ainsi, ce schéma comporte
asymptotiquement un biais, correspondant à l’erreur de discrétisation. Pour pallier ce problème,
je me suis intéressé à l’algorithme à pas décroissant.

2 Un premier résultat de concentration (Chapitre 3)

Sous des hypothèses de Lyapunov ad hoc, nous montrons que l’erreur d’approximation de la
mesure invariante par le schéma de Lamberton Pagès satisfait non-asymptotiquement une inégalité
de concentration Gaussienne. Ce résultat repose fortement sur la régularité de la solution de Poisson
associée à la dynamique stochastique considérée, via un développement du schéma correspondant
à une version discrétisée de la formule d’Itô.

2.1 Schéma à pas décroissant

Le premier chapitre de la thèse concerne un travail en collaboration avec S. Menozzi (LaMME,
UEVE) et G. Pagès (LPSM, Paris 6) à parâıtre aux Annales de l’Institut Henri Poincaré, [HMP19].
Nous établissons des inégalités de concentration Gaussienne non-asymptotiques associées à un
schéma de discrétisation à pas décroissant. Cet algorithme a été introduit par [PS94], [BHW97].
Puis Lamberton et Pagès [LP02] ont établi le théorème ergodique et le TLC sans biais associé à ce
schéma. Autrement dit, cette approche permet asymptotiquement de calculer la mesure invariante
sans biais. On définit pour n ě 0 :

Xn`1 “ Xn ` γn`1bpXnq `
?
γn`1σpXnqUn`1. (2.1)

La mesure d’occupation empirique se définit de la façon suivante : pour tout ensemble Borélien A,

νnpAq :“ νnpω,Aq :“

řn
k“1 γkδXk´1pωqpAq

Γn
, Γn :“

n
ÿ

k“1

γk. (2.2)
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Indiquons que Γn est l’analogue discret du temps t considérée dans (1.2). Dans une perspective
d’étude en temps long, la suite des pas de temps pγkqkě1 sera donc choisie telle que Γn Ñ

n
`8.

Sous de bonnes hypothèses de Lyapunov, Lamberton et Pagès montrent d’abord le théorème
ergodique associé à l’algorithme (2.1), i.e. le pendant discret de (1.2) : pour toute fonction f
continue bornée,

νnpfq
p.s.
ÝÑ
nÑ`8

νpfq “

ż

Rd
fpxqνpdxq. (2.3)

Supposons maintenant que les hypothèses de Lyapunov suivantes sont vérifiées

(LV) Il existe une fonction V : Rd ÝÑ p0,`8r, satisfaisant les conditions suivantes :

i) Régularité-Coercivité. V est une fonction de classe C2, }D2V }8 ă `8,
lim|x|Ñ8 V pxq “ `8.

ii) Contrôle de la croissance. Il existe C
V
P p0,`8q tel que pour tout x P Rd :

|∇V pxq|2 ` |bpxq|2 ď C
V
V pxq.

iii) Stabilité. Il existe α
V
ą 0, βV P R` tel que pour tout x P Rd,

AV pxq ď ´α
V
V pxq ` βV .

Ces hypothèses impliquent que V est sous-quadratique et b sous-linéaire, le processus pXtqtě0

!ressemble" donc à un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

D’après [LP02], s’il existe une unique mesure invariante à la diffusion (1.1) et si limn

řn
k“1 γ

2
k?

Γn
“ 0,

alors pour toute fonction ϕ suffisamment régulière :

a

ΓnνnpAϕq
(loi)
ÝÑ
nÑ`8

N
ˆ

0,

ż

Rd
|σ˚∇ϕ|2dν

˙

. (2.4)

Pour un pas de temps polynomial, s’il existe θ P r0, 1s tel que γk — k´θ, alors la condition

limn

řn
k“1 γ

2
k?

Γn
“ 0 équivaut à θ P p1{3, 1s. Ainsi, sous cette contrainte de pas, il n’y a pas d’effet

de discrétisation sur la vitesse de convergence du schéma.
Pour le cas critique θ “ 1{3, la vitesse de convergence augmente. Dans ce cas, le TLC est

toujours valable mais un biais apparâıt dû à une discrétisation trop !grossière".
Pour θ ă 1{3, il n’y a pas de TLC. L’erreur de discrétisation !cache" en quelque sorte le TLC,

on a seulement la convergence en probabilité de
řn
k“1 γ

2
k?

Γn

`

νpfq ´ νpfq
˘

.

2.2 Inégalités de concentration

À partir de maintenant, nous supposons que l’innovation pUkqkě1 du schéma (2.1) vérifie la
propriété de concentration Gaussienne suivante :

(GC) La variable aléatoire U admet les mêmes trois premiers moments que la loi normale
N p0, Irq, et vérifie pour toute fonction g : Rr Ñ R, 1´Lipschitz et pour tout λ ą 0 :

E
“

exppλgpUqq
‰

ď exp

ˆ

λE rgpUqs `
λ2

2

˙

.
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Cette propriété signifie que les queues de la loi de U sont sous-Gaussiennes. En particulier, cela est
vérifié par la loi normale, la loi de Rademacher, et plus généralement toute loi vérifiant l’inégalité
de log-Sobolev (ou Gross, cf. [Roy07]).

Nous obtenons sous ces hypothèses, pour νn définie en (2.2), pour tout n ą 0 et a “ apnq ą 0 :

Pr
a

Γn|νnpfq ´ νpfq| ě as ď Cn exp
´

´ cn
a2

2}σ}28}∇ϕ}28

¯

, (2.5)

avec Cn, cn ą 0 tels que limnCn “ limn cn “ 1. Ce résultat est valable pour f appartenant à une
classe appropriée de fonctions tests f (suffisamment régulières, ici de classe C1,β : dérivée bornée
et β-Hölder) telles que f ´ νpfq soit un cobord du générateur infinitésimal. Autrement dit, il faut
que l’équation de Poisson

f ´ νpfq “ Aϕ, (2.6)

admette une solution ϕ suffisamment régulière, avec A correspondant au générateur infinitésimal
associé à (1.1).

Comme corollaire important du résultat de concentration (2.5), on obtient l’estimation sui-
vante :

P
”

νpfq P
“

νnpfq ´
a
?

Γn
, νnpfq `

a
?

Γn

‰

ı

ě 1´ 2Cn exp
`

´ cn
a2

2}σ}28}∇ϕ}28q
˘

.

La constante de concentration }σ}28}∇ϕ}28 n’est pas optimale au sens où le TLC (2.4) montre que
le régime limite admet comme variance νp|σ˚∇ϕ|2q, appelée carré du champ. Or on a clairement
l’inégalité suivante : }σ}28}∇ϕ}28 ě νp|σ˚∇ϕ|2q, ce qui potentiellement peut changer grandement
le contrôle de la vitesse de convergence de l’algorithme.

Nous montrons que ces bornes peuvent encore être améliorées lorsque la norme de Frobenius au
carré (ou toute autre norme majorant la norme d’opérateur) du coefficient de la diffusion σ se situe
dans la même classe cobord que f . Nous montrons pour une large classe de déviation (a “ op

?
Γnq)

une inégalité plus précise que (2.5)

Pr
a

Γn|νnpfq ´ νpfq| ě as ď Cn exp
´

´ cn
a2

2νp}σ}2q∇ϕ}28

¯

.

Nous mettons également en évidence des bornes de déviation non-asymptotiques pour le Théorème
de la Limite Centrale presque sûr.

Dans l’inégalité de concentration précédente, le terme νp}σ}2q}∇ϕ}28 est une approximation du
carré du champ qui dépend de la mesure invariante ν que l’on cherche justement à estimer. Pour
contourner cette difficulté, après une renormalisation appropriée nous établissons un résultat du
type lemme de Slutsky :

Pr
a

Γn
|νnpfq ´ νpfq|
a

νnp}σ}2q
ě as ď Cn exp

´

´ cn
a2

2}∇ϕ}28

¯

.

Nous améliorons également ces premiers résultats pour pouvoir prendre en compte une source f
de régularité Lipschitz. Ce contexte Lipschitzien est usuel dans le cadre des inégalités fonctionnelles
(transport optimal, inégalités de Talagrand...). Ce cadre conduit à une contrainte supplémentaire
sur les pas, θ ą 1

2
, ce qui diminue la vitesse de convergence.
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2.3 Idée principale de la preuve de l’inégalité (2.5).

La démonstration s’appuie sur une méthode de martingale dite approche d’Azuma, cf. [Azu67].
On commence par appliquer l’inégalité de Bienaymé Chebyshev exponentielle pour tout λ ą 0 :

P
“

a

ΓnνnpAϕq ě a
‰

ď expp´
λa
?

Γn
qErexppλνnpAϕqqs. (2.7)

On effectue, ensuite, un développement de Taylor entre ϕpXkq et ϕpXk´1q pour faire apparâıtre le
générateur associé à la dynamique (1.1). Nous obtenons en quelque sorte une forme discrétisée de
la formule d’Itô :

ϕpXkq ´ ϕpXk´1q “ γkAϕpXk´1q `∆kpXk´1, Ukq `Rk,k´1, (2.8)

où Rk,k´1 est un terme de reste, ∆kpXk´1, Ukq est un accroissement de martingale et où la fonction
u ÞÑ ∆kpXk´1, uq est Lipschitz. En effet, dans l’identité (2.8), à droite de l’égalité, seul ψkpXk´1, Ukq
dépend de Uk alors qu’à gauche de l’égalité ϕpXkq est bien Lipschitz en Uk, d’où

r∆kpXk´1, ¨qs1 ď
?
γk}σpXk´1q}}∇ϕ}8 ď

?
γk}σ}8|}∇ϕ}8, p.s. (2.9)

On somme le développement de Taylor (2.8) pour aboutir à :

ΓnνnpAϕq “ ´Mn ´Rn,

avec Rn “ ϕpX0q ´ ϕpXnq `
řn
k“1Rk,k´1 comme terme de reste et Mn “

řn
k“1 ∆kpXk´1, Ukq

comme terme martingale qui induit la concentration Gaussienne. La contribution de Rn se traite
de façon assez technique avec comme argument principal l’intégrabilité exponentielle de la fonction
de Lyapunov V .

De (2.7) et par l’inégalité d’Hölder pour p, q ą 1, 1
p
` 1

q
“ 1, on obtient :

P
“

a

ΓnνnpAϕq ě a
‰

ď expp´
λa
?

Γn
qErexpp´

λqMn

Γn
qs

1{qErexpp
λpRn

Γn
qs

1{p. (2.10)

On montre qu’on peut choisir p “ ppnq Ñn `8 tel que ErexppλpRn
Γn
qs1{p “ RnÑn 1. Par propriété

des espérances conditionnelles Ere´
λqMn

Γn s “ E
“

e´
λqMn´1

Γn Ere
λq∆npXn´1,Unq

Γn |Fn´1s
‰

, par l’inégalité (2.10)
et en utilisant (GC), il vient :

P
“

a

ΓnνnpAϕq ě a
‰

ď Rn expp´
λa
?

Γn
qErexpp´

λqMn

Γn
qs

1{q

pGCq

ď Rn expp´
λa
?

Γn
`
λ2qγn}σ}

2
8}∇ϕ}28

2Γ2
n

qE
“

expp´
λqMn´1

Γn
q
‰1{q

. (2.11)

Après itération du raisonnement, on déduit que :

P
“

a

ΓnνnpAϕq| ě a
‰

ď expp´
λa
?

Γn
`
qλ2}σ}28}∇ϕ}28

2Γn
q.

Une optimisation en λ conduit au résultat.
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2.4 Étude de l’équation de Poisson

Ces résultats de concentration nécessitent de contrôler le gradient de la solution de l’équation de
Poisson associé à l’EDS. Nous obtenons une telle inégalité dans un cadre elliptique et de confluence
!mild" ainsi que dans un cadre régulier et de confluence forte. L’hypothèse de confluence que nous
considérons s’écrit :

(Dp
α) Il existe α ą 0 et p P p1, 2s tel que pour tout x P Rd, ξ P Rd

B

Dbpxq `Dbpxq˚

2
ξ, ξ

F

`
1

2

r
ÿ

j“1

´

pp´ 2q
|xDσ¨jpxqξ, ξy|

2

|ξ|2
` |Dσ¨jξ|

2
¯

ď ´α|ξ|2.

Cette condition assez technique signifie que les fluctuations de la dérive b doivent rappeler le
processus vers l’origine plus fortement que les variations de la matrice de diffusion σ.

Dans le cas où (LV) et (Dp
α) sont vérifiées, nous montrons que si :

‚ [U.E., confluence !mild"] σ est U.E., }Dσ}28 ď
2α

2p1`βq´p
, b, σ, f P C1,β, plus une hypothèse de

structure sur σ

ou

‚ [Régularité, confluence forte] }Dσ}28 ď
2α

2p3`βq´p
et b, σ, f de classe C3,β

alors il existe une unique mesure invariante associé à la dynamique (1.1). L’équation de Poisson

@x P Rd, Aϕpxq “ fpxq ´ νpfq, (2.12)

admet une unique solution ϕ P C3,βpRd,Rq, β P p0, 1q, centrée en ν, et vérifiant :

}∇ϕ}8 ď
rf s1
α
.

Pour montrer ces propriétés, on utilise la représentation Feynman-Kac de la solution de (2.12),

ϕpxq “ Er
ż `8

0

fpXtq ´ νpfqdts, (2.13)

puis on dérive le flot !à la Kunita" [Kun97]. Dans le cas U.E., on utilise les estimées de Schau-
der établies par Krylov et Priola [KP10]. Dans le cas régulier, on dérive itérativement le flot et
l’hypothèse de confluence permet d’intégrer en temps les dérivées de (2.13).

3 Inégalité de concentration optimale (Chapitre 4)

Nous obtenons une inégalité de concentration optimale de l’erreur d’approximation de la mesure
invariante par le schéma de Lamberton Pagès. Ce résultat s’obtient en considérant une nouvelle
équation de Poisson, où naturellement apparâıt que la variance limite du TLC associée est cobord.
Ce chapitre est issu d’un travail seul [Hon19], accepté pour publication dans la revue Stochastic
Processes and their Applications.

S’il existe une fonction ϑ P C3,β telle que Aϑ “ |σ˚∇ϕ|2 ´ νp|σ˚∇ϕ|2q, alors, pour tout θ P
p 1

2`β
, 1s, n ě 1, a “ apnq ą 0 vérifiant a{

?
Γn Ñ 0 (déviation Gaussienne) :

P
“

|
a

Γnνnpfq ´ νpfq| ě a
‰

ď 2Cn exp
`

´ cn
a2

2νp|σ˚∇ϕ|2q
˘

, (3.1)
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avec ϕ suffisamment régulière telle que Aϕ “ f ´ νpfq et Cn, cn ą 0 tendant vers 1 avec n. Les
régimes de concentration considérés, a “ op

?
Γnq, incluent, notamment les cas qui interviennent

pour les Intervalles de Confiance (Γn Ñn `8). Ainsi la constante’ de concentration correspond
bien à la variance de l’objet limite (2.4). Nous étendons également ce résultat à une source Lipschitz
pour une diffusion non-dégénérée.

L’idée principale de la preuve consiste à raffiner l’inégalité de concentration utilisée dans (2.11).
Pour se faire, il faut contrôler plus précisément le module de Lipschitz venant de (2.9). L’inégalité
(3.1) permet aussi d’obtenir un contrôle optimal d’intervalles de confiance du type :

P
”

νpfq P
“

νnpfq ´
a
?

Γn
, νnpfq `

a
?

Γn

‰

ı

ě 1´ 2Cn exp
`

´ cn
a2

2νp|σ˚∇ϕ|2q
˘

.

4 Extension aux Poisson composés (Chapitre 5)

Nous obtenons des inégalités de concentration Gaussienne de l’erreur d’approximation de la
mesure invariante associée à une EDS dirigée par un mouvement Brownien et par un processus
de Poisson composé à sauts sous-Gaussiens. Nous utilisons un schéma fondé sur celui utilisé par
Panloup pour des processus de Lévy plus généraux.

Une dernière extension des techniques développées dans les deux chapitres précédents a fait
l’objet d’une collaboration avec D. Loukianova et A. Gloter (LaMME, UEVE), [GHL18]. Ce travail
a été soumis. Nous obtenons des inégalités de concentration non-asymptotiques en présence de sauts
dans la dynamique

dXt “ bpXtqdt` σpXtqdWt ` κpXtqdZt, (4.1)

où κ est une fonction Lipschitz, Zt est un processus de Lévy de carré intégrable et de mesure
de Lévy π. Une extension de l’algorithme de Lamberton Pagès dans ce cadre a été proposée par
Panloup [Pan08a]. L’auteur démontre la convergence du schéma et un TLC pour son schéma à
sauts, cf. [Pan08b] :

a

ΓnνnpAϕq
(loi)
ÝÑ
nÑ`8

N
ˆ

0,

ż

Rd

`

|σ˚∇ϕ|2pxq `
ż

Rd
|ϕpx` κpxqyq ´ ϕpxq|2πpdyq

˘

νpdxq

˙

.

La présence de sauts dans la dynamique (4.1) engendre ainsi une variance limite différente du cadre
Brownien (2.4). Nous observons de plus que ces sauts engendrent un bon nombre de problèmes, au
premier lieu desquels le potentiel manque d’intégrabilité des grands sauts. De ce fait, nous nous
sommes intéressés aux processus à sauts de type Poisson composé

Zt “

Nt
ÿ

k“1

Yk, (4.2)

oùNt est un processus de Poisson d’intensité t et pYkqkě1 forme une suite i.i.d. de variables aléatoires
!sous-Gaussiennes" (vérifiant (GC)). À l’aide du schéma à pas décroissant, nous approchons les
incréments des sauts du processus de Poisson composé ∆Zt par une variable aléatoire du type
BnYn où Bn suit une loi de Bernoulli telle que PrBn “ 1s “ γn et PrBn “ 1s “ 1´ γn, et

Xn`1 “ Xn ` γn`1bpXnq `
?
γn`1σpXnqUn`1 ` κpXnqZn`1, (4.3)
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Cette approximation nous permet d’appliquer les méthodes de concentration développées dans le
cas Brownien : @n ě 1, 0 ă a !

?
Γn

řn
k“1 γ

2
k

:

P
“

|
a

ΓnνnpAϕq| ě a
‰

ď 2Cn exp
`

´ cn
a2

2pp1` rq}κ}28}∇ϕ}28 ` }σ}28}∇ϕ}28q
˘

,

avec cn, Cn ą 0 convergeant vers 1 avec n. La constante de concentration est !polluée" par une
constante multiplicative devant le terme de saut. Contrairement à nos résultats précédents, nous
n’avons pas obtenu une simple borne supérieure du carré du champ mais p1 ` rq fois la borne
supérieure du terme de sauts. Cela est dû à la difficulté de vérifier que pZnqně1 satisfasse (GC).
Nous approchons un processus Zt qui ne satisfait (GC) pas, par un suite de variables Zn qui vérifie
cette propriété.

Pour espérer contrôler non-asymptotiquement des EDS dirigées par des processus de Lévy
moins intégrables que Zt défini en (4.2), il faudrait utiliser une autre approche, fondée par exemple
sur la théorie spectrale pour le schéma inhomogène. On pourrait espérer établir un développement
de type Edgeworth ou Berry-Esseen pour Zt P L

3.

II) Régularisation par un bruit dégénéré
(Partie III du manuscrit)

Avant-propos
Après une courte introduction, dans la Section 5, j’explique de manière heuristique en quoi

consiste la régularisation par le bruit. Puis, je propose un bref rappel sur les estimées de Schauder
dans un cadre non-dégénéré. Dans la Section 6, je présente la méthode développée pendant la
thèse.

Par soucis de simplification, je présente d’abord ces techniques dans le cas cinétique (châıne
d’ordre 2). Ensuite, dans la Section 7, je présente le modèle de châıne dégénérée générale. Dans
cette section, je présente quelques résultats connus d’estimées de Schauder pour la châıne dégénérée
linéaire. J’énonce également le résultat principal du Chapitre 6. Dans la Section 8, je présente les
enjeux liés à l’unicité d’EDSs. J’établis le théorème principal du Chapitre 7 de mon manuscrit
de thèse : l’unicité forte pour la châıne d’EDS dégénérée. J’explique aussi en quoi consiste la
transformée de Zvonkin Veretennikov qui est au cœur de l’analyse.

5 Régularisation par le bruit

Il s’agit de deux travaux en collaboration avec P.-E. Chaudru de Raynal LAMA, Université
de Savoie Mont Blanc) et avec S. Menozzi . On considère une équation de Kolmogorov dégénérée
et on montre des estimées de Schauder associées pour des coefficients à régularités minimales. Il
s’agit d’une extension des travaux de Lunardi [Lun97] et de Priola [Pri09] à un cadre dégénéré non-
linéaire. Nous proposons une nouvelle approche, même dans un cadre non-dégénéré, aux estimées
de Schauder, constructive et qui s’articule autour d’une méthode perturbative. Ce travail a été
soumis, [CDRHM18a].

9



Avec cette technique, nous avons également établi l’unicité forte pour une châıne dégénérée
d’EDS. La démonstration repose sur la transformée de Zvonkin Veretennikov qui nécessite une
étude fine de l’équation de Kolmogorov associée. Ce travail a également été soumis, [CDRHM18b].

5.1 Heuristique

Dans un premier temps, je vais expliquer de manière heuristique comment la régularisation par
le bruit permet de restaurer l’unicité d’une EDO scalaire de type

9xt “ Fpt, xtq, (5.1)

avec F une fonction continue. Le théorème de Cauchy-Peano assure l’existence d’une solution xt de
(5.1). Si F est Lipschitz alors le théorème de Cauchy-Lipschitz nous dit que la solution est unique.
Néanmoins, si F est seulement Hölder, on ne sait rien a priori quant à l’unicité de la solution. Il
existe même des cas connus où cette unicité n’est pas vérifiée. Prenons l’exemple de Peano,

9xt “ signpxtq|xt|
α, α P p0, 1q.

Dans ce cas, il existe une infinité de solutions, à savoir :

xt “ cαpt´ t0q
1

1´α

` , t0 P r0, T s.

Le dessin ci-dessous représente les solutions maximales de cette EDO.

Pour qu’il y ait une unique solution à une EDO du type (5.1), avec F Hölder, l’idée est d’ajouter
un bruit auto-similaire pZtqtě0, par exemple un mouvement Brownien, un processus stable, un
Brownien fractionnaire...

dXt “ Fpt,Xtqdt` dZt. (5.2)

On dit que Zt est auto-similaire d’indice γ si pour tout a ą 0 on a l’égalité en loi :

pZat, t ě 0q
(loi)
“ paγZt ` p1´ a

γ
qZ0, t ě 0q. (5.3)

En particulier, si Zt est un mouvement Brownien γ “ 1{2, si Zt est un process α-stable γ “ 1{α,
ou si Zt est un mouvement Brownien fractionnaire γ “ H avec H l’exposant de Hurst associé.

Avec la présence de ce bruit, l’EDO (5.1) devient une EDS (5.2) où l’on constate la présence
de deux types de régimes. En effet, Delarue et Flandoli [DF14] ont montré qu’il existe un temps
typique 0 ă tΣ ă 1 tel que :

10



- pour tout t ă tΣ ce sont les variations du bruit qui dominent. D’une certaine manière, la
solution de l’EDS (5.2) quitte les singularités de la dérive F.

- pour tout t ă tΣ c’est la dérive qui domine dans l’EDS (5.2). La solution de l’EDS fluctue
alors autour de la solution maximale de l’ODE (5.1) associée.

On voit ainsi de manière heuristique qu’une réalisation du bruit jusqu’à l’instant tΣ impose le
choix de l’ODE liée à la dérive. Dit autrement, la présence d’un processus autosimilaire restaure
l’unicité (en un certain sens) de l’ODE bruitée.

Pour observer ce phénomène, il faut que la dérive F ne soit pas trop irrégulière par rapport
à l’indice d’auto-similarité du bruit. Par exemple, considérons le cas d’une diffusion Brownienne
cinétique ∗

dX1
t “ dWt  t

1
2

dX2
t “ X1

t ` F2pt,X
2
t qdt t

3
2 ,

avec F2 α-Hölder en espace. La variable non-dégénérée X1
t est homogène au Brownien, c’est-à-dire

à t
1
2 . Tandis qu’au deuxième étage, la partie dégénérée, X2

t est homogène à l’intégrale de X1
t et

donc à l’intégrale du Brownien qui est homogène à t
3
2 .

Si l’on s’intéresse à la partie dégénérée, le bruit auto-similaire de (5.2) correspond à X1
t et vérifie

la propriété (5.3) pour γ “ 3{2. Pour que les fluctuations de ce bruit, avant le temps critique tΣ,
soient plus importante que la solution maximale de l’EDO (5.1) la condition suivante doit être
vérifiée

t
1

1´α

Σ ă t
3
2
Σ ô 1´ α ă

2

3
ô α ą

1

3
. (5.4)

On retrouve ainsi, dans le cas cinétique, le seuil pour l’unicité faible établi par Chaudru de Raynal
et Menozzi [CdRM17]. Cette régularité requise est minimale au sens où dans cet article, les auteurs
trouvent un contre-exemple de non-unicité faible pour une dérive α-Hölder avec α ă 1{3.

Ces seuils sont également ceux que l’on trouve pour les estimées de Schauder de la solution
de l’équation de Kolmogorov associée, cf. Section 7 plus loin. Néanmoins, comme nous le verrons
dans la Section 8, les seuils de régularité minimale diffèrent pour l’unicité forte.

∗. On dit cinétique ou vitesse/position, car une fois intégrée cette équation, on voit que X2
t correspond à

l’intégrale de X1
t . Ainsi X1

t (la vitesse) peut être vu comme la dérivée de X2
t (la position).
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5.2 Schauder non-dégénérée

Les estimées de Schauder sont cruciales dans de (nombreux) domaines qui nécessitent des
contrôles fins de solution d’équations aux dérivées partielles. C’est notamment le cas pour l’étude
d’erreur de discrétisation, comme nous l’avons vu dans la première partie de ce résumé.

Je propose ici de faire un bref rappel des résultats existant pour l’équation de Kolmogorov non-
dégénérée. Pour tout temps final T ą 0, on considère le problème de Cauchy : @pt,xq P r0, T sˆRnd,

#

Btupt, xq ` xFpt, xq,Dupt, xqy `
1
2
Tr
`

D2upt, xqapt, xq
˘

“ ´fpt, xq,

upT, xq “ gpxq, x P Rd,
(5.5)

a est U.E. et bornée.

‹ Friedman [Fri64] : pour F, σ P C
γ
2
,γ

b , i.e. σ,F bornées, γ
2
-Hölder en temps et γ- Hölder en

espace, la solution u de l’équation (5.5) vérifie :

}u}
C

2`γ
2 ,2`γ

b

ď Cp}f}
C
γ
2 ,γ

b

` }g}C2`γ
b
q, (5.6)

où les normes, sont les normes Hölder usuelles en temps/espace.

‹ Le cas de la dérive non-bornée en espace a été longtemps un problème ouvert. Il a été résolu

en 2010 par Krylov et Priola [KP10] : pour σ P C
γ
2
,γ

b , et F P L8pCγq), i.e. F bornée en temps et
γ-Hölder en espace, la solution u d’une EDP du type (5.5) avec potentiel vérifie :

}u}L8pC2`γ
b q

ď Cp}f}L8pCγq ` }g}C2`γ
b
q, (5.7)

les normes } ¨ }L8pC2`γ
b q

, } ¨ }L8pCγq sont des normes uniformes en temps et Hölder en espace.

En particulier, ces estimées assurent l’unicité de la solution de l’EDP. Si l’on considère deux
solution u1 et u2 satisfaisant les même estimées de Schauder, on a directement :

}u1 ´ u2}L8pC2`γ
b q

ď 0 ùñ u1 “ u2.

On voit également apparâıtre ce qu’on appelle le !bootstrap parabolique" :

- en espace, si la fonction source f P Cγ
b alors la solution u P C2`γ

b ,

- en temps, si la fonction source f P C
γ
2
b alors la solution u P C

2`γ
2

b .

Le gain de régularité de la solution par rapport à la fonction source f se fait suivant l’échelle
parabolique associée. En effet, dans le cas non-dégénérée la pseudo-distance parabolique associée
à ces équations est

dP
`

pt, xq, pt1, x1q
˘

“ |t´ t1|1{2 ` |x´ x1|. (5.8)

Une autre façon de voir cette échelle parabolique est de considérer l’opérateur différentiel L0

typique associée à (5.5) et définie par :

L0 :“ Bt `
1

2
∆.

Pour λ ą 0, et l’opérateur de dilatation δλ : pt, xq P R` ˆ Rd ÞÑ δλpt, xq “
`

λ2t, λx
˘

, on a :

L0v “ 0 ùñ L0pv ˝ δλq “ 0. (5.9)
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Autrement dit, la pseudo-distance introduite en (5.8), rend bien homogène en temps/espace l’opérateur
de dilatation δλ. Cette échelle temps/espace est donc intrinsèque au problème parabolique considéré.

Le gain de régularité montré par les estimées de Schauder (5.6), (5.7) peut s’interpréter comme
étant une expression de la régularisation par le bruit. En effet, l’équation de Kolmogorov (5.5)
est liée à une EDS du type (5.2). En particulier, le terme de gauche dans (5.5) correspond à la
partie non martingale dans la formule d’Itô. Dit autrement, le terme d’ordre 2 dans l’équation
(5.5) est le pendant déterministe de la présence d’un bruit d’indice d’auto-similarité d’indice 1{2,
ici le mouvement Brownien.

6 Méthode perturbative

L’un des principaux apports dans la deuxième partie de ma thèse a été de développer une
nouvelle méthode pour établir des estimées de Schauder. Cette méthode est constructive, contrai-
rement à la méthode de continuité, et robuste. Récemment, notre méthode a été mise en œuvre
dans [CdRMP19] pour établir des estimées de Schauder pour l’équation de Kolmogorov à opérateur
fractionnaire (associé à un processus stable) dans un cadre de régularité et d’auto-similarité sur-
critique, i.e. lorsque l’indice d’auto-similarité du bruit de domine pas l’ordre 1 de la dérive, α ă 1.

6.1 Modèle cinétique

Par soucis de simplification, dans cette section, je vais expliquer en quoi consiste notre méthode
dans un cadre cinétique. C’est un modèle utilisé dans différents domaines, en finance avec la
dynamique d’options asiatiques, en physique Hamiltonienne... La châıne dégénérée complète sera
abordée dans la section suivante. Considérons le problème de Cauchy associé au modèle cinétique
suivant :

dX1
t “ F1pt,Xtq ` σpt,XtqdWt,

dX2
t “ F2pt,Xtqdt, (6.1)

σ est une racine carrée de a et où Dx1F2pt,xq est non-dégénérée pour tout t et x “ px1,x2q P R2d.
La condition de non-dégénérescence de la sous-diagonale de la matrice jacobienne de la dérive
correspond à l’hypothèse d’Hömander faible (les crochets de Lie successifs associés à une version
régularisée de (6.1) engendrent R2d, cf. [Hör67]) ou appelée condition de rang de Kalman (cf.
[Zab08], Chapitre 1). Cette hypothèse assure ainsi l’existence d’une solution de l’EDS (6.1) et de
l’EDP associée qui s’écrit : @T ą 0, pt,xq P r0, T s ˆ Rnd,

#

Btupt,xq ` xFpt,xq,Dupt,xqy `
1
2
Tr
`

D2
x1
upt,xqapt,xq

˘

“ ´fpt,xq,

upT,xq “ gpxq, x “ px1,x2q P R2d,
(6.2)

avec la dérive qui s’écrit Fpt,xq :“ pF1pt,xq,F2pt,xqq. On note l’opérateur différentiel associé

Lupt,xq :“ xFpt,xq,Dupt,xqy `
1

2
Tr
`

D2
x1
upt,xqapt,xq

˘

. (6.3)

On suppose également que :
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- (Sa) a P L
8pC

γ, γ
3

b q, bornée, γ-Hölder en x1 et γ
3
-Hölder en x2,

- (SF1) F1 P L
8pCγ, γ

3 q, bornée en temps, γ-Hölder en x1 et γ
3
-Hölder en x2,

- (SF2) F2 P L
8pC1`γ, 1`γ

3 q, bornée en temps, 1` γ-Hölder en x1 et 1`γ
3

-Hölder en x2,

- (Sf) f P L
8pC

γ, γ
3

b q, bornée, γ-Hölder en x1 et γ
3
-Hölder en x2,

- (Sg) g P C
2`γ, 2`γ

3
b q, bornée, 2` γ-Hölder en x1 et 2`γ

3
-Hölder en x2,

On veut montrer que la solution u du problème de Cauchy (6.2) vérifie :

}u}
L8pC

2`γ,
2`γ

3
b q

ď Cp}f}
L8pCγ,

γ
3 q
` }g}

C
2`γ,

2`γ
3

b

q. (6.4)

Le gain de régularité attendu est à mettre en relief avec l’échelle intrinsèque du problème (6.2).
En effet, pour l’opérateur différentiel typique associé à (6.2) L 1

0 :“ Bt `
1
2
∆x1 , et l’opérateur de

dilatation
δ1λ : pt,xq P R` ˆ R2d

ÞÑ δλpt,xq “
`

λ2t, λx1, λ
3x2

˘

, (6.5)

on obtient similairement à (5.9) :

L 1
0v “ 0 ùñ L 1

0pv ˝ δ
1
λq “ 0.

6.2 Choix d’un proxy

Pour s’assurer de l’existence et de l’unicité des objets que l’on va manipuler, la première étape
consiste à régulariser tout les coefficients de l’équation (6.2). Le but est de montrer que la solution
um de la version régularisée de (6.2) vérifie les estimées de Schauder (6.4) uniformément en m, le
coefficient de régularisation. Pour simplifier les notations, j’omettrai l’indice m.

L’idée, ensuite, consiste à linéariser l’équation autour d’un proxy bien connu et de contrôler
l’erreur d’approximation. On écrit pour tout opérateur différentiel L̃ associé à un proxy X̃t qui
possède une densité de probabilité p̃pt, s,x,yq

#

Btupt,xq ` L̃upt,xq “ ´fpt,xq ´ pL´ L̃qupt,xq, pt,xq P r0, T q ˆ Rnd,

upT,xq “ gpxq, x P Rnd.
(6.6)

On applique la formule de Duhamel, correspondant à un développement parametrix d’ordre 1 :

upt,xq “ P̃T,tgpxq ` G̃fpt,xq `

ż T

t

ds

ż

Rnd
p̃pt, s,x,yqpL´ L̃qups,yqdy, (6.7)

où l’on définit respectivement le semi-groupe et le noyau de Green par :

P̃T,tgpxq :“

ż

Rnd
p̃pt, T,x,yqgpyqdy, G̃fpt,xq :“

ż T

t

dsP̃s,tfps,xq. (6.8)

La dernière contribution dans l’équation (6.7),
şT

t
ds

ş

Rnd p̃pt, s,x,yqpL´ L̃qups,yqdy est un terme
de reste.

Le choix du proxy est crucial. D’un côté, la régularité maximale que l’on peut espérer de
la solution est celle du semi-groupe et du noyau de Green associés au proxy. D’un autre côté,
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il faut réussir à choisir un proxy suffisamment !proche" du processus d’origine afin d’avoir une
contribution négligeable du terme de reste.

Un choix naturel pour ledit proxy est de linéariser le processus (6.1) autour du flot associé à la
dérive. Autrement dit, on considère le flot

9θv,τ pξq “ Fpv,θv,τ pξqq, v P rτ, T s, θτ,τ pξq “ ξ ∗, (6.9)

où pτ, ξq P r0, T s ˆ Rnd sont des paramètres de gel.

Le choix de ces paramètres dépend de la stratégie adoptée. En effet, si l’on choisit τ “ s,
ξ “ y avec les notations de (6.8), alors on a un proxy de type backward. On part de y à l’instant
s pour revenir en x à l’instant t ă s. Cette approche introduite par McKean et Singer [MS67] est
commode pour des estimées de la densité, comme l’ont fait Delarue et Menozzi [DM10], et dans
d’autres articles de Menozzi et al. [KMM10], [CdRM17] †.

Si cette méthode est pratique pour certains centrages, elle l’est beaucoup moins pour utili-
ser des techniques de cancellation ‡ puisque la densité associée au proxy dépend de y qui la va-
riable de l’intégrale courante dans la formule de Duhamel (6.7), i.e. p̃pt, s,x,yq “ p̃ps,yqpt, s,x,yq.
Dit autrement, la densité du proxy n’est pas une densité de probabilité. Nous avons a priori,
ş

R2d p̃
ps,yqpt, s,x,yqdy ‰ 1. L’étude des dérivées au-delà du gradient devient dès lors compliquée.

Pour remédier à ce problème, nous avons utilisé une approche dite forward. On part de x en
t pour aller vers y à l’instant s. Autrement dit, on prend τ “ t, ξ “ x. Cette méthode introduite
par Il’in, Kalashnikov et Oleinik [IKO62], a également été utilisée par Chaudru de Raynal [CdR17]
pour le cas cinétique (6.1).

6.3 Propriétés du proxy

Après ce choix de flot
`

θv,τ pξq
˘

vPrτ,T s
, on linéarise l’EDS autour par développement de Taylor

à l’ordre un. Pour tout v P rt, ss

dX̃pτ,ξq
v “ rFpv,θv,τ pξqq`DFpv,θv,τ pξqqpX̃

pτ,ξq
v ´ θv,τ pξqqsdv `Bσpv,θv,τ pξqqdWv,

X̃
pτ,ξq
t “ x, (6.10)

avec la matrice B “
´

Id,d 0d,d
0d,d 0d,d

¯

, et pour tout z P Rnd : DFpv, zq “

ˆ

0d,d 0d,d
Dz1F2pv, zq 0d,d

˙

(cor-

respondant aux variations de la dérive suivant la variable qui transmet le bruit). Nous supposons
que Dz1F2pv, zq est inversible, i.e. la condition de Hörmander faible est vérifiée.

La dynamique (6.10) étant linéaire, le processus X̃
pτ,ξq
s admet une densité Gaussienne. Sa ma-

trice de covariance notée K̃
pτ,ξq
v,t possède la propriété de !bonne échelle",

K̃
pτ,ξq
v,t — pv ´ tq´1T2

v´t
§. (6.11)

∗. La solution de cette EDO est unique pour la version régularisée de F par le théorème de Cauchy-Lipschitz.
†. voir aussi [Men11], [Men18].
‡. La méthode de cancellation consiste à écrire pour une fonction h tel que

ş

hpyqdy “ 0, et pour une fonction
f régulière

ş

hpx´ yqfpyqdy “
ş

hpx´ yqrfpyq ´ fpxqsdy. On bénéficie après de la régularité de f .
§. i.e. DC ě 1 tel que pour tout 0 ď t ă v ď T ă 1 :

@ζ P Rnd, C´1pv ´ tq´1|Tv´tζ|2 ď xK̃pτ,ξq
v,t ζ, ζy ď Cpv ´ tq´1|Tv´tζ|2,
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où pour tout s ą 0, on définit la matrice d’échelle intrinsèque Ts : Ts “
ˆ

sId,d 0d,d
0d,d s2Id,d

˙

. Cette

matrice d’échelle et l’identité (6.11) sont également à mettre en regard avec l’opérateur de dilatation
défini en (6.5).

La densité du proxy p̃pτ,ξqpt, s,x,yq possède la propriété suivante, il existe C ą 0 tel que pour
i P t1, 2u

|Dxi p̃
pτ,ξq
pt, s,x,yq| ď

C

ps´ tqpi´1{2q
p̄
pτ,ξq

C´1 pt, s,x,yq, (6.12)

où p̄
pτ,ξq

C´1 pt, s,x,yq est une densité Gaussienne N
`

mτ,ξ
s,t pxq, ps ´ tq´1T2

s´t

˘

, mτ,ξ
s,t pxq P Rd ¶. Cette

densité Gaussienne p̄
pτ,ξq

C´1 pt, s,x,yq est en fait le noyau de la chaleur associé à la pseudo-distance

d
`

x,x1
˘

“ |x1 ´ x11| ` |x2 ´ x12|
1{3. (6.13)

Ce qui correspond à l’homogénéité de l’opérateur de dilatation (6.5).
Notons que d’après (6.12), dériver en espace la densité du proxy engendre des singularités en

temps. L’idée principale de l’analyse consiste dès lors à rendre ces singularités intégrables.
On pourra retenir que le tilde !˜" concerne le proxy et la bar !¯" le noyau de la chaleur associée

à la pseudo-distance d.

Pour la suite, par soucis de simplification, on omettra les indices C´1, τ , ξ. On choisi les
paramètres de gel, τ et ξ après avoir potentiellement dérivé l’équation de Duhamel (6.7). Notons au

passage que prendre pξ, τq “ px, tq implique que la moyenne devient égale au flot, i.e. m
pτ,ξq
v,t pxq “

θv,tpxq. À partir de maintenant, τ “ t. On prendra aussi ξ “ x pour le contrôle des normes
uniformes. Pour le contrôle des normes Hölder, le choix du proxy sera plus délicat.

6.4 Contrôle des normes uniformes

Les contrôles des normes uniformes du semi-groupe et du noyau de Green et de leurs dérivées
en x1 se déduisent par des techniques de type cancellation. Pour illustrer ces méthodes, regardons
ce qu’il se passe pour le contrôle de la dérivée seconde du terme d’ordre 2 dans le reste dans la
formule de Duhamel (6.7).

ż T

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x,yq

1

2
Tr
`

raps,yq ´ aps,θs,τ pξqqsD
2
y1
ups,yq

˘

(Sa)`(6.12)

ď
C

2
}a}

L8pC
γ,
γ
3

b q
|}D2

y1
u}L8

ż T

t

ds

ż

R2d

dy
p̄pt, s,x,yq

s´ t

`

|y1 ´ θs,τ pξq1|
γ
` |y2 ´ θs,τ pξq2|

γ
3

˘

ď C}a}
L8pC

γ,
γ
3

b q
|}D2

y1
u}L8

ż T

t

ds

ż

R2d

dy
exp

´

´C´1ps´ tq
ˇ

ˇT´1
s´t

`

y ´ θs,tpxq
˘
ˇ

ˇ

2
¯

ps´ tq1´
γ
2
`n2d

2

ď CpT ´ tqγ{2}a}
L8pC

γ,
γ
3

b q
}D2

y1
u}L8 . (6.14)

¶. La moyenne mτ,ξ
s,t pxq se définit explicitement en fonction de la résolvante associée à la dérive F. Pour plus

d’informations voir la Section 3.1 du Chapitre 6 ou la Section 2.1 du Chapitre 7 de mon manuscrit de thèse.
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L’avant dernière inégalité, vient de la propriété suivante : pour tout ` ą 0, il existe C` P p0, 1q tel
que pour tout x ą 0

x`e´x
2

ď C´1
` e´C`x

2

. (6.15)

À ce stade, on suppose que le temps final T est !petit", de sorte qu’un argument circulaire ∗

permettra de conclure quant aux inégalités associées aux normes sup.

Cependant, nous n’avons pas encore contrôlé la partie dégénérée du terme de reste dans la
formule de Duhamel (6.7), qui s’avère assez délicate. En effet, cette contribution fait intervenir les
dérivée de la solution u suivant la direction dégénérée (Dy2ups,yq). Or la version non-régularisée
de u n’est a priori dérivable suivant sa composante dégénérée. Puisque, d’après (6.4), on s’attend
à ce qu’en la variable x2, u soit seulement p2` γq{3 ă 1 Hölder. Pour éviter ce problème, on écrit
pour

∆Fpτ, s,θs,tpξq,yq :“
´

F2ps,yq ´ F2ps,θs,τ pξqq ´Dx1F2ps,θs,τ pξqqpy ´ θs,τ pξqq1

¯

, (6.16)

et grâce à une intégration par parties, l’identité suivante :

ż T

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x,yqx∆Fpτ, s,θs,tpξq,yq, Dyiups,yqy

“ ´

ż T

t

ds

ż

R2d

dyDy2 ¨
“

D2
x1
p̃pt, s,x,yq∆Fpτ, s,θs,tpξq,yq

‰

ups,yq. (6.17)

La clef pour contrôler ce terme est d’utiliser la dualité Besov. En effet, on identifie l’espace de
Hölder classique à un espace de Besov : C α̃

b pRd,Rq “ Bα̃
8,8pRd,Rq, α̃ P p0, 1q.

Une fonction f est dans l’espace de Besov Bs
p,qpRq, 1 ď p, q ď `8, s P R si

f P W tsu,p
pRq, et

ż 8

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sup|h|ďt }fpx´ 2hq ´ 2fpx´ hq ´ fpxq}Lp

tα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q
dt

t
ă 8,

pour d’autres caractérisation des espaces de Besov nous nous référons à [Tri83] †.

On sait de plus que les espaces Bα̃i
8,8pRd,Rq et B´α̃1,1 pRd,Rq sont en dualité avec, ici, α̃ “ 2`γ

3
,

cf. [LR02].
On montre par des techniques de cancellation que

›

›y2 ÞÑ Dy2 ¨
`

D2
x1
p̃pt, s,x,yq∆Fpτ, s,θs,tpξq, ¨q

˘
›

›

´
2`γ

3
pRdq

B1,1
ď Cps´ tq

γ
2
´1

ż

Rd
p̄pt, s,x,yqdy2.

Dans le terme de droite la singularité en temps est intégrable. On réintègre suivant s et y1 dans
(6.17) et on obtient le même résultat que pour les partie non-dégénérées.

ˇ

ˇ

ż T

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x,yqx∆Fpτ, s,θs,tpξq,yq, Dyiups,yqy

ˇ

ˇ ď CpT ´ tqγ{2}u}
L8pC

2`γ,
2`γ

3
b q

(6.18)

∗. On appelle argument circulaire, un raisonnement du type !si x ď cx` y avec c ă 1 et y ą 0 alors x ď 1
1´cy".

†. La représentation des normes Besov privilégiées dans mes travaux est la représentation thermique
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6.5 Contrôle des modules de Hölder

Pour obtenir le contrôle des normes Hölder, on fait face à de nouvelles difficultés. Cela peut
d’ores-et-déjà s’envisager dans les inégalités précédentes. On a en quelque sorte une !marge" de γ
en temps. Dans les inégalités (6.14) et (6.18), cela se traduit par le terme multiplicatif pT´tqγ{2, qui
est homogène à la distance intrinsèque dγ. Cette !marge" correspond à la régularité maximale de
la solution, correspondant à la continuité γ-Hölder de D2

x1
u. Ainsi, par homogénéité, pour contrôler

la norme Hölder correspondante on ne pourra plus bénéficier de cette !marge" (notamment pour
un argument circulaire).

Pour pouvoir exploiter la régularité maximale de la solution u, il va falloir être plus subtil dans
le choix des paramètres de gel. Pour estimer une norme γ-Hölder, on veut montrer que pour tout
point x,x1 P R2d :

sup
tPr0,T s

|D2
x1
upt,xq ´D2

x1
upt,x1q| ď Cdγpx,x1q.

On écrit la formule de Duhamel (6.7) pour ces deux points, et on obtient quatre paramètres de gel
associés, pτ, ξq et pτ 1, ξ1q, à calibrer.

Pour le choix de ces paramètres, il faut considérer deux possibilités : x et x1 sont proches l’un
de l’autre ou ils ne le sont pas. Cette proximité est regardée par rapport à la différence entre le
temps courant s et le temps initial t, pour une certaine constante c0 ą 0 :

- le régime hors-diagonal : c0d
2px,x1q ą ps´ tq,

- et le régime diagonal : c0d
2px,x1q ď ps´ tq,

‚ Dans le cas hors-diagonal, les points étant éloignés, on ne peut espérer bénéficier d’un gain
de régularité en choisissant le même point de proxy pour x et x1. L’idée est donc de prendre
pξ, ξ1q “ px,x1q.

En guise d’illustration, voici ce que donne le contrôle de la norme Hölder de la dérivée seconde
du noyau de Green D2

x1
G̃pτ,ξqf , défini en (6.8). Par inégalité triangulaire, on a directement :

ˇ

ˇ

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dyrD2
x1
p̃pt, s,x,yq ´D2

x1
p̃pt, s,x1,yqsfps,yq

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇ

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x,yqfps,yq

ˇ

ˇ`
ˇ

ˇ

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x1,yqfps,yq

ˇ

ˇ.

Puis, on contrôle le premier terme à droite de l’inégalité, l’autre se traite de la même manière.

ˇ

ˇ

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x,yqfps,yq

ˇ

ˇ

pcancellationq
“

ˇ

ˇ

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dyD2
x1
p̃pt, s,x,yqrfps,yq ´ fps,θs,tpξqs

ˇ

ˇ

(Sf ) `(6.12)

ď

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dy
C

s´ t
p̄pt, s,x,yq}f}

L8pC
γ,
γ
3

b q
dγpy,θs,tpξqq

“

ż t`c0d2px,x1q

t

ds

ż

R2d

dy
C

ps´ tq1´
γ
2

p̄pt, s,x,yq}f}
L8pC

γ,
γ
3

b q

´dpy,θs,tpξqq

ps´ tq1{2

¯γ

(6.15)

ď C}f}
L8pC

γ,
γ
3

b q

ż t`c0d2px,x1q

t

dsps´ tq
γ
2
´1
“ Cc

γ
2
0 }f}

L8pC
γ,
γ
3

b q
dγpx,x1q.
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On obtient bien le contrôle attendu.

‚ Maintenant, dans le cas diagonal, on va chercher à bénéficier de la proximité entre x et x1.
Pour cela, on choisit les mêmes points de gel pξ, ξ1q “ px,xq. On écrit ensuite par un développement
de Taylor à l’ordre un de la densité du proxy :

ˇ

ˇ

ż t

t`c0d2px,x1q

ds

ż

R2d

dyrD2
x1
p̃pt, s,x,yq ´D2

x1
ppτ,ξ

1q
pt, s,x1,yqsfps,yq

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇ

ż t

t`c0d2px,x1q

ds

ż

R2d

dy

ż 1

0

dλpx´ x1q ¨DxD
2
x1
p̃pt, s,x1 ` λpx´ x1q,yqfps,yq

ˇ

ˇ

(6.12)`(cancellation)

ď C}f}L8
2
ÿ

i“1

ż t

t`c0d2px,x1q

ds

ż

R2d

dy
ˇ

ˇpx´ x1qi
ˇ

ˇ

loooomoooon

ďd2i´1px,x1q

C

ps´ tq1`i´
1
2
´
γ
2

p̄pt, s,x,yq

ď C}f}
L8pC

γ,
γ
3

b q
d2i´1

px,x1q

ż t

t`c0d2px,x1q

Cds

ps´ tq1`i´
1
2
´
γ
2

ď Cc
γ`1

2
´i

0 }f}
L8pC

γ,
γ
3

b q
dγpx,x1q.

6.6 Conclusion

Le choix de nos points de proxy pξ, ξ1q, en fonction du régime diagonal ou hors-diagonal, dépend
de la variable d’intégration s. Cette technique de !cut locus" engendre un nouveau terme à contrôler
dans la formule de Duhamel (6.7), à savoir

P̃
pτ,ξ1q
t0,t upt0,x

1
q ´ P̃

pτ,ξ̃
1
q

t0,t upt0,x
1
q

ˇ

ˇ

ˇ

pξ1,ξ̃
1
q“px1,xq

, (6.19)

avec t0 :“ t` c0d
2px,x1q (le semi-groupe P̃

p¨,¨q
¨,¨ , défini en (6.8)). Une analyse similaire à celle menée

pour contrôler P̃T,tgpxq permet de contrôler aussi ce terme de discontinuité.

On obtient ainsi les estimées de Schauder (6.4) si les modules Hölder des coefficients sont
suffisamment petit, D0 ă Λ “ Λ

`

}a}
L8pC

γ,
γ
3

b q
, }F1}L8pCγ,

γ
3 q
, }F2}

L8pC1`γ,
1`γ

3 q

˘

}u}
L8pC

2`γ,
2`γ

3
b q

ď Cp}f}
L8pCγ,

γ
3 q
` }g}

C
2`γ,

2`γ
3

b

` }u}
L8pC

2`γ,
2`γ

3
b q

Λ
“

1` c
γ
2
0 ` T

γ
2

‰

¯

.

Si Λ
“

1`c
γ
2
0 `T

γ
2

‰

ă 1, on conclut grâce à un argument circulaire. Pour éviter la condition, modules
Hölder de a et de F petits, on procède à une méthode de !scalling" avec une dilatation du même
type que (6.5).

Pour un temps final T quelconque, on itère le raisonnement suffisamment de fois avec comme
condition terminale la solution de l’EDP.
#

Btukpt,xq ` xFpt,xq,Dukpt,xqy `
1
2
Tr
`

D2
x1
ukpt,xqapt,xq

˘

“ ´fpt,xq, t, P rT N´k
N
, T N`1´k

N
q,

ukpp1´
k´1
N
qT,xq “ upN`1´k

N
T,xq,

(6.20)
pour k P rr1, N ss avec N ą 0 suffisamment grand. On profite ainsi de la stabilité dans L8pC2`γ

b,d q

des estimées de Schauder.
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On conclut enfin par argument de compacité ∗ et par l’unicité de la solution au problème
martingale associé, cf. [CdRM17]. On a montré ainsi que la solution mild satisfait aux estimées de
Schauder. La dualité Besov permet de montrer que la solution mild est aussi une solution faible.

La limite de notre approche est que les constantes explosent avec le temps, i.e. le nombre
d’itérations de l’analyse du problème de Cauchy (6.20), et avec la dimension d †.

7 Châıne dégénérée

7.1 Présentation du modèle

Le cas cinétique étudié dans la section précédente est un sous modèle de châınes dégénérées.
Ce dernier est par exemple un modèle typique en sismologie. On considère la propagation d’une
secousse aléatoire sur plusieurs structures qui se transmettent l’aléa. Le modèle souvent utilisé
pour représenter ce phénomène est un système de ressorts attachés les uns aux autres.

Figure 1 – Dessin de Delarue Menozzi [DM10].

Ces systèmes dégénérés sont également issus de modèles microscopiques associés à la diffusion
de la chaleur (e.g. Heckmann et Hairer [EH00]).

La représentation de la dynamique stochastique de ce modèle est :

dX1
t “ F1pt,X

1
t , . . . ,X

n
t qdt` σpt,X

1
t , . . . ,X

n
t qdWt,

dX2
t “ F2pt,X

1
t , . . . ,X

n
t qdt,

dX3
t “ F3pt,X

2
t , . . . ,X

n
t qdt,

...
dXn

t “ Fnpt,X
n´1
t ,Xn

t qdt,

t ě 0, (7.1)

avec n P N˚, @i P rr2, nss, @pt,xq P R` ˆ Rnd, Dxi´1
Fipt,xi´1, . . . ,xnq P GLdpRq. Autrement dit on

considère la condition d’Hörmander faible associée à la châıne.

∗. Les estimées de Schauder (6.4) étant indépendant de l’indice de régularisation, nous pouvons utiliser le
théorème de d’Ascoli.
†. Des estimées de Schauder associées à une équation parabolique à coefficients constants, et avec des constantes

précises ne dépendant pas de la dimension ont été établies par Krylov et Priola [KP17].
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7.2 Estimées de Schauder

L’EDP associée à la dynamique (7.1) s’écrit @T ą 0, pt,xq P r0, T s ˆ Rnd,

#

Btupt,xq ` xFpt,xq,Dupt,xqy `
1
2
Tr
`

D2
x1
upt,xqapt,xq

˘

“ ´fpt,xq,

upT,xq “ gpxq, x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P Rnd,
(7.2)

avec la dérive Fpt,xq :“ pF1pt,xq, ¨ ¨ ¨ ,Fnpt,xqq correspondant à l’EDS (7.1), i.e. :

@i P rr2, nss, Fipt,xq :“ Fipt,x
i´1:n

q, xi´1:n :“ pxi´1, ¨ ¨ ¨ ,xnq, (7.3)

Le cas linéaire a été traité par Lunardi [Lun97], Fpxq “ Ax avec

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚

a2,1 ˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚

0d,d
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0d,d ¨ ¨ ¨ 0d,d an,n´1 ˚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.4)

où pai,jqijPrr1,nss2 P Rd b Rd s.t.
`

ai,i´1

˘

sont non-dégénérés (condition de Hörmander satisfaite).
Si σ est constante alors Xt est un processus Gaussien avec une matrice de covariance Kt vérifiant

la propriété de !bonne échelle"

K
1{2
t — t´1{2Tt :“

¨

˚

˚

˚

˝

t1{2Id,d 0d,d ¨ ¨ ¨ 0d,d

0d,d t3{2Id,d 0d,d
...

...
. . . . . .

...
0d,d ¨ ¨ ¨ 0d,d tp2n´1q{2Id,d

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.5)

Comme dans la version cinétique (6.11), à chaque ligne de la diagonale, la matrice de covariance
est homogène à celles des intégrales itérées du mouvement Brownien.

Définissons les normes Hölder adaptées à ce problème :

}u}L8pC2`γ
b,d q

:“ }u}L8 ` }Dx1u}L8 ` }D
2
x1
u}L8 `

n
ÿ

i“1

rD2
x1
uis

γ
d `

n
ÿ

i“2

ruis
2`γ
d ,

où ruis
2`γ
d sont les modules Hölder classiques suivant la bonne échelle associée à la variable xi.

C’est-à-dire pour tout pt,x1, . . . ,xi´1,xi`1, . . . ,xnq P r0, T s ˆ Rpn´1qd, ruis
2`γ
d est le module 2`γ

2i´1
-

Hölder de xi ÞÑ upt,xq. En particulier, si i “ 1 alors clairement 2`γ
2i´1

ą 2, d’où le contrôle des

normes }Dx1u}L8 , }D2
x1
u}L8 ,

`

rD2
x1
uis

γ
d

˘

iPrr1,nss
.

On dit que u P L8pC2`γ
b,d q si }u}L8pC2`γ

b,d q
ă `8. On adapte ces normes à l’espace de Hölder

anisotrope L8pCγ
b,dq où il n’y a pas de dérivée en x1 à considérer, et à C2`γ

b,d où il n’y a pas la norme
uniforme en temps.

Dans ce cadre, Lunardi [Lun97] a démontré le résultat suivant : S’il existe une matrice σ8 U.E.
telle que lim|x|Ñ8 σpxq “ σ8, si Fpxq “ Ax avec A définie en (7.4), et si pf, gq P L8pCγ

b,dq ˆ C
2`γ
b,d
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alors il existe une unique solution mild et faible u P L8pC2`γ
b,d q au problème de Cauchy (7.2) telle

que :
}u}L8pC2`γ

b,d q
ď Cp}f}L8pCγb,dq ` }g}C2`γ

b,d
q. (7.6)

En 2009, Priola [Pri09] a généralisé ce résultat pour F1 non-linéaire et γ
2i´1

-Hölder en la variable
xi, i P rr1, nss.

Nous obtenons une généralisation pour une dérive totalement non-linaire et sans la contrainte
de limite sur σ.

Theorem 1 (Estimées de Schauder pour la châıne dégénérée) Si a “ σσ˚ est U.E., a P
L8pCγ

b,dq, F1 P L
8pCγ

dq, et pour tout i P rr2, nss, Fi P L
8pC2i´3`γ

d q en particulier Fipt, ¨,x
i:nq P

C1` γ
2pi´1q´1 , et si pf, gq P L8pCγ

b,dq ˆ C2`γ
b,d alors il existe une unique solution mild et faible u P

L8pC2`γ
b,d q au problème de Cauchy (7.2) telle que :

}u}L8pC2`γ
b,d q

ď Cp}f}L8pCγb,dq ` }g}C2`γ
b,d
q.

La démonstration dans ce cas général, reprend trait pour trait la méthode perturbative présentée
dans la section précédente. La principale différence dans ce cas est qu’il faut procéder à des
équilibres très fins entre les différents indices.

Comme dit précédemment, ces seuils de régularité sont également les seuils optimaux de l’unicité
faible, cf. [CdRM17]. On retrouve également ces seuils en reprenant l’analyse heuristique autour
de l’exemple de Peano. En effet, on considère la ligne numéro i de l’EDS (7.1) et l’on s’intéresse à
la variable j ą i de la dérive Fi. Supposons que Fi est βji -Hölder en cette variable. On doit donc
comparer au temps critique tΣ l’apport du bruit à travers xi´1, la variable qui transmet le bruit,
avec la valeur de la solution maximale associé à l’ODE (5.1) pour la variable xj en prenant en
compte aussi la transmission du bruit à la variable j. Par exemple pour i “ j, on a :

t

1

1´βi
i

Σ ă t
2i´1

2
Σ ô 1´ βii ă

2

2i´ 1
ô

2i´ 3

2i´ 1
ă βii

∗. (7.7)

8 Unicité forte

Notre approche perturbative nous permet également de traiter le cas de l’unicité forte de l’EDS
(7.1), généralisant ainsi le cas cinétique (6.1) considéré par Chaudru de Raynal [CdR17].

Rappelons que l’unicité faible correspond à l’unicité en loi, alors que l’unicité forte correspond
à l’unicité de la trajectoire d’un processus adapté à la filtration du bruit considéré. En particulier
l’unicité forte implique l’unicité faible.

Montrer que des équations stochastiques sont fortement bien posées est important dans plu-
sieurs domaines de biologie et de physique :

- en neuroscience, avec les réseaux de neurones, cf. [FL16],
- en mécanique des fluides, cf. [Fla11] aussi pour une introduction générale à la régularisation

par le bruit.

Pour montrer l’unicité forte dans le cas hölderien, nous avons utilisé la transformée de Zvonkin
Veretennikov, cf. [Zvo74] et [Ver83], qui repose fortement sur l’étude de l’équation de Kolmogorov.

∗. Pour plus de détails voir [CdRM17].
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En effet, si tous les coefficients σ et F sont Lipschitz, alors l’unicité forte est évidente. Prenons
deux solutions Xt,X

1
t de l’EDS (7.1), on écrit directement :

E
ˇ

ˇXt ´X1
t

ˇ

ˇ

2
“ E

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

FpXsq ´ FpX1
sqds`

ż t

0

σpXsq ´ σpX
1
sqdWs

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď 2rFs1E
ˇ

ˇ

ż t

0

|Xs ´X1
s|ds

ˇ

ˇ

2
` 2rσs1

ż t

0

E
ˇ

ˇXs ´X1
s

ˇ

ˇ

2
ds

Cauchy-Schwarz
ď 2

`

rFs1t` rσsq

ż t

0

E
ˇ

ˇXs ´X1
s

ˇ

ˇ

2
ds. (8.1)

Par l’inégalité de Grönwall on a directement que pXtqtě0 “ pX
1
tqtě0 presque sûrement. L’unicité

trajectorielle est ainsi montrée, et le théorème de Yamada Watanabe [YW71] nous permet de
conclure grâce à l’existence faible, cf. [CdRM17].

Le cadre hölderien est nettement plus difficile à traiter.

Theorem 2 (Unicité forte pour la châıne dégénérée et dérive Hölder) Si pour i P rr1, nss,
rpFiqjsβj

† ă 8 avec βj P p
2j´2
2j´1

, 1s et pour i ě 2, rpDxi´1
Fiqsη ă 8, η ą 0 !petit", et σ Lipschitz

alors il existe une unique solution forte à l’EDS (7.1).

Notons que les seuils de régularité de la dérive sont plus forts par rapport au Théorème 1 et à
l’unicité faible. Ils sont optimaux pour notre méthode, mais nous ne savons pas a priori s’il existe
de contre-exemple : s’il existe une EDS avec une dérive F plus régulière que dans le Théorème 1
mais moins que dans le Théorème 2 et où l’unicité forte de la solution n’est pas vérifiée.

Une chose qui nous conforte dans l’idée que ces seuils sont optimaux est que Catelier et Gu-
binelli [CG16] retrouvent les mêmes seuils, dans le cas d’un bruit d’un indice d’auto-similarité
correspondant aux intégrales itérées du Brownien fractionnaire.

Idée de la preuve
Comme dans le cas Lipschitz, on montre l’unicité trajectorielle et on utilise le théorème de

Yamada Watanabe et l’existence faible pour montrer l’unicité forte.
Premièrement, comme l’analyse pour les estimées de Schauder, on régularise tous les coefficients

de l’EDS (7.1) afin de s’assurer de l’existence et de l’unicité de chaque objet que l’on manipule.
On omettra encore une fois l’indice de régularisation. Puis, on considère le problème de Cauchy
associé à (7.1) :

#

Btupt,xq ` xFpt,xq,Dupt,xqy `
1
2
Tr
`

D2
x1
upt,xqapt,xq

˘

“ ´Fpt,xq, t P r0, T q,

upT,xq “ 0, x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P Rnd.
(8.2)

Grâce à la formule d’Itö et à (8.2), on écrit :

ż t

0

Fps,Xsqds “ ´up0,xq ` upt,Xtq ´

ż t

0

Dups,XsqBσps,XsqdWs. (8.3)

L’idée de la transformée de Zvonkin Veretennikov est de bénéficier du !bootstrap parabolique" pour
la solution u de l’équation de Kolmogorov (8.2) afin de montrer qu’en quelque sorte le terme de

†. Cela correspond au module d’Hölder de Fi en la variable xj .
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droite de (8.3) est plus régulier que la dérive dans le terme de gauche. Ce phénomène est aussi lié
à la moyennisation de processus Brownien, cf. [Dav07], [CG16].

L’idée dans (8.3) est de permettre d’écrire la dynamique de Xt sans la dérive. En effet, en écrit
d’abord :

E
”

sup
sďt
|Xs ´X1

s|
2
ı

“ E
”

sup
sďt
|tXs ´ ups,Xsqu ` upXsq ´ spX

1
squ ` upX

1
sq ´X1

su|
2
ı

. (8.4)

Le premier et le dernier terme de droite se traitent grâce à (8.3), c’est-à-dire

Xs ´ ups,Xsq “

ż s

0

σpv,XvqdWv ´ up0,xq ´

ż s

0

Dx1upv,Xvqσpv,XvqdWv. (8.5)

La deuxième contribution de droite dans (8.4) se traite grâce à la régularité de la fonction u. Le
cœur de l’analyse consiste à montrer qu’il existe une constante CT ą 0 telle que limTÑ0CT Ñ 0 et

}Du}8 ` }DpDx1uq}8 ď CT , (8.6)

où D est le gradient complet. On a besoin du contrôle de la dérivée croisée DpD1uq à cause du
dernier terme qui apparâıt dans (8.5). Pour montrer ce contrôle de dérivées, on adapte la méthode
perturbative (cf Section 6) à ce cadre, sauf que maintenant, il nous faut contrôler sur le gradient
complet et les dérivées croisées de u. Comme la source dans l’équation de Kolmogorov est la dérive
F, de nouvelles contraintes sur la régularité de F sont nécessaires.

Une fois l’identité (8.6) en main, on obtient

Er sup
0ďsďT

ˇ

ˇXs ´X1
s

ˇ

ˇ

2
s ď CTEr sup

0ďsďT
|Xs ´X1

s|
2
s.

On conclut quant à l’unicité forte dans l’intervalle r0, T s, pour T suffisamment !petit", par un
argument circulaire. On itère le raisonnement pour pouvoir considérer un temps final T fini quel-
conque. ˝

Pour conclure ce résumé de la seconde partie de ma thèse, je pense que ce phénomène profond de
régularisation par le bruit reste un sujet très riche. Il reste encore beaucoup de choses à comprendre
sur l’interprétation des seuils notamment pour l’unicité forte. Mais aussi pour le cas faible, même
non-dégénéré, l’exemple de Peano, nous dit que la régularité minimale de F1 devrait être C´1 “

B´1
8,8. Il semblerait qu’avec une approche de type chemins rugueux, nous soyons contraints à

une dérive F1 P B
´1`γ
8,8 avec γ ą 1{3, cf. [DD16] et [CC18]. Concernant, l’unicité forte, Bass et

Chen [BC01] (voir aussi [Bar82]) ont déjà trouvé un contre-exemple pour γ ă 1{2. Ces questions
de régularité minimal dans des espaces Besov et Triebel–Lizorkin sont des sujets sur lesquels je
compte continuer à travailler.
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