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Chapitre O

Un peu de motivation

Computer science is no more about computers

than astronomy is about telescopes.

Edsger W. Dijkstra (1930 — 2002)

A I’époque ol vous entreprenez un programme d’études en informatique, il serait super-
flu de commencer ce cours en faisant 1’éloge de I'utilité de 'informatique, tellement 1'usage
des ordinateurs est désormais répandu dans toutes les spheres de l'activité humaine. Ce-
pendant, il nous parait important d’expliquer que les mathématiques sont d'une utilité cru-
ciale pour quelqu’un qui s’intéresse a 'informatique en tant que science. En effet, il subsiste
chez plusieurs étudiants 'impression que I'informatique et les mathématiques sont deux do-
maines d’études indépendants, et qu’il n’est pas nécessaire de posséder des connaissances
mathématiques pour étre un bon informaticien '. Cela s’explique possiblement par le fait que
la plupart des utilisations que nous faisons d’un ordinateur ne requierent pas, ou peu, de
connaissances mathématiques. En effet, tant que nous utilisons des programmes créés par
d’autres (que ce soit des outils destinés a tous, tels les traitements de textes, ou des outils
plus spécialisés, telles les librairies hauts niveaux de certains langages de programmation),
les connaissances mathématiques sont souvent facultatives. Cela dit, quiconque s’intéresse a
comprendre le fonctionnement de 'ordinateur, a analyser le comportement des algorithmes
ou a concevoir des programmes pour résoudre des nouvelles taches a besoin d’outils pour
guider son raisonnement logique. Les prochains paragraphes ont comme ambition de vous
convaincre que, dans chacune de ces circonstances, les mathématiques s’imposent comme la

“boite a outils” de prédilection.

1. Curieusement, il n’existe pas de telles remises en question dans les diverses branches de I'ingénierie.
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Les mathématiques et les fondements de 'informatique

Les ordinateurs sont, d’abord et avant tout, des calculatrices tres sophistiquées. Les pre-
miers ordinateurs ont d’ailleurs été imaginés par des mathématiciens désireux d’automatiser
leurs calculs. De méme, le langage binaire a la base des ordinateurs est issu de la logique
booléenne, que nous présenterons des le début du premier chapitre. Le langage mathématique
fut donc a la base du développement de I'informatique, et il représente toujours un outil es-

sentiel aux informaticiens qui travaillent & I'informatique du futur?.

Notons aussi que, malgré la grande diversification des taches que peut accomplir un ordina-
teur personnel comme outil de travail ou objet de divertissement, il demeure essentiellement
une puissante machine a calculer pour plusieurs scientifiques. En effet, les “superordina-
teurs” sont utilisés dans tous les domaines (physique, météorologie, économie, biologie, ...)
comme des outils permettant de résoudre des problemes mathématiques comprenant un grand
nombre de variables.

Les mathématiques et ’analyse d’algorithmes

Dans certaines circonstances, peu de connaissances mathématiques sont requises pour
concevoir un programme informatique. Par exemple, les actions de trier un tableau de
nombres, accéder a une base de données, appliquer un filtre a une image, compresser un
vidéo ou crypter un texte font appel a des techniques déja existantes. Un programmeur peut
implémenter ces techniques sans trop se creuser la téte. Parfois, il peut aussi trouver une
stratégie pour accomplir la tache désirée sans nécessairement réfléchir dans un formalisme

mathématique.

Cependant, un informaticien sérieux souhaitera analyser le comportement de son nouveau
programme, pour répondre a I'une ou 'autre des questions suivantes :
— Est-ce que le temps d’exécution requis par mon programme est raisonnable, méme
quand le nombre de données a traiter est tres grand ?
— Quel est 'espace mémoire requis par mon programme ?
— Puis-je fournir la garantie que mon programme accomplira la tache demandée dans
tous les cas?

— Est-ce que mon programme comporte des failles de sécurité ?

Dépendamment du contexte, il est tres difficile d’obtenir des réponses completes a ces ques-

2. Il suffit de citer 'exemple d’une compagnie comme Google, qui a bati son empire sur des idées novatrices
développées majoritairement en utilisant les outils qu’offrent les mathématiques.



tions. Plusieurs domaines de recherche en informatique étudient des méthodes pour analyser
les algorithmes®. On peut présumer que s’il y a, encore de nos jours, autant de failles dans
les logiciels, c’est en partie parce que ces méthodes ne sont pas encore assez évoluées pour

bénéficier de toute la logique et de la rigueur des mathématiques.

Le deuxieme chapitre de ce cours donne un avant-gott de l’analyse d’algorithmes en

introduisant les outils de base qui permettront d’évaluer le temps d’exécution d’un algorithme.

Les mathématiques et la conception d’algorithmes

L’informatique étant une science relativement jeune, il existe encore beaucoup de problemes
a résoudre reliés a une grande variété de domaines différents : I'intelligence artificielle, la vi-
sion numérique, la création d’horaires, les prévisions économiques, la simulation des systemes
climatiques, 1’assemblage de génomes, la compréhension du langage naturel, la vérification

automatique de logiciels, etc.

Tous ces problemes complexes nécessitent d’étre formulés rigoureusement avant de pouvoir
étre résolus a l’aide d’un programme informatique. La plupart du temps, ce sont les mathéma-
tiques qui se révelent le langage approprié pour formuler ces problemes. Une fois le probleme
bien formulé, on peut profiter des théories mathématiques déja existantes pour mieux le

comprendre, pour le simplifier ou pour trouver des pistes de solutions possibles.

Cette approche est mise en évidence dans le troisieme chapitre de ces notes de cours,
dédié a la théorie des graphes. En effet, un graphe est une structure mathématique simple
qui a été abondamment étudiée. Dans plusieurs cas, il suffit d’exprimer un probléme comme

un graphe pour avoir acces a plusieurs algorithmes efficaces pour le résoudre.

Ce qu’il faut retenir de ce cours

Le cours sera 1'occasion d’introduire plusieurs concepts mathématiques et, bien stir, vous
serez évalués sur la maitrise des différentes notions. Cependant, la compréhension sera tou-
jours privilégiée plutot que le “par coeur”. Comme plusieurs notions abordées ici serviront lors

d’autres cours du programme, ces notes de cours pourront aussi servir de référence ultérieure.

3. Bien que nous n’irons pas si loin dans le cours, la branche de la recherche nommée la “théorie de la
complexité” s’intéresse a des questions encore plus “fondamentales”, telles :
— Etant donné un probleme, est-ce qu’il existe un algorithme capable de le résoudre en temps raisonnable ?
— Si je trouve un algorithme efficace pour résoudre le probleme A, est-ce que ¢a me permet de résoudre le

probleme B efficacement ? (méme si les problemes A et B sont en apparence de natures tres différentes.)
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Tout le long du cours, nous accorderons une grande importance aux démonstrations
mathématiques. Il s’agit d’un concept qui n’est pas aussi simple qu’on peut le croire au
départ. L’écriture d’'une démonstration mathématique requiert beaucoup de rigueur, et sou-
vent une certaine créativité. De méme, il faut lire et écrire plusieurs démonstrations pour bien
en comprendre I'esprit. Les étudiants qui poursuivront leurs études aux cycles supérieurs se-
ront appelés a lire et rédiger des démonstrations lors de leurs travaux de recherche. Cela dit,
I’accent mis sur les démonstrations mathématiques ne sera pas seulement utile aux étudiants
qui poursuivront une carriere en recherche, mais permettra a tous d’exercer leur raisonnement

et leur capacité de déduction face a certains problemes demandant une dose de réflexion.

Finalement, si ce cours peut vous convaincre que les mathématiques en informatique sont

utiles et agréables, nous aurons atteint notre but!



Chapitre 1

Théorie des ensembles

1.1 Algebre booléenne

Pour débuter, nous introduisons les bases de la logique booléenne, nommée en 1’honneur
du mathématicien et philosophe britannique George Boole (1815 — 1864), qui souhaitait
développer un formalisme pour traduire des concepts et des pensées en équations. Comme
nous le verrons, ce paradigme est tres pres du langage binaire utilisé en électronique et en

informatique.

1.1.1 Expressions booléennes

Une expression booléenne correspond a un regroupement d’affirmations. On désigne
par le terme expression booléenne atomique une expression booléenne contenant une
seule affirmation. Une affirmation est une phrase, généralement de la forme “sujet-verbe-
complément”, a laquelle il est possible d’attribuer une valeur de vérité. Autrement dit, il est
possible de déterminer si I’affirmation est vraie ou fausse. Par exemple, les quatre affirmations

suivantes peuvent étre considérées comme des expressions booléennes atomiques :

— Mamille est la capitale des Philippines.
— (ling est un nombre impair.
— La distance entre la terre et la lune est inférieure a trois kilometres.

— Dix est plus petit que sept.
Les deux premieres affirmations sont vraies tandis que les deux dernieres sont fausses.

On peut aussi exprimer des expressions booléennes par des formules mathématiques. Par
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exemple :

— 54+54+5=3-5.
— 10< 7.

Dans ce dernier exemple, la premiere expression est toujours vraie et la deuxieme est tou-
jours fausse. Remarquons que ces deux expressions mathématiques correspondent aussi a
des phrases de la forme “sujet-verbe-complément”. Pour la premiere expression, le membre
de gauche fait office de sujet, “=" est le verbe et le membre de droite est le complément.
Similairement, pour la deuxieme expression, on a que “10” est le sujet de la phrase, “est plus
petit que” représente le groupe verbe et “7” le complément”. Notez également qu’on peut
réécrire ces expressions sous forme d’un texte francais : “Cing plus cing plus cing égale trois

fois cing.” et “Diz est plus petit que sept.”.

Certaines expressions booléennes changent de valeur de vérité dépendamment du contexte
dans lequel elles sont évaluées. Par exemple :

— La capitale de ma province est la ville de Québec.
—r<T.

La valeur de la premiere expression dépend de la province identifiée par les termes “ma
province”. De méme, la deuxieme expression dépend de la valeur de la variable x. Si aucune
valeur n’est attribuée a la variable z, on dit qu’il s’agit d'une variable libre, auquel cas il est
impossible d’assigner une valeur de vérité a l'expression “z < 77. Cependant, pour chaque
valeur de x possible, on peut assigner une valeur de vérité a I’expression. Ainsi, I’expression

est fausse si x > 7, sinon elle est vraie.

Nous nous intéressons maintenant a la combinaison d’expressions booléennes atomiques
en expressions booléennes plus complexes. Nous effectuons de telles combinaisons dans nos
conversations de tous les jours, notamment a ’aide des mots “et”, “ou” et “si-alors”. Par

exemple :

— J’habite a Chicoutimi et la capitale de ma province est la ville de Québec.
— Si g’habite a Chicoutimi, alors la capitale de ma province est la ville de Québec.

— Mon prénom contient la lettre P ou mon prénom contient la lettre S.

Pour vérifier la véracité de ces expressions booléennes, il suffit d’évaluer séparément la
véracité de chacune des expressions booléennes atomiques les constituant. Ainsi, dans le cas
du premier exemple, nous évaluons d’abord la véracité de I'expression “J’habite a Chicou-
timi.”, puis nous évaluons ensuite la véracité de 'expression “La capitale de ma province

est la ville de Québec.”. Nous pouvons enfin juger de la véracité de 'expression booléenne
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dans son entier en combinant les valeurs des deux expressions atomiques. Nous procéderons
de fagon similaire pour évaluer la valeur de toute expression booléenne. Cette méthodologie

permet de mécaniser I’évaluation d’expressions booléennes complexes.

1.1.2 Opérateurs booléens et tables de vérité

L’algebre booléenne est le domaine qui permet de combiner plusieurs expressions
booléennes atomiques pour former des expressions booléennes plus complexes. Cela est pos-
sible grace aux opérateurs booléens. Les pages qui suivent présentent les six opérateurs
booléens qui sont utilisés dans ce cours, c¢’est-a-dire la négation “—=", la conjonction “A”, la
disjonction “V”, 'implication “=-", 'implication inverse “<" et le si et seulement si “<”.
Ces opérateurs sont définis en représentant les expressions booléennes par des variables
booléennes qui prennent la valeur vrai ou faux. De manieére équivalente, on choisit parfois
de représenter la valeur vrai par la lettre v ou le chiffre 1, ainsi que la valeur faux par la

lettre £ ou le chiffre 0.

Les trois opérateurs booléens de base

Afin de définir les trois premiers opérateurs booléens, nous avons recours a des tables de
vérité, qui associent a chaque combinaison de valeurs booléennes le résultat de I’évaluation

de I'expression formée par I'opérateur. La définition 1.1.1 présente les opérateurs suivants :

W_”

— L’opérateur de négation “=”, correspondant au “non” du francais;
— L’opérateur de conjonction “A”, correspondant au “et” du frangais;

— L’opérateur de disjonction “V”, correspondant au “ou” du francais.

Définition 1.1.1 Définitions des trois opérateurs booléens de base.
Soit p et q des expressions booléennes. Pour chaque combinaison de valeurs de vérité pos-
sibles, les tables de vérité ci-dessous indiquent le résultat de [’évaluation de la négation, de

la conjonction et de la disjonction.

Négation : Congonction : Disjonction :
—p p q|pAg p q|pVyq
v v v v v v v
f v v £ f v £ v
f v f f v \
f f f f f f
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Les opérateurs d’implication

Nous avons défini les trois premiers opérateurs booléens (la négation “—”) la conjonc-
tion “A” et la disjonction “V”) en présentant leur table de vérité. La logique booléenne repose
entierement sur ces trois premiers opérateurs, puisqu’ils permettent de définir les trois der-
niers opérateurs booléens que nous utiliserons (I'implication “=", 'implication inverse “<”
et le si et seulement si “<”)!. Bien entendu, il est possible de déduire les tables de vérité de

ces trois derniers opérateurs a partir de leur définition.

Introduisons d’abord les opérateurs d’implication “=" et d’implication inverse “<”.
On définit I'implication par le recours aux opérateurs de négation et de disjonction introduits
précédemment. Nous définirons par la suite I'implication inverse par une simple réécriture de
I'opérateur d’implication.

o def 5

Dans ce document, nous utilisons le symbole de définition “ = ” pour spécifier qu'une

expression mathématique est définie grace a une autre expression.

Définition 1.1.2 Définitions des opérateurs d’implications

Soit p et q des expressions booléennes, alors :

a: p=q & -pVyg (Définition de l'implication)

b: pesq = g=p (Définition de l'implication inverse)

Spécifions que les expressions “p = ¢” et “q < p” se traduisent en francais par “p implique
q” ou “si p alors ¢”. Les tables de vérité suivantes sont obtenues par I'application directe de
la définition 1.1.2.

Implication : Implication inverse :
P q|pP=q P q|p<=q

vV v v v v v

v f f v f \%

f v A f v f

f f \ f f v

1. En fait, grace & la loi de De Morgan (Proposition 1.1.4), on n’aurait qu’a définir la conjonction “A” et
la négation “—", car la disjonction “V” peut étre définie comme “pV ¢ < —=(—p A —q)”.



1.1. ALGEBRE BOOLEENNE 9

PENSEZ-Y!

L’expression “p = ¢” est évaluée a faux seulement lorsque p = vrai et ¢ = faux.
Ce fait peut étre difficile a accepter au premier abord, mais il est important de bien le

comprendre.
Pour illustrer ce fait, considérez I’expression suivante :
— “Si le Pere Noél existe, alors je recevrai un Nintendo en cadeau.”
On peut réécrire cette expression a 'aide de 'opérateur d’implication :
— “Le Pere Noél existe.” = “Je recevrai un Nintendo en cadeau.”
Par la définition 1.1.2-a, ceci est équivalent a ’expression suivante :
— —(“Le Pére Noél existe.”) vV “Je recevrai un Nintendo en cadeau.”

On constate que cette expression est fausse si et seulement si le Pere Noél existe et que je
ne recois pas de Nintendo en cadeau. Aussi, le fait que le Pere Noél n’existe pas n’exclut

pas la possibilité que je regoive un Nintendo en cadeau!

Les enfants comprennent bien ce raisonnement logique lorsqu’ils remettent en question
la parole d’'un compere en prononcant une expression telle que :

— “Si tu es capable de traverser le fleuve a la nage, alors moi je suis le Pape!”

Ici, il est clair que, puisque “je” n’est pas le Pape, la seule maniere que ’affirmation soit

vraie est que “tu” ne soit pas capable de traverser le fleuve a la nage.

L’opérateur “si et seulement si”

Nous présentons finalement I'opérateur si et seulement si “<”, qui est défini par la

conjonction de deux implications.

Définition 1.1.3 Définition de l'opérateur si et seulement si.

Soit p et q des expressions booléennes, alors :

peq = (p=q9A(@=Dp) (Définition du si et seulement si)

Notez que I'expression “(p = ¢)A(p < q)” serait une définition équivalente du si et seulement

si. L’expression “p < ¢” se dit “p si et seulement si ¢” et s’écrit de maniere abrégée “p ssi q”.
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La table de vérité suivante est obtenue par ’application directe de la définition 1.1.3.

Si et seulement si :

P q4|p=4q
vV v \
v £ f
f v f
f f v

On constate que l'expression “p < ¢” est vraie lorsque les variables p et ¢ sont égales
(c’est-a~dire qu’elles possedent la méme valeur de vérité). De méme, I'expression “p < ¢” est
fausse lorsque les variables p et ¢ sont différentes. L’opérateur si et seulement si “<” permet
donc d’exprimer la notion d’équivalence entre deux expressions booléennes. C’est pourquoi

cet opérateur apparait fréquemment dans les propriétés présentées a la section 1.1.3.

Evaluation d’une expression booléenne

On évalue une expression booléenne de maniere similaire a la plupart des expressions
arithmétiques communes. Ainsi, il faut d’abord donner priorité aux expressions entre pa-

rentheses. Ensuite, on évalue I'expression selon 'ordre de priorité des opérateurs.

La table 1.1 présente la priorité des opérateurs booléens lors de I’évaluation d’une

expression booléenne. On évalue les opérateurs dans 1'ordre décroissant de leur priorité.

TABLE 1.1 — Priorité des opérateurs booléens.

Symbole(s) Nom(s)
- Négation (priorité élevée)
AV Conjonction, Disjonction
= & Implication, Implication inverse
& Si et seulement si (priorité faible)

Grace a cette convention, ’expression “pA—q < r” équivaut a 'expression “(p A (—q)) < 7.

Si on pose les valeurs p = vrai et ¢ = r = faux, on évalue 'expression selon la séquence

suivante :
1. pA—-qg & r; 4. vrai & faux;
2. vrai A ~faux & faux; 5. faux .

3. vrai Avrai & faux;
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En guise de récapitulation, la table de vérité 1.2 présente la synthese des six opérateurs

booléens que nous utiliserons dans le cours.

TABLE 1.2 — Table de vérité présentant une synthese des opérateurs booléens utiles dans ce
cours.

P g -p PAq PV |p=q|P=q|Pp=(
vV Vv f \% \'% v v v
v f f \' f v f
f v \% f \' \' f f
f £ f f \'% \'% v

De la logique booléenne a 'informatique

La logique booléenne présentée dans cette premiere section sera un outil essentiel tout au
long du cours, particulierement lors des démonstrations mathématiques. Bien que cette forme
de logique peut paraitre simpliste a premiere vue, étant donné qu’'une expression booléenne
peut prendre seulement deux valeurs de vérité (vrai ou faux), elle est a la base de l'in-
formatique telle que nous la connaissons. En effet, les circuits électroniques de nos ordina-
teurs sont des agencements savants de “portes logiques” qui sont la matérialisation de nos
trois opérateurs booléens de base, c’est-a-dire la conjonction “A”, la disjonction “V” et la

[44 79

négation “—". De méme, le langage binaire utilisé par un ordinateur n’est qu’une succession

de 0 et de 1, c’est-a-dire de valeurs booléennes !

1.1.3 Propriétés des opérateurs et démonstrations par cas

Maintenant que nous avons défini les six opérateurs booléens, nous allons énoncer quelques-
unes de leurs propriétés de base. A 'aide de ces propriétés, il sera possible de transformer des
expressions booléennes complexes en des expressions équivalentes. Ce sera des outils essentiels

pour effectuer plusieurs démonstrations mathématiques.

En plus de présenter certaines propriétés des opérateurs booléens, cette section introduit
une premiere technique de démonstration, qui consiste a vérifier qu’une expression booléenne

est vraie dans tous les cas possibles.
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Lois de De Morgan

Les premieres propriétés que nous présentons permettent de transformer une conjonction
d’expressions booléennes en disjonction d’expressions booléennes (et vice-versa). Il s’agit des
lois de De Morgan, nommées en 'honneur du mathématicien britannique Auguste De
Morgan (1806 — 1871).

Dans I’énoncé des propositions, nous utilisons fréquemment I'opérateur si et seulement
si “<” pour signifier que deux expressions sont équivalentes. Notez que, méme s’il s’agit
du méme opérateur booléen présenté par la définition 1.1.3 (page 9), nous lui attribuons ici
une signification particuliere, puisqu’il sert a exprimer que deux expressions ont toujours la

meéme valeur de vérité.

Proposition 1.1.4 Lois de De Morgan.

Soit p et q des expressions booléennes, alors les expressions suivantes sont vraies :

a: =(pANq) & —-pV—q (Premiére loi de De Morgan)
b: =(pVq & —-pA-gq (Deuziéme loi de De Morgan)

En mathématiques (comme dans la vie!), une bonne pratique est de confronter chaque
nouvel énoncé a son propre sens de la logique. Cela permet de mieux comprendre la signi-
fication de cet énoncé et de juger s’il est plausible?. Dans le cas qui nous intéresse, les lois
de De Morgan sont habituellement bien comprises intuitivement. Par exemple, nous pouvons

appliquer ces lois a des expressions formulées sous forme de phrases :

— Exemple illustrant la proposition 1.1.4-a (Premiere loi de De Morgan).
Les deux expressions suivantes sont équivalentes :
o “Il n’est pas vrai que Paul a payé son loyer et son compte d’électricité.”

o “Paul n’a pas payé son loyer ou il n’a pas payé son compte d’électricité.”

— Exemple illustrant la proposition 1.1.4-b (Deuxieéme loi de De Morgan).
Les deux expressions suivantes sont équivalentes :
o “Il n’est pas vrai que Paul a voyagé en Italie ou en Suisse.”

o “Paul n’a pas voyagé en Italie et Paul n’a pas voyagé en Suisse.”

Meéme si ces exemples d’énoncés semblent suggérer que les lois de De Morgan sont

cohérentes, ils ne nous assurent pas qu’elles sont valides dans tous les cas. Afin de se convaincre

2. Mais attention, car certaines vérités sont contre-intuitives, et ce n’est pas parce qu'un énoncé semble
invraisemblable qu’il est nécessairement faux (dans les mathématiques comme dans la viel).
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de la véracité d’un énoncé mathématique, il faut en faire la démonstration. Ainsi, nous al-
lons démontrer la premiere loi de De Morgan en utilisant le seul outil présentement a notre

disposition, c¢’est-a-dire la table de vérité.

Une démonstration par table de vérité est une facon structurée de faire une démons-
tration par cas?®. Nous évaluons donc la proposition 1.1.4-a pour toutes les combinaisons
de valeurs de vérité possibles que peuvent prendre les expressions booléennes p et ¢. Il y a
quatre possibilités, c’est-a~dire : p=vetqg=v,p=vetq=f,p=fetgq=v,p=1Fet
g = (notez que ces 4 cas sont listés dans les deux premieres colonnes de la table présentée
dans la démonstration de la proposition 1.1.4-a ci-bas). Pour chacune des combinaisons,
il faut s’assurer que la valeur de vérité de l'expression booléenne a la gauche du symbole

d’équivalence (“=(pAq)”) est égale a la valeur de vérité a la droite du symbole d’équivalence

(“opV "),

A la fin de la démonstration, I’acronyme “C.Q.F.D.” signifie “Ce qu’il fallait démontrer”,

et indique au lecteur que nous avons complété la démonstration avec succes.

Démonstration de la proposition 1.1.4-a (Premiére loi de De Morgan)
Soit p et g deux expressions booléennes. Démontrons “=(p A q) < —pV —=¢” al'aide d'une

table de vérité :

p q|pANqg —(pANg)|-p —q (-pV—q)
vV v v f £ f
v f f \Y £ \ \
f v f \% v £ A\
f f f Y v v A

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions p

et g, les expressions “—(p A q)” et “—pV —¢” sont équivalentes.

C.Q.F.D.

Notez que nous avons vraiment fait Ce Qu’il Fallait faire pour Démontrer la véracité de
I’énoncé, car nous avons démontré que la premiere loi de De Morgan est vraie dans tous les

cas. Le lecteur est invité a démontrer la deuxieme loi de De Morgan par la méme technique.

3. Nous reviendrons sur le principe général d’'une démonstration par cas a la section 1.3.5.
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Propriétés de la négation, de la conjonction et de la disjonction

Les propositions 1.1.5, 1.1.6 et 1.1.7 introduisent quelques équivalences constituées de
négations, de conjonctions et de disjonction. Ces propriétés se révéleront utiles lors de plu-

sieurs démonstrations.

Proposition 1.1.5 Propriétés de la négation.

Soit p une expression booléenne, alors :

a: =(-p) < p (Double négation)
b: pV-p < vrai (Tiers exclu)
c: pA-p & faux (Contradiction)

Proposition 1.1.6 Propriétés de la conjonction.

Soit p, q et r des expressions booléennes, alors :

a: pAvrai & p (Elément neutre)

b: pAfaux <& faux (Elément absorbant)
c: pAp S (Idempotence)

d: pAgq S gAp (Commutativité)

e: (PAQ AT & pA(gAT) (Associativité)

f: (Vo Ar < (pAr)V(gAT) (Distributivité)

Proposition 1.1.7 Propriétés de la disjonction.

Soit p, q et r des expressions booléennes, alors :

a: pVfaux <& p (Elément neutre)

b: pVvrai <& vrai (Elément absorbant)
c: pVp & p (Idempotence)

d: pVyq & qVp (Commutativité)

e: (pVqgVvr < pVigVvr) (Associativité)

f: (pAqQVr < (pVvr)A(gVvr) (Distributivité)
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Essayons de confronter notre propre sens logique aux énoncés de quelques une de ces

propriétés. Par exemple :

— Exemple illustrant la proposition 1.1.5-b (Tiers exclu).
L’expression suivante est toujours vraie* :

o “La porte est ouverte ou fermée.”

— Exemple illustrant la proposition 1.1.6-d (Commutativité de la conjonction).
Les deux expressions suivantes sont équivalentes :
o “J’habite a Chicoutimi et la capitale de ma province est la ville de Québec.”

o “La capitale de ma province est la ville de Québec et j’habite a Chicoutimi.”

— Exemple illustrant la proposition 1.1.7-f (Distributivité de la disjonction).
On peut écrire les conditions d’admissibilité a un programme d’études des deux
manieres équivalentes suivantes :

o “Pour étre admis, I’étudiant doit satisfaire un ou l'autre des deux critéres ci-bas :

i. Détenir un DEC et réussir un examen de francais ;
ii. Etre agé de plus de 21 ans.”

o “Pour étre admus, [’étudiant doit satisfaire a la fois les deux criteres ci-bas :
i. Détenir un DEC ou étre agé de plus de 21 ans;

ii. Réussir un examen de francais ou étre agé de plus de 21 ans.”

Le lecteur suspicieux est encouragé a démontrer les autres énoncés des propositions 1.1.5,

1.1.6 et 1.1.7 par la méthode de démonstration par table de vérité.

En guise d’exemple, démontrons la distributivité de la conjonction a l'aide de cette
méthode. Il s’agit de vérifier que les valeurs de vérité des expressions “(p V ¢q) A r” et
“(pAr)V (g AT)” sont égales pour chaque combinaison possible de valeurs pour les va-
riables p, g et r. Il y a 23 = 8 combinaisons possibles, car il y a 2 valeurs possibles pour

chacune des 3 variables.

4. Le lecteur peut objecter qu’une porte peut étre entre ouverte (ou presque fermée). Ce scénario est
difficile & modéliser en logique booléenne, parce que cette dernieére ne considére que deux valeurs de vérité,
soit le vrai et le faux. Toutefois, il existe d’autres paradigmes en mathématiques qui permettent d’exprimer
davantage. C’est le cas de la “logique floue” ou de la logique modale, par exemple. La logique modale est
particulierement intéressante en informatique (en fait, plus particulierement en sécurité et en analyse de
programmes), car elle permet de modéliser des concepts comme ”éventuellement” ou il est possible que”,
etc. Mais ceci est une autre histoire que vous aurez ’occasion de voir durant vos études d’informatique.
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Démonstration de la proposition 1.1.6-f (Distributivité de la conjonction)
Soit p, q et r trois expressions booléennes. Démontrons “(pV g) Ar < (pAr)V(gAT) &

l’aide d’une table de vérité :

p g r|pVg (pVgAr|pAr ghr (pAT)VI(gAT)
vV VvV V \ \ s v A
v v f Y f f f f
v f v A Y v f \
v £ f v f f f f
f v v v \ f v v
f v f \ f f f f
f £ v f f f f f
f £ f£ f f f f f

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions p, ¢

et r, les expressions “(pV ¢q) Ar” et “(p A1)V (g Ar)” sont équivalentes.
C.Q.F.D.

Contraposition

La proposition 1.1.8 présente la propriété de contraposition, sur laquelle repose la tech-
nique de démonstration par contraposition. Cette technique de démonstration repose
sur 'astuce suivante : Au lieu de démontrer ’expression “p est vrai implique que ¢ est vrai”,
on démontre I’expression “q est faux implique que p est faux”. Cela peut étre plus facile dans
certains contextes et, puisque les deux expressions sont équivalentes, démontrer la deuxieme

expression équivaut a démontrer la premiere.

Nous présentons ici une démonstration par table de vérité de la propriété de contraposition
A la prochaine section, nous allons présenter une autre démonstration possible de la méme
propriété, qui repose sur une nouvelle technique de démonstration que nous appellerons

“démonstration par succession d’équivalences”.

Proposition 1.1.8 Contraposition.

Soit p et q des expressions booléennes, alors :

pP=4q < —q="p
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Démonstration de la proposition (1.1.8) (Contraposition)

Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

p q\p=q|—~q —p —q= TP
v v % f f A
v £ f A f f
f v Y f A \Y
f f Y v v \Y

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions p

et q, les expressions “p = ¢” et “—g = —p” sont équivalentes.
C.Q.F.D.

PENSEZ-Y!

L’étude de la propriété de contraposition permet de mieux comprendre 'opérateur
d’implication.

En posant p = “Le Pere Noél existe.” et ¢ = “Je recevrai un Nintendo en cadeau.”, la

propriété de contraposition nous permet d’écrire :

“Si le Pére Noél existe, alors je recevrai un Nintendo en cadeau.”

& “Sije ne recois pas de Nintendo en cadeau, alors le Pére Noél n’existe pas”.
De la méme maniere, on obtient :

“Si tu es capable de traverser le fleuve a la nage, alors je suis le Pape.”

& “Si je ne suis pas le Pape, alors tu n’es pas capable de traverser le fleuve a la nage.”

1.1.4 Démonstrations par succession d’équivalences

Les démonstrations par tables de vérité présentées jusqu’a maintenant consistent a valider
la véracité d’une expression booléenne en vérifiant tous les cas possibles. Cette technique peut

étre tres longue lorsque I'expression booléenne contient plusieurs variables®. Dans ce cas, il

5. En effet, pour une expression booléenne a n variables, la table de vérité nécessite 2" lignes!
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peut étre préférable de démontrer ’expression booléenne en se basant sur les propriétés
que nous avons déja vérifiées. Comme les mathématiciens disent souvent, il s’agit ici d’étre

intelligemment paresseux.

Dans le cadre de ce cours, nous désignons par le terme démonstration par succession
d’équivalences une démonstration structurée ou chaque ligne est une maniere équivalente
d’exprimer le contenu de la ligne qui la préceéde®. Chaque passage d'une ligne & une autre

sera justifié par 'application d'une définition ou d’une propriété déja démontrée.

Ainsi, chaque nouvelle proposition peut étre utilisée dans les démonstrations d’autres
propositions. La démonstration d’une proprié¢té mathématique est comparable a I’ajout d’une
“brique” au “chateau des mathématiques”. De ce point de vue métaphorique, les mathémati-
ciens de I’Antiquité ont construit les fondations de ce chateau, et chaque génération de ma-

thématiciens contribue a sa construction en posant sa brique sur celles de ses prédécesseurs...

Contraposition

Nous présentons ci-dessous une démonstration par succession d’équivalences de la pro-
priété de contraposition (Proposition 1.1.8, page 16). Chaque passage d'une expression a I’ex-
pression suivante y correspond a l'application d'une propriété. Comme chaque propriété uti-
lisée est démontrable par une table de vérité, la véracité de chaque étape de la démonstration

est indéniable.

Démonstration de la proposition 1.1.8 (Contraposition)

Soit p et g deux expressions booléennes. Démontrons “p = ¢ <& —q¢ = —p” :

p=4q
& ( Déf 1.1.2-a — Définition de l'implication )
—pVyq
& ( Prop 1.1.5-¢ — Double négation, avec [p = q| )
& ( Prop 1.1.7-d — Commutativité de la disjonction, avec [p := —p| et [q := —=(—q)] )
_‘(_‘Q) \/ —|p
& ( Déf 1.1.2-a — Définition de l'implication, avec [p := —q| et [q := —p| )
g = —p

C.Q.F.D.

6. Le cours Logique et techniques de preuve se spécialise dans ce type de démonstrations.
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Dans la démonstration ci-dessus, nous avons rigoureusement identifié la propriété per-
mettant de transformer une expression en une expression équivalente par un commentaire.
Lorsque les variables utilisées ne sont pas les mémes dans la démonstration et 1’énoncé d’une
propriété, nous le précisons a I’aide du symbole de substitution de variable “ := ”. Par
exemple, le passage de l'expression “—p V —(—q)” a l'expression “—(—q) V —p” est justifié
par le commentaire “Prop 1.1.7-d — Commutativité de la disjonction, avec [p := —p| et
[q :== —(—q)]”, ce qui signifie que les variables p et ¢ sont respectivement remplacées par les

“—p” et “=(—¢q)” dans I'énoncé de la proposition 1.1.7-d.

expressions

La premiére ligne de la démonstration ci-dessus (“p = ¢”) correspond au terme de gauche
de la loi de la commutativité et la derniere ligne (“—g = —p”) correspond au terme de droite.
La série d’équivalences “<” a chaque ligne permet d’affirmer que le premier et le dernier terme

sont équivalents *. Comme dans les démonstrations précédentes, 'acronyme “C.Q.F.D.” a

la fin de la démonstration indique que la démonstration est terminée.

Réécriture de 'opérateur si et seulement si

Afin de présenter un autre exemple de démonstration par succession d’équivalences, nous

allons démontrer ’énoncé suivant :

(peq) & AV (~PA-g).

Dans la démonstration qui suit, contrairement a la démonstration de la proposition 1.1.8,
nous omettons volontairement de spécifier les changements de variables dans les commentaires
lorsque ceux-ci sont évidents. De méme, nous regroupons quelques fois deux opérations en
une seule étape. Il n’y a pas de regles qui dictent la “bonne” maniere de présenter une
démonstration et le niveau de détails requis. Il est important cependant que la démarche

demeure tres claire pour le lecteur qui veut comprendre la démonstration.

7. Soulignons ici qu’on se permet un abus de notation dans le formalisme utilisé lors des démonstrations.
En effet, comme lopérateur si et seulement si “<” n’est pas conjonctif (expression “a < b < ¢” n’est pas
équivalente & “a < ¢”), il faudrait plutot isoler chaque transformation d’une expression équivalente & lautre
et écrire “(a < b) A (b < ¢)”. Comme cela alourdirait les démonstrations, on juge qu'il est suffisant, dans ce
contexte précis, de disposer en retrait les symboles “<” entre les lignes équivalentes.
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Démonstration de (p<q) < (pAq)V (—pA—q) (Rééeriture du si et seulement si )
Soit p et ¢ deux expressions booléennes. Démontrons “p < q¢ < (pAq)V (—pA—q)” :

pP<=q

& ( Déf 1.1.3 — Définition du si et seulement si )
(p=q)N(g=Dp)

& ( Déf 1.1.2-a — Définition de l'implication, 2 fois )
(=pV @) A(=qVp)

& ( Prop 1.1.6-f — Distributivité de la conjonction, avec [p := —p| et [r := (—q V p)] )
(=pA(=qVp))V(gA (=g Vp))

& ( Prop 1.1.6-d — Commutativité de la conjonction, 2 fois )
((mgVp) A=p) V((mgVp)Aq)

& ( Prop 1.1.6-f — Distributivité de la conjonction, 2 fois )
(g A=p) V(pA=p) V((mgANq)V(pAg))

& ( Prop 1.1.5-c¢ — Contradiction, 2 fois )
((mg A —p) V faux) V (faux V (p A q))

& ( Prop 1.1.7-d — Commutativité de la disjonction, 2 fois )
((pAq)V faux) V ((-g A —p) V faux)

& ( Prop 1.1.7-a — Elément neutre, 2 fois )

(PAq)V (=pA—q)

C.Q.F.D.

Message important !

Il est important de comprendre que les deux types de démonstrations présentées jusqu’a
maintenant sont également valides. En effet, pour démontrer I’équivalence entre deux expres-
sions booléennes, il est aussi valide d’effectuer une démonstration par table de vérité ou une

démonstration par succession d’équivalences.

1.1.5 Le probleme de satisfiabilité d’'une équation booléenne

Le probleme de satisfiabilité d'une équation booléenne, communément appelé le proble-
me SAT, est fondamental en informatique théorique. Ce probleme consiste, étant donné une
expression booléenne, a déterminer s’il existe une assignation de variable qui fait que 'expres-

sion est vraie. Bien que tres simple dans sa formulation, le probleme SAT suscite beaucoup
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d’intérét en informatique, tant du point de vue pratique que théorique. Une raison a cet

intérét est qu’il est possible de traduire plusieurs autres problemes en un probleme SAT.

Forme normale conjonctive

L’équation définissant une instance du probleme SAT est généralement exprimée sous
une forme standard que 1’on désigne par forme normale conjonctive. On parle alors d’un
probleme SAT-CNF (I’abréviation CNF vient de I’anglais “conjunctive normal form”). Par

exemple, l'instance ¢, suivante est exprimée sous forme normale conjonctive :

Qba . (113'1 V .1‘2) A (_|.T1 V .733) VAN (_\332 V _\.?33) VAN (.I'l V i) V .Td) .

En logique mathématique, le terme littéral désigne une variable booléenne ou la négation

9 9

d’une variable booléenne (dans l'expression ¢,, “r1” et “—z;” sont des littéraux) et le terme
clause désigne une disjonction de littéraux (I’expression ¢, comporte quatre clauses, dont
la premiére est “z; V x5”). Considérant ces définitions, une forme normale conjonctive est
une conjonction de clauses. A moins de spécifications contraires, une clause peut contenir un

nombre quelconque de littéraux.

Une instance d’'un probleme SAT-CNF comprend exclusivement les opérateurs de base
présentés par la définition 1.1.1 (page 7) : la disjonction “V”, la conjonction “A” et la
négation “—". Rappelons que les trois autres opérateurs booléens présentés par les défini-
tions 1.1.2 (page 8) et 1.1.3 (page 9), peuvent étre réécrits en utilisant seulement les trois
opérateurs de base. Cependant, il est souvent insuffisant de la réécrire a 'aide des trois
opérateurs de base pour transformer une expression booléenne sous forme normale conjonctive
(c’est-a-dire une conjonction de clauses). Pour ce faire, on peut transformer 1’expression
en appliquant les lois de De Morgan (proposition 1.1.4) et les propriétés des opérateurs
(propositions 1.1.6, 1.1.7 et 1.1.5).

Satisfiabilité

On dit qu’'une instance du probleme SAT est satisfiable lorsqu’il existe une assignation
de variables telle que son expression booléenne est évaluée a vrai. L’instance ¢, ci-dessus

est satisfiable puisque si x1 = vrai, xro = faux et x3 = vrai, I’expression est évaluée a vrai.

Une instance est insatisfiable lorsqu’aucune assignation de variables ne permet a son

expression booléenne d’étre vraie. Par exemple, 'instance ¢, suivante est insatisfiable :
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¢b . —xy N\ (513'2 V 33'3) A (CCQ V _|CC3) A\ (.1’1 V _|.l’2) .

Pour montrer qu'une instance du probleme SAT est satisfiable, il suffit de trouver une
assignation de variable pour laquelle Iexpression est vraie (comme nous 'avons fait pour
I'instance ¢,). Par contre, pour montrer qu'une instance est insatisfiable, il faut montrer
que pour toutes les assignations de variables possibles, I’expression est fausse. Une méthode
simple d’accomplir cette tache est de vérifier tous les cas a l'aide d’une table de vérité. A

titre d’exemple, la table de vérité suivante montre que l'instance ¢, est insatisfiable :

¢ co c3 ca b
T1 Ty T3 ,:;\1 m m m E) /\C2XC3 A ey
v Vv Vv f v v v f
v v f f v v \ f
v f v f v f v f
v f f f £ v v f
f v v \ v \ f f
f v £ A v v f f
f £ v \4 v f v f
f £ £ \ £ v v f

La complexité du probleme SAT

Lorsqu’une instance du probleme SAT comprend peu de variables, un programme infor-
matique peut tres rapidement déterminer si cette instance est satisfiable ou non a ’aide d'une
table de vérité. Cependant, le nombre de lignes requis par la table de vérité augmente expo-
nentiellement en fonction du nombre de variables de l'instance (une instance de n variables
nécessite 2" lignes). Ainsi, une instance comportant plusieurs centaines de variables peut étre

tres longue a résoudre par cette méthode, méme sur un ordinateur tres rapide.

Chaque année, de nouveaux programmes informatiques s’affrontent lors d’une compétition
internationale dont le but est de résoudre de grandes instances du probleme SAT le plus
rapidement possible®. Bien que ces programmes emploient des stratégies astucieuses pour
réduire le temps de calcul nécessaire a 'obtention d’une solution, personne n’a découvert,
a ce jour, une méthode “efficace” pour résoudre le probleme SAT. Le temps de calcul “en
pire cas” nécessaire a ces programmes SAT croit toujours exponentiellement en fonction

du nombre de variables de l'instance du probleme SAT a résoudre. En fait, la découverte

8. Voir http://www.satcompetition.org/
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d’un algorithme pour résoudre le probleme SAT dont le temps d’exécution serait polynomial
en fonction du nombre de variables d’instance aurait un impact majeur sur I'informatique,

comme nous 'apprennent les recherches en théorie de la complexité.

En informatique théorique, la théorie de la complexité divise les problemes en familles
de problemes de complexité similaires. La famille des problemes “NP-complets” regroupe
plusieurs problemes dignes d’intérét dont le temps d’exécution du meilleur algorithme connu
pour les résoudre est exponentiel, méme si une fois la solution trouvée, il est facile de vérifier
qu’elle est bonne. Le probleme SAT appartient a cette famille®, comme ’a montré en 1971
le mathématicien et informaticien Stephen Cook. Il s’agit d’un résultat important dans ’his-
toire de l'informatique théorique, car ce fut le premier probleme “NP-complet” identifié.
Depuis, plusieurs autres problemes se sont joints a la famille des problemes “NP-complets”.
La découverte d'un algorithme “efficace” pour résoudre un seul de ces problemes permettrait
de résoudre tous les autres efficacement. Nous arrétons ici notre court survol de la théorie de
la complexité. Ce passionnant sujet est abordé dans le cadre du cours “Conception et analyse

d’algorithmes”.

9. En effet, pour trouver la solution d’un probleme SAT a n variables, on peut étre obligé de considérer
les 2™ affectations de variables possibles (car si on est malchanceux, ce sera la derniere qui sera la bonne).
Cependant, une fois la solution trouvée, on peut rapidement vérifier qu’elle est bonne en ne considérant que
cette affectation.
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1.1.6 Exercices sur 1’algebre booléenne

Exercice 1 : Démontrez les propriétés suivantes a 1’aide d’une table de vérité :
a) Deuxieme loi de De Morgan (Proposition 1.1.4-b) : =(pV ¢q) < —p A —q.

b) Distributivité de la disjonction (Proposition 1.1.7-f) : (pAq)Vr < (pVr)A(gVrT).

Exercice 2 : Démontrez les propriétés de la technique de démonstration par successions

d’équivalences :

a) Deuxieme loi de De Morgan (Proposition 1.1.4-b) : =(pV ¢q) < —p A —q.
NB : Vous pouvez utiliser la Premiere loi de De Morgan (Proposition 1.1.4-a) et la

propriété de la double négation (Proposition 1.1.5-a).

b) Distributivité de la disjonction (Proposition 1.1.7-f) : (pAq)Vr < (pVr)A(gVrT).
NB : Vous pouvez utiliser les lois de De Morgan (Proposition 1.1.4), la distributivité
de la conjonction (Proposition 1.1.6-f) et la propriété de la double négation (Proposi-
tion 1.1.5-a).

¢) Contradiction (Proposition 1.1.5-c) : p A =p < faux.

Exercice 3 : Considérez 'opérateur ou exclusif “Y” possédant la table de vérité suivante :

3
1<
LS

HoH DS
Hh o< H <R
o< b

Ecrivez une définition possible de 'opérateur “Y” en utilisant seulement (justifiez brievement
vos réponses) :

a) L’opérateur de négation “—”, de disjonction “V” et de conjonction “A”;

b) L’opérateur de négation “=" et de disjonction “V”;

c) L’opérateur de négation “—” et le si et seulement si “<”
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Exercice 4 : Démontrez chacune des propriétés suivantes a l'aide des deux techniques de
démonstration vues jusqu’a maintenant, ¢’est-a-dire (7) par une table de vérité et (i) par une

succession d’équivalences :

a) (tp e —g) & (peq)
b) (-p=4q) & (pe —q)
c) (peq) & ~(peq)
d) (-p=(p=1q) & vrai
e) (p=(p=4q)) & vrai

f) (p= faux) & —p

Exercice 5 : Déterminez si les instances suivantes du probleme SAT sont satisfiables. Pour les
instances satisfiables, fournissez une assignation de variables telle que ’expression booléenne
est vraie. Pour les instances insatisfiables, démontrez votre résultat a 1’aide d’'une table de

Vérité.
a) Y, = (r1Vay) Axz A (—xy V ox3) A (mxe V —xg).
b) ¥y = (21 Vx2) Az A (1 V —x3) A (mx V —a).
c) Yo = (xy V) A(mxy Vag) A(zrV-xe) A(—zaVas) A(nxy V—xs).

d) 77[}(1 == (_h’L'l V —X9 V Ig) VAN (1’1 V T3 V .114) A (_LTQ V T3 V _|ZE4).

Exercice 6 : En utilisant les propriétés que nous avons vues dans cette section, réécrivez les

expression suivantes sous forme normale conjonctive :

a) T1 & T2
b) (IL‘l V l’g) A\ (1’3 V ZE4)
c) (x1 Axa) V (23 A xy)

d) (1'1 = 1'2) = ((1'3 = 33'4) = 513'5)
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Exercice 7 : Imaginons qu’on vous demande d’écrire un “solveur SAT”, ¢’est-a-dire un pro-
gramme informatique qui regoit en entrée une instance du probleme SAT (soit une expression

booléenne sous forme normale conjonctive) et détermine si cette instance est satisfiable.

a) Votre programme regoit en entrée une instance du probleme SAT décrite ainsi :

— Un nombre n indiquant le nombre de variables du probleme. On représente ces

variables par x1,xs,...,%,;
— Une collection de m clauses que 'on représente par Cy, Cs, ..., C),.
On vous fournit une fonction déja programmée “évaluerClause(C},ay,as,...,a,)”

qui retourne le résultat de 'évaluation de la clause C; (c’est-a-dire vrai ou faux) avec
I’assignation de valeurs 1 = ay, 22 = as, ..., T, = a,.

Expliquez, en vos mots ou a ’aide d'un pseudo-code, la procédure que doit employer
votre programme pour vérifier si une instance est satisfiable ou insatisfiable. Inspirez-
vous de la méthode que vous utilisez pour batir une table de vérité.

b) Transformez l'expression booléenne suivante sous forme normale conjonctive afin de

pouvoir déterminer si elle est satisfiable a ’aide de votre solveur SAT :
S[leva)Ar = (pAT)VI(gAT)].

c¢) Serait-il possible d’utiliser votre programme pour vérifier si une expression booléenne

est toujours vraie ? Si oui, expliquez comment. Sinon, expliquez pourquoi.

Exercice 8 : A la page 47 du présent document, la section 1.3 débute par une citation d’une
piece d’Eugene lonesco, digne représentant du théatre de ’absurde. Dans cette citation, un
prétendu logicien affirme : “Tous les chats sont mortels. Socrate est mortel. Donc Socrate est

un chat.”
a) Expliquez dans vos propres mots pourquoi ce raisonnement est erroné;

b) Réécrivez I'affirmation de I'aspirant logicien en utilisant les opérateurs booléens. Pour
simplifier la tache, nous vous suggérons d’utiliser les variables ¢ et m pour représenter

les expressions de la maniere suivante :

¢ = Socrate est un chat,

m = Socrate est mortel.

¢) A partir de I'expression booléenne trouvée en (b), démontrez a I'aide d’une table de

vérité que l'affirmation du pauvre logicien est fausse;

d) Suggérez une modification a l'affirmation du dénommé logicien afin qu’elle soit tou-

jours vraie.
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1.2 Ensembles

Maintenant que nous sommes ensemble,

ca va mieux.

Wajdi Mouawad, Incendies (2003)

La théorie des ensembles fut amorcée par le mathématicien allemand Georg Cantor
(1845 — 1918). Un ensemble est une structure mathématique tres simple qui permet de re-
grouper plusieurs éléments. Au méme titre que nous avons défini des opérateurs booléens
et des expressions booléennes a la section précédente, nous allons maintenant définir des
opérateurs ensemblistes et des expressions ensemblistes. Ces notions permettent de manipu-
ler des ensembles pour en créer de nouveaux et de démontrer certaines de leurs propriétés.
Les propriétés ensemblistes sont tres similaires aux propriétés de 1'algebre de Boole que nous

avons vu a la section précédente. En fait ces deux domaines sont intimement liés.

1.2.1 Egalité entre deux ensembles (Axiome d’extensionnalité)

Un ensemble est une collection d’éléments non ordonnée et sans répétitions. Les variables
représentant des ensembles sont habituellement des lettres majuscules et les éléments d’un
ensemble sont indiqués entre accolades. Dans ’exemple qui suit, I’ensemble A contient les

nombres entiers compris entre 1 et 5 inclusivement :
A = {1,2,3,4,5}.

L’ordre des éléments dans la présentation de ’ensemble n’a pas d’importance, de méme que la

présence de répétitions. L’ensemble A peut donc s’écrire de plusieurs manieres équivalentes :
A = {51,324} = {1,2,2,3,3,3,4,4,5} = {2,1,3,2,4,3,5} .

Ainsi, un ensemble est défini uniquement par la nature de ses éléments. Il s’agit d’un choix
fait lors de la définition de cette structure mathématique '°. Ce choix est énoncé par 'axiome

[44 7

d’extensionnalité, qui définit rigoureusement 'opérateur d’égalité entre ensembles “=".

La définition 1.2.1 présente deux manieres équivalentes d’exprimer 'axiome d’extension-
nalité. Le deuxieme énoncé fait appel au quantificateur universel “v” que nous présenterons

ultérieurement & la section 1.2.4.

10. Lorsqu’on souhaite considérer I'ordre des éléments ou leur multiplicité, on peut le faire en se donnant
des axiomes ou définitions supplémentaires. C’est ce qu’on fera dans la section 1.4 sur la théorie des relations,
ou nous définirons entre autres la notion d’ordre partiel.
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Définition 1.2.1 Aziome d’extensionnalité

Soit S et T deux ensembles, alors :

g o Pour tout élément e, e appartient a ’ensemble S si et seulement si
e appartient a I’ensemble T'.

De maniere équivalente, on écrit :

S=T = (Ve|lecSeeel).

On utilise aussi parfois 'opérateur d’inégalité entre deux ensembles “#”  qui est

défini par ’équivalence suivante :

SAT = ~(S=T).

1.2.2 Définition d’un ensemble et opérateur d’appartenance

Bien que nous travaillerons fréquemment avec des ensembles de nombres, les éléments
d’un ensemble peuvent étre de type quelconque. On peut définir des ensembles de mots
francais, des ensembles de phrases, des ensembles programmes informatiques, des ensembles
d’expressions booléennes, des ensembles d’ensembles, etc. Voici quelques exemples d’en-
sembles :

— B ={a,e,i,o,u,y}, I'ensemble des voyelles de 'alphabet ;

— (C = {Laviolette,Desharnais, Germain}, I'ensemble des auteurs de ce document ;

— D =1{2,4,6,8,...}, 'ensemble des nombres pairs positifs;

— B = {faux,vrai}, 'ensemble des booléens;

— N={0,1,2,3,...}, I'ensemble des nombres naturels;

— Z={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}, 'ensemble des nombres relatifs;

— E={B,C,D,B,N,Z}, 'ensemble des ensembles énumérés dans la présente liste.

opérateur exprime si un élément appartient a un ensemble. L’ex-
L’ teur d’appartenance “€” 1 t tient ble. L’

pression “e € S” se dit “I’élément e appartient a I’ensemble S”. Il s’agit d'une expression
booléenne. Elle est donc évaluée a vrai ou faux. En utilisant les exemples énumérés plus

haut, on a :

w e B & faux, 42 € D & vrai, faux € B & vrai,
—5eN & faux, —bH€eZ & vrai, Ne F & vrai.
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Nous écrivons aussi 'expression “I’élément e n’appartient pas a I’ensemble S” avec la notation

“e ¢ S”. L'opérateur “¢” est donc défini par I’équivalence suivante :
def
e¢ S = —(e€f).
Ainsi, toutes les expressions suivantes sont vraies :

w¢ B, 42€ D, fauxeB, —-5¢N, —-5eR NeckF.

Définition par extension versus définition par compréhension

Jusqu’a maintenant, nous avons présenté les ensembles par leur définition par exten-
sion, ¢’est-a-dire en énumérant les éléments de I'ensemble (par exemple, “A = {1,2,3,4,5}”).
Nous introduisons maintenant la définition par compréhension qui consiste plutot a

présenter les propriétés que respectent les éléments d’un ensemble.

Pour définir un ensemble par compréhension, nous utilisons la notation “S = { f(z) | R(z) }”.
ou :

— f(x) est une fonction qui décrit les éléments de I’ensemble ;

— R(x) est une expression booléenne qui permet de restreindre le contenu de I’ensemble.

Autrement dit, on a f(z) € S si et seulement si R(z) = vrai.

Voici quelques exemples d’ensembles définis par compréhension :
— A={z|z € NAL <z <5}, I'ensemble des nombres entiers entre 1 et 5 inclusivement ;
— B = {x | z est une voyelle }, 'ensemble des voyelles de 1'alphabet ;
— N*={z | € NAx # 0}, 'ensemble des nombres naturels excluant le zéro;
— F = {2z | z € N*}, 'ensemble des nombres pairs positifs ;
— G ={2" | x € NAz < 8}, I'ensemble des puissances de 2 de 1 & 256;
— Z={x | x € NV —z € N}, I'ensemble des nombres relatifs ;

— Q= {E |z €eZ Ny € N*}, I’ensemble des nombres rationnels.
Y

PENSEZ-Y!

La maniere dont est défini un ensemble (par extension ou par compréhension) n’a
aucune influence sur sa composition. Par exemple, on peut imaginer une multitude de

manieres de définir 'ensemble des nombres pairs positifs :

{2,4,6,8,...} = {2z]|2eN} = {z|2eNAx%2=0} = {x|x estpair} = ...
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Similairement, plusieurs langages de programmation informatiques implémentent un type
de donnée correspondant a un ensemble, habituellement désigné par le mot-clé anglais
“set”. C’est entre autres le cas du C++, du Python et du Java. L’utilisateur du type de
donnée “set” effectue des opérations d’ajout et de retrait d’éléments sans se soucier de

I'ordre dans lequel les données sont emmagasinées dans la mémoire de 1'ordinateur.

Notation abrégée

Remarquons que les ensembles définis par compréhension prennent souvent la forme
“Yx|xeTAN...}", ou on peut interpréter 1’ensemble T comme le type de la variable z.
En mathématiques, il est fréquent d’utiliser la notation abrégée “{x € T'|...}” pour faciliter
I’écriture des ensembles. Par exemple, nous pourrions écrire ’ensemble des nombres entiers

entre 1 et 5 de la maniere suivante :

A={zxeN|1<z<5}.

Ensemble vide

On utilise le symbole “()” pour désigner 'ensemble vide, c’est-a-dire I’ensemble qui ne
contient aucun élément. Par exemple, I’ensemble des nombres plus petits que 1 et plus grand
que 5est vide : {z |z < 1Az >5}=0.

PENSEZ-Y!

Notons que l'ensemble {(}} ne correspond pas a I'ensemble vide. En effet, 'ensemble

{0} contient 1 élément, cet élément étant ’ensemble vide. On a donc :

O # {0} et 0 € {0}.

Cardinalité d’un ensemble

La cardinalité d’un ensemble correspond au nombre d’éléments qu’il contient. On

note |S| la cardinalité de 'ensemble S. En considérant les définitions d’ensembles données en
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exemple dans les pages précédentes, on a |A| =5, |B| = |E| =6, |G| =9 et |B| = 2. Comme

'ensemble vide ne contient aucun élément, on a |} = 0. Par contre, [{0}] = 1.

Notons que les ensembles suivants contiennent un nombre infini d’éléments : F'; N, N* R

et Q. Nous reviendrons de la notion de cardinalité d’un ensemble infini a la section 1.5.

1.2.3 Diagramme de Venn et ensemble universel

Bien qu’il ne fut pas le premier a représenter les ensembles par un schéma, on doit au
mathématicien anglais John Venn (1834 — 1923) les diagrammes de Venn utilisés com-
munément aujourd’hui. Un tel diagramme permet d’illustrer les relations entre les ensembles

que 'on étudie.

Tout diagramme de Venn est délimité par un rectangle représentant ’ensemble universel.
L’ensemble universel, désigné par le symbole U, contient tous les éléments possibles du
probleme étudié. Par exemple, si on s’intéresse a un probléme ne concernant que les nombres
naturels, on détermine que U = N. Par contre, si on s’intéresse aux noms des auteurs possibles

d’un document alors ’ensemble U pourrait représenter tous les noms de famille possibles.

A Dintérieur du diagramme de Venn, chaque ensemble est représenté par une ellipse. La
figure 1.1 présente trois exemples de diagrammes de Venn.
— Figure 1.1a : L’ensemble T est un sous-ensemble de I'ensemble S, c¢’est-a-dire que S
contient tous les éléments de T
— Figure 1.1b : L’ensemble S et I'ensemble T" peuvent posséder certains éléments en
commun.

— Figure 1.1c : L’ensemble S et ’ensemble T" n’ont aucun élément en commun.

La présence d'un élément dans un ensemble est représentée par un point. Au besoin, on
peut attribuer une étiquette a cet élément. La figure 1.2 présente quelques exemples de tels
diagrammes de Venn :

— Figure 1.2a : L’ensemble T est un sous-ensemble strict de ’ensemble S, c’est-a-dire
que S contient tous les éléments de T et au moins un élément appartient a S sans
appartenir a 7.

— Figure 1.2b : L’ensemble S et ’ensemble T" possédent au moins un élément en commun.
Cet élément est désigné par e.

— Figure 1.2c : L’ensemble S et I'ensemble 7" n’ont aucun élément en commun et 1’en-

semble S contient au moins trois éléments, désignés par les chiffres 1, 2 et 3.
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U U U

(a) T est inclus dans S. (b) S et T peuvent partager cer- (c) S et T sont disjoints.
tains éléments.

FiGure 1.1 — Diagrammes de Venn illustrant trois relations possibles entre
deux ensembles.

U U U

o

(a) T est strictement inclus (b) S et T partagent au moins (¢c) S et T sont disjoints et S
dans S. I’élément e. possede au moins 3 éléments
(désignés par 1, 2 et 3).

FI1GURE 1.2 — Trois autres exemples de diagrammes de Venn.

Remarquons que les diagrammes de Venn représentés par les figures 1.1b et 1.2b sont
semblables. La distinction entre ces deux diagrammes est que, dans la figure 1.1b, il est
possible que les ensembles S et T ne possede aucun élément en commun. Cependant, la

figure 1.1b précise que les deux ensembles partagent au moins un élément.

1.2.4 Quantificateur universel et quantificateur existentiel

Considérons ’ensemble A des nombres entiers compris entre 1 et 5 inclusivement. Cette
section introduit la notation qui permet de formuler des expressions telles que :

— Tous les éléments de A sont inférieurs a la valeur 10.

— 1l existe un nombre pair parmi les éléments de l’ensemble A.

Remarquons que ces deux phrases sont des expressions booléennes. Elles possedent donc
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une valeur de vérité (vrai ou faux). Conséquemment, il est possible de les insérer dans des

expressions booléennes plus complexes lors de démonstrations mathématiques.

Quantificateur universel

Le quantificateur universel “V” permet d’exprimer si tous les éléments d'un ensemble
possedent une certaine propriété (exprimée sous forme d’expression booléenne). La notation

du quantificateur universel est la suivante :
(Vo | P(x)).

Cette expression est évaluée a vrai si 'expression P(x) est vraie pour toutes les valeurs z.

On la traduit habituellement en francais par la phrase “Pour tout x, x satisfait P(z)”.

Considérons l'ensemble A = {1,2,3,4,5}. L'expression “Tous les éléments de A sont

inférieurs a la valeur 10”7 s’écrit ainsi a I’aide du quantificateur universel :
(Vo |z e A=z <10).

Pour évaluer 'expression, il suffit de vérifier si chaque élément de ’ensemble A est inférieur

a la valeur 10, ce qui est équivalent a évaluer ’expression booléenne suivante :
(1<10) A (2<10) A (3<10) A (4<10) A (5<10).

Il y a donc un fort lien entre le quantificateur universel “V” et l'opérateur de conjonction “A”

introduit a la section 1.1.2.

Quantificateur existentiel

Le quantificateur existentiel “3” permet quant a lui d’exprimer si au moins un des
éléments d’'un ensemble possede une certaine propriété. La notation du quantificateur exis-

tentiel est la suivante :

(B | P(x)).

Cette expression est évaluée a vrai si I'expression P(x) est vraie pour au moins une valeur

de x. On la traduit habituellement en francais par la phrase “Il existe un z tel que x satisfait

P(x)”.

L’expression “Il existe un nombre pair parmi les éléments de l’ensemble A” se traduit
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ainsi a 'aide du quantificateur existentiel *! :

(Fx |z€ AN2%2=0).

Pour évaluer 'expression, il suffit de vérifier si I'un ou 'autre des éléments de 'ensemble A

est pair, ce qui est équivalent a évaluer ’expression booléenne suivante :
(1%2=0) V 2%2=0) V 3%2=0) V 4%2=0) vV (5%2=0).

Il y a donc un fort lien entre le quantificateur existentiel “3” et 'opérateur de disjonction “V”

introduit a la section 1.1.2.

Notation abrégée

Il est fréquent qu’une expression contenant un quantificateur universel prenne la forme
“Wo |z €T = ...)” et quune expression contenant un quantificateur existentiel prenne
la forme “(3x | z € T'A...)”, Dans les deux cas, 'ensemble T peut étre considéré comme
le type de la variable z. C’est pourquoi nous utilisons fréquemment les notations définies

ci-dessous 12 :

Définition 1.2.2 Notation abrégée des quantificateurs universel et existentiel

Soit T' un ensemble et P(x) une expression booléenne qui dépend d’un élément x € T. Alors :

a: VeeT|Px) £ (Vo|zeT= Pz)) (Quantificateur universel)
b: (JzeT|Px) £ (Fz|zeTAP)) (Quantificateur existentiel)

Ainsi, nous avons les équivalences suivantes :

Ve |zeA=2<10) & (VreA|x<10),
Fx|zeANz%2=0) & (JreA|xz%2=0).

11. L’opérateur arithmétique modulo “%” retourne le reste de la division entiére. On a donc x %2 = 0 si
x est pair et x %2 =1 si x est impair.

12. Notez qu’en informatique il arrive qu’on remplace les expressions de formes “(Vz | R(z) = P(x))” et
“(Az | R(x) A P(z))” par “(Vx | R(x) : P(x))” et “(3z | R(x) : P(x))”. Cela dit, nous n’utiliserons pas ces
formes dans ce cours.



1.2. ENSEMBLES 35

Combinaison d’expressions

Il est possible de combiner plusieurs expressions impliquant des quantificateurs universels
et existentiels afin de construire des expressions plus complexes. Par exemple, I’expression
qui suit équivaut a l'affirmation “Il n’existe pas, dans les naturels, un nombre pair qui soit

un nombre premier.” :

“(JzeN|z%2=0A"VyeN|l<y<az=z2%y#0)).

Le domaine des mathématiques qui s’intéresse a ce type d’expressions s’appelle la logique

du premier ordre '3

1.2.5 Opérateurs ensemblistes

Similairement aux opérateurs booléens qui permettent de combiner des expressions boolé-
ennes atomiques, il existe des opérateurs sur les ensembles permettant de créer de nouveaux
ensembles en combinant des ensembles existants. C’est le cas des opérateurs ensemblistes de

complément “¢”, d'union “U”, d'intersection “N” et de différence “\”.

D’autres opérateurs ensemblistes permettent de créer des expressions booléennes répondant
a la question : “FEst-ce qu’un ensemble est le sous-ensemble d’un autre ensemble 7°. Ce sont
les opérateurs d’inclusion “C”, d’inclusion stricte “C”, d’inclusion inverse “2” et d’inclusion

stricte inverse “D”.

Les sections suivantes sont consacrées a la présentation des définitions et des propriétés

des opérateurs ensemblistes.

Opérateurs de composition d’ensembles

Les premiers opérateurs ensemblistes présentés permettent de créer de nouveaux en-
sembles en combinant des ensembles existants. La définition 1.2.3 repose sur les opérateurs
booléens (voir définition 1.1.1), mais leur signification est tres intuitive :

— Le complément “S“” d’un ensemble S contient tous les éléments qui n’appartiennent

pas a ’ensemble S, étant donné un contexte bien défini (c’est-a-dire qu’on doit connaitre

la nature de I’ensemble universel U) ;

13. Voir http://fr.wikipedia.org/wiki/Calcul _des_pr%C3%A9dicats
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— L’intersection “SN7T” des deux ensembles S et T contient les éléments qui appar-
tiennent a la fois a 'ensemble S et a I’ensemble T';

— L’union “SUT” des deux ensembles S et T contient les éléments qui appartiennent
a I'ensemble S ou a l’ensemble 7' (ou encore aux deux ensembles simultanément) ;

— La différence “S \ 7”7 de l'ensemble S par I'ensemble 7' contient les éléments qui

appartiennent a ’ensemble S, mais qui n’appartiennent pas a 1’ensemble T

Définition 1.2.3 Définitions des opérateurs de composition d’ensembles.

Soit S etT des ensembles, alors :

a: S¢ < {e]ed¢ S} (Complément)
b: SNT = {e|ecSAecT} (Intersection)
c: SUT = {e|leeSvVeeT} (Union)

d: S\T = {elecSne¢T} (Différence)

La figure 1.3 illustre, par des diagrammes de Venn, les ensembles obtenus par I’application
de ces opérateurs. Similairement aux tables de vérité énumérant les résultats de 1’évaluation
des opérateurs booléens (section 1.1.2), les diagrammes de Venn sont suffisamment explicites
pour servir de définitions aux opérateurs. Nous verrons bientot que les diagrammes de Venn
peuvent aussi servir a démontrer 1’équivalence entre des ensembles exprimés de manieres
différentes. Cependant, comme il peut étre fastidieux d’illustrer un grand nombre d’ensembles
a I’aide d’un diagramme de Venn, ces démonstrations ne peuvent vraiment étre utilisées que

pour des cas simples.

o

(a) Complément S¢ (b) Intersection SNT (¢) Union SUT (d) Différence S\ T

F1GURE 1.3 — Diagrammes de Venn des opérateurs de composition d’ensembles.
Pour chaque opérateur, la zone du diagramme coloriée en rouge correspond au
nouvel ensemble obtenu.

Opérateurs d’inclusion d’ensembles

Les quatre opérateurs d’inclusions permettent de comparer deux ensembles afin de déterminer

si un ensemble est un sous-ensemble d’un autre. Ils forment des expressions booléennes :
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L’inclusion “T" C §” est évaluée a vrai lorsque tous les éléments de I'ensemble T’
appartiennent aussi a ’ensemble S (il s’agit de la situation illustrée par le diagramme
de Venn de la figure 1.1a a la page 32). On dit que “l’ensemble T est inclus dans
I’ensemble S” ou que “I’ensemble T" est un sous-ensemble de ’ensemble 5.
L’inclusion stricte “I" C S” est évaluée a vrai lorsque tous les éléments de l'en-
semble T appartiennent aussi a ’ensemble S, mais que les deux ensembles ne sont pas
égaux (il s’agit de la situation illustrée par le diagramme de Venn de la figure 1.2a a
la page 32). On dit que “I’ensemble T' est strictement inclus dans 1’ensemble S” ou
que “I’ensemble T" est un sous-ensemble strict de I’ensemble S”.

L’inclusion inverse “T" O S” est évaluée a vrai lorsque l'inclusion “S C T est
vraie. On dit que “I’ensemble T inclut I’ensemble S” ou que “I’ensemble T est un
surensemble de I’ensemble S”.

L’inclusion stricte inverse “I" D S” est évaluée a vrai lorsque l'inclusion stricte
“S CT” est vraie. On dit que “I’ensemble T inclut strictement I’ensemble S” ou que

“I’ensemble 7" est un surensemble strict de 'ensemble S”.

La définition 1.2.4 ci-bas formalise ces concepts :

Définition 1.2.4 Définitions des opérateurs d’inclusions.

Soit S et T des ensembles, alors :

0 0 T ®

TCS = (Vele€cT=ecS) (Inclusion)

TCcS  TCSAQBe|lecSAed¢T) (Inclusion stricte)

T>2S = SCT (Inclusion inverse)
T>S £ ScT (Inclusion stricte inverse)

Pour indiquer la négation d'une expression ensembliste d’inclusion, on peut apposer une

barre oblique sur le symbole d’inclusion. Ainsi, nous obtenons les équivalences suivantes :

T¢S = ~(TCS), T¢gS = ~(TcCSH),
T3S = ~(T2S), TS = ~(T>S).

Ensemble puissance

L’ensemble puissance P(S) de I'ensemble S contient tous les sous-ensembles possibles

de ’ensemble S. Dans la définition ci-dessous, il faut bien comprendre que 1’élément e s’avere

étre un ensemble.
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Définition 1.2.5 Définition de 'ensemble puissance.
Soit S un ensemble, alors :

P(S) = {e]ecC S}

Voici des exemples d’ensembles puissances :

P{{1,2,3}) = {0, {1} {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3},{1,2,3} },
P{{42}) = {0,{42}},
PO = {0}.

Remarquons que I'ensemble puissance de n’importe quel ensemble E contient 1’ensemble
vide () comme élément, parce que I'ensemble vide est nécessairement sous-ensemble de ’en-
semble E. De méme, I’ensemble puissance de I’ensemble vide n’est pas égal a I’ensemble vide
(P(D) # 0). 11 s’agit plutot d’un ensemble contenant un élément : |P(0)| = |{0}| = 1.

Priorité des opérateurs

La table 1.3 présente la priorité des opérateurs qui est utilisée lors de la construction
d’une expression ensembliste. Un opérateur ayant une priorité élevée est évalué avant un
opérateur ayant une priorité faible, a moins que l'usage de parentheses indique un autre

ordre d’évaluation.

TABLE 1.3 — Priorité des opérateurs ensemblistes.

Symbole(s) Nom(s)
c Complément (priorité élevée)
\ Différence
n u Intersection, Union
C C DO D | Inclusions, Inclusions strictes
€ = Appartenance, Egalité
Opérateurs booléens (voir table 1.1, page 10) (priorité faible)

Insistons sur le fait que les opérateurs booléens possedent une priorité plus faible que les

opérateurs ensemblistes. Par exemple, les deux expressions suivantes sont équivalentes :

ACBUC=ecAN(eeTVeel)
& [AC(BUQO)|=[(eecAAN((eeT)V(eel))].
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1.2.6 Propriétés des opérateurs et démonstrations

Cette section présente plusieurs propriétés des opérateurs ensemblistes définis a la section
précédente. De méme, nous présentons les démonstrations de quelques-unes de ces propriétés.
Nous verrons d’abord comment faire une démonstration par cas a l’aide de diagrammes de
Venn. Les démonstrations par diagramme de Venn sont a la théorie des ensembles ce que les
démonstrations par tables de vérité sont a algebre booléenne. Ensuite, nous présenterons des
démonstrations par succession d’équivalences. Cette technique sera tres similaire a celle que

nous avons vue dans la section 1.1.4 sur 'algebre booléenne.

Lois de De Morgan et démonstration par diagrammes de Venn

Les premieres propriétés des opérateurs booléens que nous avons présentées sont les lois de
De Morgan (proposition 1.1.4, page 12). Nous présentons maintenant les lois de De Morgan
appliquées aux ensembles. Il est intéressant de remarquer que, dans cette nouvelle proposi-
tion, l'intersection “N” vient remplacer la conjonction “A”, 'union “U” vient remplacer la

disjonction “V” et le complément ““” vient remplacer la négation “—".

Proposition 1.2.6 Lois de De Morgan (version ensembliste).

Soit S un ensemble, alors les égalités suivantes sont vraies :

a: (SNT)¢ = S°uT” (Premiére loi de De Morgan)
b: (SUT)¢ = S°NT¢ (Deuziéme loi de De Morgan)

A la section 1.1.2, nous avons vu qu’il est possible de démontrer les propriétés des
opérateurs booléens en énumérant toutes les possibilités a ’aide d'une table de vérité. Si-
milairement, nous pouvons démontrer les propriétés des opérateurs ensemblistes a ’aide de
diagrammes de Venn. Dans les deux contextes, il s’agit de la technique de démonstration
par cas. Nous en donnons ici un exemple en démontrant la version ensembliste de la premiere

loi de De Morgan.
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Démonstration de la proposition 1.2.6-a (Premiere loi de De Morgan)
Soit S et T deux ensembles. Démontrons “(SNT)¢ = SCUT a l'aide de diagrammes de

Venn. Considérons la représentation suivante des ensembles S et T :

U

GO

Il s’agit de la représentation la plus générale de deux ensembles, car elle contient tous les
cas possibles ', c’est-a-dire qu'un élément peut soit : appartenir simultanément & S et T,

appartenir a S mais pas a T, appartenir a T mais pas a S ou n’appartenir ni a S et ni a 7T'.

Batissons d’abord I’ensemble “(S NT)¢" :

U

o) |

SNT (SNT)

Batissons ensuite l'ensemble “S¢U T :

ol N

SeuT”

Les diagrammes de Venn obtenus montrent bien que les éléments appartenant a “(S N7T)"

sont les mémes que les éléments appartenant a l’ensemble “S¢U T,
C.Q.F.D.

Le lecteur est invité a démontrer la version ensembliste de la deuxieme loi de De Morgan
(proposition 1.2.6-b) a I’aide de la méme technique.

14. Nous voyons ici qu'une démonstration par diagramme de Venn est, sous la forme d’un diagramme, une
démonstration par cas, tout comme une démonstration par table de vérité est une démonstration par cas en
algebre booléenne.
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Propriétés du complément, de l’intersection, de I'union et de la différence

Les prochaines propositions énumerent les propriétés des quatre opérateurs de composi-
tion d’ensembles présentés par la définition 1.2.3 (page 36). Remarquons que ces propriétés

sont directement issues des opérateurs booléens que nous avons présentés a la section 1.1.3.

Proposition 1.2.7 Propriétés du complément.

Soit S un ensemble, alors les égalités suivantes sont vraies :

a: (89¢ = 8§ (Complémentarité)
b: SUS® = U (Tiers exclu)
c: SNS¢ =10 (Contradiction)

Proposition 1.2.8 Propriétés de ['intersection.

Soit S, T et U des ensembles, alors les égalités suivantes sont vraies :

a: SNU = S (Elément neutre)
b: SN = 0 (Elément absorbant)
c: SNS = S (Idempotence)

d: SNT = T7TnS§S (Commutativité)

e: (SNT)NU = SN((T'nU) (Associativité)

f: (SUT)NU = (SNU)U((TNnU) (Distributivité)

Proposition 1.2.9 Propriétés de l'union.

Soit S, T et U des ensembles, alors les égalités suivantes sont vraies :

a: SuUl = S (Elément neutre)
b: SuU = U (Elément absorbant)
c: SUS = S (Idempotence)

d: SUT = TuUuS (Commutativité)

e: (SUT)UU = SU((TUU) (Associativité)

f: (SNTH)uU = (SuU)N((TUU) (Distributivité)

Proposition 1.2.10 Propriétés de la différence.

Soit S, T et U des ensembles, alors les égalités suivantes sont vraies :

a: S\0 = S (Elément neutre)

b: S\T = SNT¢ (Réécriture de la différence)
c: SU((T\S) = SuT (Union d’une différence)

d: SN(T\s) = 0 (Intersection d’une différence)
e: S\(TUU) = (S\T)N(S\U) (Différence d’une union)

f: S\(T'NnU) = (S\T)U(S\U) (Différence d’une intersection)
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Démonstrations par succession d’équivalences

Etant donné que nous avons défini les opérateurs ensemblistes en nous basant sur les
opérateurs booléens, les propriétés ci-haut se démontrent aisément en référant aux pro-
priétés des opérateurs booléens déja démontrées a la section 1.1.3. En guise d’exemple, nous
présentons ci-bas la démonstration de la distributivité de l'intersection et la démonstration
de la distributivité de l'intersection sous la forme d’une démonstration par succession

d’équivalences.

La proposition suivante nous aidera a faire le pont entre les propriétés des opérateurs
ensemblistes et les propriétés des opérateurs booléens. Les propriétés présentées a la proposi-
tion 1.2.11 découlent directement de la définition des opérateurs ensemblistes (définition 1.2.3,

page 36) et de 'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1, page 28).

Proposition 1.2.11 Appartenance d’un élément a un ensemble obtenu par composition.

Soit S et T des ensembles et soit e un élément, alors :

a: eeS & —(eel) (Complément)
b: ecSNT & ecSNeeT (Intersection)
c: eecSUT & eecSveeT (Union)

d: eeS\T & ecSA-(eeT) (Différence)

Nous allons maintenant démontrer deux propriétés en procédant par successions d’équi-
valences, en commencant par la propriété de distributivité de 'intersection. L’étape clé de
cette démonstration est I'utilisation de la propriété de distributivité de la conjonction (pro-
priété 1.1.6), qui est un résultat que nous avons déja démontré (voir page 15). La deuxieme
démonstration est celle de la propriété de distributivité de I'union. La démarche employée est
tres semblable a celle de la démonstration de la distributivité de 'union. Il est donc intéressant
ici de constater que le fait de bien comprendre la “mécanique” d’une démonstration d’un
énoncé mathématique peut parfois nous aider a démontrer d’autres énoncés mathématiques

similaires.

Démonstration de la proposition 1.2.8-f (Distributivité de I'intersection)
Soit S, T" et U des ensembles. Nous voulons démontrer “(SUT)NU = (SNU)U(T'NU)”. Par
I'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1, avec [S := (SUT)NU] et [T := (SNU)U(TNU)]),

nous savons que cela est équivalent a démontrer :

Ve|lee (SUT)NU < ec(SNU)U(TNT)).
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Démontrons donc “e € (SUT)NU < ec (SNU)U(TNU)” :

Soit e un élément quelconque.

ec (SUT)NU
& ( Prop 1.2.11-b — Intersection, avec [S = SUT] et [T :=U])
ee (SUT)NeeU
& ( Prop 1.2.11-¢ — Union )
(ee SveeT)NeecU
Prop 1.1.6-f — Distributivité de la conjonction, avec [p:=e € S], [g:=e € T]
et [r:=eeU]
(ee SNeelU)V(eeT Neel)
& ( Prop 1.2.11-b — Intersection, 2 fois )
ee(SNU)V(eeTnU)
= ( Prop 1.2.11-¢ — Union, avec [S :=SNU] et [T:=TNU] )
e (SNU)U(T'NU). C.Q.F.D.

Démonstration de la proposition 1.2.9-f (Distributivité de I'union)
Soit S, T" et U des ensembles. Nous voulons démontrer “(SNT)UU = (SUU)N(TUU)”. Par
I'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1, avec [S := (SNT)UU] et [T := (SUU)N(TUU)]),

nous savons que cela est équivalent a démontrer :

(Ve |ee (SNT)UU & ee (SUU)N(TUU)).

Démontrons donc “e € (SNT)UU < ec (SUU)N(TUU)” :

Soit e un élément quelconque.

eec(SNT)UU
& ( Prop 1.2.11-¢ — Union, avec [S:=SNT] et [T :=U])
ee(SNT)veeU
& ( Prop 1.2.11-b — Intersection )
(ee ShneeT)veelU
- < Prop 1.1.7-f — Distributivité de la disjonction, avec [p:=e € S|, [¢ := e € T >
et [r:=ecU]
(eeSvecU)N(eeTVveecl)
& ( Prop 1.2.11-¢ — Union, 2 fois )
ee (SUU)AN(eeTUU)
& ( Prop 1.2.11-b — Intersection, avec [S := S UU] et [T :=T UU] )
ee (SUU)N(TUD). C.Q.F.D.

La technique de démonstration par succession d’équivalences peut étre utilisée pour

démontrer toutes les propriétés des opérateurs ensemblistes rencontrées jusqu’a maintenant.
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Propriétés des opérateurs d’inclusions

Les propriétés suivantes permettent de réécrire certaines expressions ensemblistes compre-
nant des opérateurs d’inclusion (voir la définition 1.2.4, page 37). Insistions sur la premiere
propriété, qui stipule que ’ensemble vide ) est un sous-ensemble de tous les ensembles pos-

sibles.

Proposition 1.2.12 Propriétés d’équivalences de l'inclusion.
Soit S, T et U des ensembles, on a :

a: 0CS & vrai (Omniprésence de ’ensemble vide)
b: SCS & vrai (Réflexivité)

c: SCS & faux (Irréflexivité)

d: S=T & SCTATCS (Antisymétrie)

e: SCT & ScTvS=T (Réécriture de ['inclusion)

f: SCT & SCTAT#S (Réécriture de l'inclusion stricte)

La propriété d’antisymétrie (proposition 1.2.12-d) sera démontrée a la section 1.3.4 (page 51)

portant sur les techniques de démonstration.

Alors que la proposition 1.2.12 présente des propriétés d’équivalence entre des expressions
ensemblistes, la proposition qui suit présente des implications. Ainsi, pour chacune de ces
propriétés, le fait que l'expression a gauche de I'implication soit vraie permet de déduire le
terme a droite de 'implication. Par contre, si le terme de droite est vrai, on ne peut rien
déduire du terme de gauche. La figure 1.4 illustre ce phénomeéne par deux diagrammes de

Venn en prenant comme exemple la propriété de transitivité (proposition 1.2.13-h).

Proposition 1.2.13 Propriétés dimplications de l'inclusion.

Soit S, T et U des ensembles, alors les implications suivantes sont vraies :

a: ScT = SCT
b: ScT = T¢S
c: ScT = T¢S
d: SCTANUZT = U¢ZS
e: SCTATCU = SCU (Transitivité (1))
f: SCTATCU = ScU (Transitivité (2))
g: SCTANTCU = ScU (Transitivité (3))
h: SCTANTCU = ScU (Transitivité (4))
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| O

U U

(a) SCTATCU=ScCU (b)~(SCTANT CcU<=ScCU)

FiGURE 1.4 — Le diagramme de gauche illustre la propriété de transitivité
(proposition 1.2.13-h). Le diagramme de droite illustre un cas ou cette propriété
ne peut pas étre inversée (Le fait que S C U < vrai n’implique pas que
S CT < vrai).

1.2.7 Exercices sur les ensembles

Exercice 1 : Définissez les ensembles suivants par compréhension :
a) l'ensemble des entiers non négatifs plus petits que 4;

b) T'ensemble des entiers strictement positifs divisibles par 3 et plus petits que 4 ;

c¢) I’ensemble des nombres impairs;

)
)
d) Pensemble des carrés dont la racine est située entre 10 et 22
e)

I’ensemble des puissances de 2.

Exercice 2 : Donnez une description en langue franc¢aise des ensembles suivants :
a) {x €Z |0 <z Az est pair};
b) {reN*|0<zAx%2=0};
) {plqg€eZNAr=2Ap>0Ap=q-1};
d) {zeN"|(FyeZ]|2y=2)};
e) {z€Z|-1<z2zAN(Fxe€Z|z=z-yyN(y=2Vy=23)};
fY{zeZ|-1<zANl<y<dAhz=zx- -y}

Exercice 3 :

a) Définissez 'ensemble suivant par compréhension. L’ensemble des nombres premiers
compris entre 10 et 30. Vous pouvez utiliser la fonction booléenne premier(i) qui

retourne la valeur de I’expression “z est un nombre premier”, c¢’est-a-dire vrai si ¢ est
premier, faux sinon.
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b) Décrivez 'ensemble suivant en frangais.

{z|yeNAze{2,3} Az =y*}

Exercice 4 : Soit l'’ensemble de couleurs C' = {rouge, vert, bleu}. Ecrivez les ensembles
suivants en extensions :
a) 7’(0);
b) P(C)N
c) P(C)N (@)'
d) {ceP(C) [ 2> |d};
)
)

e) {c€ P(C)|cC {rouge,bleu}};
f) {c € P(C) | {rouge,bleu} C ¢} .

Exercice 5 : Démontrez chacune des propriétés suivantes a l'aide des deux techniques de
démonstration vues jusqu’a maintenant, c’est-a-dire (i) a l'aide de diagrammes de Venn

démonstration par cas) et (44) par une succession d’équivalences :
p p q
a) Complémentarité (Proposition 1.2.7-a) : (S€)¢ = S;

b) Deuxieme loi de De Morgan appliquée aux ensembles (Proposition 1.2.6-b) :
(SUT)=8°NT¢,

c¢) Réécriture de la différence (Proposition 1.2.10-b) : S\ T =S NT*.
d) Différence d’une union (Proposition 1.2.10-e) : S\ (TUU) = (S\T)N(S\U);
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1.3 Techniques de démonstration

LE LOGICIEN : Tous les chats sont mortels. Socrate est
mortel. Donc Socrate est un chat.

LE VIEUX MONSIEUR : [...] Socrate était donc un chat!
LE LOGICIEN : La logique vient de nous le révéler.

Eugene Ionesco, Rhinocéros (1959)

Dans les sections précédentes, nous avons introduit certaines techniques de démonstration,
principalement les démonstrations par cas (dans les situations particulieres des démonstra-
tions a 'aide des tables de vérité et des diagrammes de Venn) et les démonstrations par
successions d’équivalences. Ces types de démonstrations sont tres “mécaniques”. En effet, on
peut concevoir sans trop de difficultés des algorithmes permettant de vérifier si telle ou telle

démonstration est valide ou non.

Les différentes démonstrations présentées dans cette section prennent davantage la forme
d’'un véritable texte francais. Elles reposent sur les mémes regles mathématiques que les
démonstrations qu’on a vu jusqu’a maintenant, mais on y met davantage I'accent sur la si-
gnification des énoncés. Ainsi, ces démonstrations sont destinées a étre lues (et comprises) par

un humain plutét qu’'un ordinateur. Il s’agit d’une approche plus répandue en mathématique.

Les pages suivantes contiennent une série d’exemples et de stratégies pour effectuer une
démonstration. Les démonstrations mathématiques consistent bien entendu en quelque chose
de plus complexe que les exemples exposés ici. Cependant, ces derniers serviront de balises
pour les démonstrations relativement simples qui seront demandées a 'intérieur de ce cours.
Pour les démonstrations plus costaudes, vous n’aurez pas a les faire par vous-mémes, mais

seulement (et c’est déja pas mal) a les comprendre.

L’approche présentée ici est basée principalement sur deux questions importantes :
1. Que faire si I’énoncé qu’on souhaite démontrer contient un quantificateur universel
(c’est-a-dire un “v”)?
2. Que faire si I’énoncé qu’on souhaite démontrer contient un quantificateur existentiel
(c’est-a-dire un “37)7
Ce sont les idées les plus importantes, mais il faut quand méme savoir quoi faire pour

démontrer la conjonction “A”; la disjonction “V”, 'implication “=" et le si et seulement

si “<”. Ces derniers se raisonnent plus intuitivement que “V” et “3”.

Il importe d’étre conscient qu’il n’existe pas de techniques de démonstration qui soient

meilleures que d’autres, pourvu que toutes les démonstrations soient effectuées avec la méme
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rigueur mathématique. Pour un certain énoncé, il y aura parfois des démonstrations qu’on
pourra juger plus “élégantes” que d’autres, parce qu’elles sont plus succinctes, plus faciles a
comprendre ou qu’elles nous aident a comprendre le probleme auquel on s’intéresse. Souvent,
il s’agira d'une question de préférences personnelles. C’est a force de lire des démonstrations

et d’en écrire soi-méme qu’on développe un intérét pour les “belles” démonstrations.

1.3.1 Structure des démonstrations d’un quantificateur universel “Vv”

Supposons que nous devons démontrer une propriété de la forme suivante :

(Vo € X | P(z)).

Pour ce faire, il suffit de démontrer que pour une entité inconnue fixée x appartenant a
I’ensemble X, on peut déduire que x satisfait P. Quand on dit une entité inconnue, on
veut dire qu’on ne peut rien présumer sur elle (sauf le fait qu’elle appartient I’ensemble X).

Quand on dit une entité fixée, on veut dire qu’on ne la changera pas en cours de route.

Ainsi, la démonstration d’un énoncé commencant par un quantificateur universel “V” sera

toujours structurée comme suit :

Démonstration de (Vz € X | P(z)).
Soit z € X.

Alors pour telle raison blablabla.
Ce qui implique cect et cela...

Et on peut finalement en conclure que P(x) est vrai.
C.Q.F.D.

Notez que la démonstration commence par une “présentation” de la variable x , de son
type et, le cas échéant, de la ou les propriétés que nous savons que cette variable satisfait.
C’est une étape essentielle. Dans une démonstration, on ne peut utiliser une variable qui n’a
pas été “présentée”, on doit d’abord s’entendre avec le lecteur sur ce qu’est cette inconnue.
En échange, une fois cette étape faite, méme si la valeur de la variable est inconnue, elle ne
changera plus jusqu’a la fin de la démonstration. Autrement dit, une fois “présentée”, une
variable reste inconnue, mais ne varie plus. Vous verrez par la suite que le moment ou on
choisit ou prend une variable fait une différence. Les lettres C.Q.F.D. signifient “Ce qu’il
fallait démontrer”. Alors avant de les écrire, il est important de s’assurer que ce qu’on a fait

est bien ce qu’il fallait démontrer.
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Notez également que la démonstration se termine par le fait qu’apres plusieurs étapes
d’argumentation mathématiquement correctes, on en arrive a conclure que cette variable z

doit obligatoirement satisfaire la propriété P.

1.3.2 Structure des démonstrations d’un quantificateur existen-
tiel “3”.

Supposons que nous voulons démontrer une expression de la forme suivante :

(FreX | Plx)).

Cela demande de trouver un élément x de I’ensemble X dont on est sdr de 'existence. 11

faut aussi choisir “intelligemment” ce x de telle sorte que ce x satisfasse aussi la propriété P.

Ainsi, la démonstration d'un énoncé commencant par un quantificateur existentiel “3”

sera toujours structurée comme suit :

Démonstration de (Jz € X | P(x)).
Soit x € X, choisi de telle fagon. ( Un tel x existe, car blablabla. )

Alors pour telles et telles raisons, on a donc ceci et cela...

Ce qui nous permet de conclure que P(x) est vrai.
C.Q.F.D.

Notez qu’ici encore, on n’utilise pas une variable sans ’avoir préalablement présentée.
Mais contrairement a la situation du quantificateur universel “V”, on doit au moment de sa
présentation étre sur de [’existence d’une telle variable (puisque laffirmation est justement
qu’elle existe). L'unique raison pour laquelle a la section 1.3.1 on ne se préoccupe pas de

2

savoir si un tel = existe, c’est que s’il n’existe pas de z € X, alors “(Vz € X | P(x))” est

nécessairement vrai.

1.3.3 Une démonstration avec une implication “="

Pour démontrer “P = 7, il suffit de supposer que P est vrai et d’en déduire (). Nous
présentons d’abord un exemple d’une démonstration avec un quantificateur universel “V”

puis un autre exemple contenant un quantificateur existentiel “d”.
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Démonstration de “Pour tout ensemble S et T, ona S CTUS”.

On veut démontrer (Ve | e € S =eec T US) ( Définition 1.2.4-a — Inclusion )

Soit e un élément, et supposons e € S. ( on veut montrere e TUS )

Comme e € S, alors “e € T'ou e € §” est vrai.

DonconaecTUS. ( définition de TU S )
C.Q.F.D.

Remarquez qu’au cours d'une démonstration il est tres utile, et souvent essentiel pour ne
pas s’embourber, d’écrire spécifiquement ce que nous sommes en train de démontrer dans

cette étape. C’est ce qu’on fait ici lorsqu’on dit “on veut montrer e € T'U S”.

La prochaine démonstration utilise la structure des démonstrations avec un quantificateur
existentiel présentée a la section 1.3.2. Notez que nous réutilisons au passage le résultat que
nous venons de démontrer (c’est-a-dire que pour deux ensembles S et T' quelconques, on a
S CTUS). Il est toujours encouragé d’appuyer une nouvelle démonstration sur un résultat

déja démontré, entre autres puisque cela évite de refaire le travail qui a déja été fait !

Démonstration de “Pour tout ensemble (fini) S et T, ona |[S| < |T| =S CTUS”.
On suppose d’abord |S| < |T'| et on montre S C T'U S.
Autrement dit, on veut montrer S CTUSA (e |e€ TUS ANe ¢ S)

( Définition 1.2.4-b — Inclusion stricte )
Pour qu’une conjonction soit vraie, chacune des deux expressions qui la composent doivent
étre vraies. Nous allons montrer séparément “S CTUS” et “(Je |e€ TUS Ae ¢ S5).”

1 — Montrons d’abord S C T US :
Par démonstration précédente, on sait que S C T'U S pour tout ensemble S et T'.
( Point 1 démontré )
2 — Montrons maintenant (e [ e e TUS Ae ¢ S) :
Soit e un élément choisi tel que e € T" mais e ¢ S
( Par la supposition de départ, un tel e existe car |S| < |T| )
Comme e € T'; alors “e € T ou e € S” est vrai.
OnadonceeTUS ( définition de TU S )
Ainsi, par ce choix de I’élément e, on abiene € TUS Ae ¢ S.
( Point 2 démontré )

Puisque les points 1 et 2 ont été démontrés avec succes, nous concluons que S C T'U S.

C.Q.F.D.

Une démonstration avec une implication inverse “<” se traite de la méme fagon, symé-

triquement : pour démontrer “P < )7, on suppose () et on en déduit P.
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1.3.4 Une démonstration avec un ssi “<”

Que fait-on avec les énoncés contenant un si et seulement si “<” 7 Dans une démonstration
par successions d’équivalences, ceci se démontre en une étape, mais, dans une démonstration
plus “classique”, il est commun de démontrer séparément “P = Q7 et “P < @Q”. Nous
basons notre technique de démonstration sur la définition de l'opérateur si et seulement si

(voir la définition 1.1.3 & la page 9) :

Pe@Q £ (P=Q) A(P<=Q).

La démonstration suivante est importante, car c’est cette propriété qui nous permet de
démontrer que deux ensembles sont égaux ssi ils sont inclus I'un dans l'autre, ce qui rend

souvent les démonstrations d’égalité d’ensemble plus faciles.

Démonstration de la propriété 1.2.12-d (Antisymétrie de I'inclusion)

Nous voulons démontrer SCT AT CS & S=1T.

Supposons (O) SCT AT CS. ( on veut montrer (t)(Ve |e€ S eeT) )
Soit e. ( on veut montrere € S < e €T )
Supposons que e € S alors par (O)onaecT. (le “=7” de (}) est démontré )
Supposons que e € T alors par (O) onae € S.  (le “=" de (}) est démontré )

( = est démontré )

Supposons S =T, i.e., (V0) (Ve|ee S<eecT). ( onveut montrer SCTATCS )

Pour démontrer un ET, on démontre les deux composantes séparément.
— Démontrons S C T ( c’est-a-dire (Ve | e€ S=e€T))
Soit e € S.

Par (OQ), on a e € T', comme voulu.

— Démontrons T'C S. ( c’est-a-dire (Ve |e € T =e€S))
Soit e € T'.

Par (V0), on a e € S, comme voulu.
( < est démontré )

Conclusion, nous avons bien démontré < dans les 2 directions.

C.Q.F.D.
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1.3.5 Démonstration par cas

Il arrive qu’on ne réussisse pas a démontrer I’énoncé “(Vx € X | P(x))”, d’un seul coup
pour tous les x. Alors, on peut faire une démonstration par cas : on choisit des ensembles
X1, Xo, X3, ... dont I'union est I’ensemble domaine X (il faut en étre certain!) et on vérifie

séparément chacune des expressions suivantes :

(Vx € Xy | P(x)), (Ve € Xy | P(z)), Vo € X3 | P(x)), ...

La démonstration par cas est souvent utilisée pour démontrer un OU, comme dans la
deuxieme partie de la démonstration suivante, ou on veut démontrer la distributivité de
I'union (propriété 1.2.9-f, page 41). Rappelons que nous avons déja démontré cette pro-
priété en combinant des axiomes dans une série d’équivalences (voir la page 43). Bien que
la démonstration présentée ici se révele un peu plus longue, les démonstrations par cas sont

parfois tres concises.

Démonstration de la propriété 1.2.9-f (Distributivité de ['union)

Nous voulons démontrer :
SuU(TnU)=lSUT)N(SUU).

Utilisons 'antisymétrie de 'inclusion (propriété 1.2.12-d) et démontrons a tour de réle chaque

inclusion.

SoitSGSU(TﬂU) { on veut s € (SUT)N(SUU) )

Donc s € S ou s € (T'NU) : ce seront nos 2 cas qui couvrent notre domaine :
— lercas s € S

alors se SUT et s€ SUU (caronaSCSUT et SCSUU )

donc s € (SUT)N(SUU) ( ler cas démontré )
— 2ecassecTNU:

alors seT et scU

doncse SUT et se SUU (caronaT CSUT etUCSUU)

donc s € (SUT)N(SUU) ( 2e cas démontré )

Les 2 cas ayant couvert toutes les possibilités, 'inclusion est démontrée '°.

15. Notez que pour le 2e cas, on aurait pu dire “s € (T'NU) \ S” pour avoir une vraie partition, mais ce
n’est pas nécessaire puisque ce qui importe est que tous les s possibles soient vérifiés (ici certains le sont deux
fois).
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SoitSG(SUT)ﬂ(SUU) (onveut se SU(TNU) )
donc s € (SUT) et s € (SUU)

— lercas s € S :

alors s € SU(T'NU) ( ler cas démontré )
— 2ecass ¢S :

alors se T et s €U ( Par hypothése, s € (SUT) et s€ (SUU) )

Donc s € TNU.

alors s € SU(T'NU) ( 2e cas démontré )

Comme S U S¢ donne l'ensemble universel U, nous avons traité tous les cas. L’inclusion

inverse est démontrée.

C.Q.F.D.

1.3.6 Démonstrations utilisant les propriétés de I'arithmétique

A Dintérieur de ce cours, nous tiendrons toutes les propriétés de I’arithmétique pour
acquises. Ainsi, les propriétés de base des opérateurs d’addition, de soustraction, de multi-
plication, de division sont supposées connues de tous et n’ont donc pas a étre explicitement
justifiées. Par exemple, nous savons tous que si n est un nombre naturel, n+ 1 est plus grand
que n. Dans un tel cas, un simple commentaire de la forme “Propriété de I'arithmétique”

suffira.

Il est toutefois important d’étre rigoureux dans I’application de ces propriétés. Par exemple,

attardons-nous a 1’énoncé suivant :

(VneN| (3meN|m>n)).

Nous présentons une premiere tentative de démonstration incorrecte (qui peut sembler
valide si on ne prend pas le temps d’y réfléchir suffisamment), puis une seconde démonstration

qui est valide.

Démonstration (incorrecte) de (Vn € N | (3m € N | m > n)).
Soit n € N.
Soit m, un nombre qui est plus grand que tout nombre naturel.

Alors bien sur, on a que m > n.
C.Q.F.D. (INCORRECTE)
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Bien évidemment, ce qui cloche dans cette démonstration, c’est qu’il n’existe pas de tel
nombre magique m. Cependant, si pour une raison ou une autre, on pouvait démontrer qu’un
tel nombre existe, alors la démonstration deviendrait correcte. En attendant, voici ce qu’il

faut faire :

Démonstration (correcte) de (Vn € N | (3m € N | m > n)).

Soit n € N.
Soit m =n + 1, ( Un tel m existe et m € N — Voir les propriétés de l'arithmétique. )
Alors bien sir, on a que m =n+1 > n. ( Propriété de l'arithmétique. )

C.Q.F.D.

Notez que le m qu’on a choisi ici est construit a partir du n qui avait préalablement été
présenté, ce qui est tout a fait légal. On n’aurait cependant pas pu faire un tel argument si
nous avions eu a démontrer “(Im € N | (VYn € N | m > n))”. D’ailleurs, ce dernier énoncé

est faux, donc impossible a démontrer.

“_|E|” ou un “_|V77

1.3.7 Démonstrations avec un
Que fait-on avec les énoncés contenant un “—3” ou un “—~V” 7 Il serait difficile de “présenter”
une variable x qui “n’existe pas”. La stratégie consiste a transformer la négation en énoncé

positif, comme dans I’exemple de démonstration qui suit.

Démonstration de —(3Im € N | m > m?)

Nous devons démontrer :
“il n’est pas vrai qu’il existe un m naturel qui est plus grand que son carré”.

Si ce naturel n’existe pas, c’est que tous les nombres satisfont le contraire. On peut trans-
former I'énoncé en “(Ym € N | =(m > m?))”, ou encore “(Vm € N | m < m?). Démontrons

donc ceci.

Soit m € N. ( on veut monter m < m? )
Distinguons deux cas :
Cas1: m=0.
On a bien m < m?, puisque 0 < 0% ( Cas 1 démontré )
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Cas 2 : m € N*.
Alorsonam > 1 ( Par la définition de N* )
En multipliant par m des deux cotés, on obtient m-m >1-m ( Arithmétique )
Ce qui est équivalent & m < m?. ( Cas 2 démontré )

Puisque N* U {0} = N, on a démontré que m < m? pour toutes les valeurs possibles de m.

C.Q.F.D.

La stratégie employée dans cette démonstration repose en fait sur une généralisation des
lois de De Morgan (voir la proposition 1.1.4 a la page 12). Voici les lois de De Morgan,

écrite sous deux nouvelles formes utiles pour nous :

Proposition 1.3.1 Lois de De Morgan (Généralisées auz quantificateurs).

Soit T un ensemble et P(x) une expression booléenne qui dépend de x € T. On a :

a: “(VzeT|Px) & (BxeT|-Pz)) (Premiére loi de De Morgan)
b: ~(3xeT|Px) & (VxeT|-Px)) (Deuzxieme loi de De Morgan)

Présentons maintenant une démonstration un peu plus complexe qui utilise ces propriétés.

Démonstration de ~(Im € N | (Vvn € N | m > n))
Nous devons donc démontrer —=(3m € N | (Vn € N | m > n))

Ce qui est équivalent a démontrer (Ym € N | =(Vn € N | n < m)). ( De Morgan. )
Ce qui est équivalent a démontrer (Ym € N | (In € N | =(n < m))). ( De Morgan )

Démontrons donc (Vm € N | (3In € N | =(n < m))).

Soit m € N.
( Pour ce m nous voulons démontrer (3n € N | =(n < m)), c.-a-d., notre m est fizé )
Soit n =m + 1,
( Un tel n existe et est bien un nombre de N, car m l’est — Propriétés de ’arithmétique. )
Alors on a que n =m+ 1 > m. ( Propriété de 'arithmétique. )

Ce qui implique que —(n < m). ( Propriété de 'arithmétique. )

C.Q.F.D.
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Dans la démonstration précédente, on devait démontrer “(Vm € N | (3n € N | =(n < m)))”

et on a:

1. Choisi un m € N tout a fait quelconque (on a rien dit sur ce m hormis qu’il était
dans N) ;

2. Choisi un n, pas n’importe lequel, mais dont on était str de l'existence et de son

appartenance a N ;

3. Grace a une certaine séquence d’arguments mathématiquement corrects, on a réussi

a démontrer que pour ce m et ce n, on a bien =(n < m).

Ce Qu’il Fallait Démontrer.

1.3.8 Démonstrations par contradiction

Dans une démonstration, quand on arrive a une contradiction, on peut conclure que la
derniére hypothese qu’on a faite était fausse. Ceci arrive souvent dans une démonstration
par cas (on conclut alors que le cas n’est pas possible et on passe au suivant). C’est ce méme
raisonnement qui nous permet de faire une démonstration par contradiction : on suppose
que ce qu’on veut démontrer est faux, et on démontre que ¢a implique une contradiction. Ce

genre de démonstration est basé sur I’équivalence :

(-p = faux) & p.

Nous rencontrerons au fil de ces notes de cours quelques démonstrations importantes
qui reposent sur cette technique, notamment la démonstration du théoreme de Cantor dans
la section sur les ensembles infinis (voir la section 1.5.6) et la démonstration du principe

d’induction dans le chapitre sur les relations définies par récurrence (voir section 2.3).

Pour I'instant, nous illustrons la technique de démonstration par contradiction en démon-
trant que le nombre v/2 est un nombre irrationnel, ¢’est-a-dire v/2 ne peut pas s’écrire sous

la forme d’une fraction g, ou p et ¢ sont deux entiers (avec ¢ non nul).
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Démonstration : /2 est un nombre irrationnel.
Supposons le contraire, ¢’est-a-dire supposons que v/2 est un nombre rationnel (autrement
dit, v/2 € Q). ( Cherchons une contradiction )

Puisque v/2 est rationnel, il peut étre écrit comme une fraction irréductible.
( Propriétés de larithmétique )
Soit p € Z et g € N* tels que 2 = /2 et tels que p et ¢ n’ont aucun facteur commun autre

q
que 1. ( De tels p et q existent par la définition d’irréductibilité d’une fraction )

Alors Z—; = 2.
Ce qui implique 2 - ¢* = p?. ( Arithmétique )
Donc p? est pair.

( Le double d’un nombre entier donne un nombre pair et q> est un nombre entier )

Ce qui implique que p est pair. ( Car p serait impair seulement si p> était impair )

Soit p’ € Z choisi tel que p =2-p'. ( Un tel p' existe car p est pair )
Alors 2 ¢* = (2 p')2.
Donc 2-¢* =4 (p')2
Donc ¢ =2 - (p)2. (  Arithmétique )
Donc ¢? est pair.

( Le double d’un nombre entier donne un nombre pair et (p')? est un nombre entier )

Ce qui implique que ¢ est pair. ( Car q serait impair seulement si ¢* était impair )

Puisque que p et g sont pairs, ils ont 2 comme facteur commun, ce qui est en contradiction

avec nos choix initiaux de p et ¢ (Autrement dit, § n’est pas une fraction irréductible).

Donc, on ne peut pas supposer que v/2 est un nombre rationnel.

Ainsi, v/2 est un nombre irrationnel.
C.Q.F.D.
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1.3.9 Exercices sur les techniques de démonstration

Important : Pour cette série d’exercices, vous devez écrire vos démonstrations sous la forme
d’un texte francais, similairement aux démonstrations présentées tout au long de la sec-
tion 1.3. Nous vous encourageons cependant a vous former une intuition en utilisant les

diagrammes de Venn.

Exercice 1 : Supposons que S, T et U sont des ensembles quelconques. On vous demande de
démontrer trois égalité d’ensembles ci-dessous. Nous vous suggérons deux stratégies possibles
pour démontrer une égalité d’ensemble :
— Utiliser 'axiome d’extensionnalité (Définiton 1.2.1) :
(x) =T & Ve|lecS=eeT).
— Utiliser I'antisymétrie de 'inclusion (Propriété 1.2.12-d) :
(%) S=T & SCTATCS.

a) De Morgan : (SNT)¢=S°UT*"
b) De Morgan : (SUT)¢=8°NT*¢
c) S\T'=5NT¢

Exercice 2 : Supposons que S et T sont deux ensembles quelconques. Démontrez :
a) SNTCT
b) S\T CS.
¢) Transitivité de C: SCTATCU=SCU;
d) (Vo | P(x) = Q(x)) & {r| P(x)} < {z | Qx)}

Exercice 3 : Supposons que S et T sont deux ensembles quelconques. Démontrez :
a) SCT & SNT =S5,
b) SCT & SUT=T
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1.4 Relations et fonctions

Je suis a la recherche d’une relation

qui soit totale et déterministe.

Anonyme (Probablement un mathématicien.)

A la section 1.2, nous avons défini un ensemble comme étant une collection d’éléments
non ordonnée qui ne contient pas de répétitions. Les ensembles seront le concept de base
pour définir les relations. Une relation entre deux ensembles permet de lier des éléments du

premier ensemble avec les éléments du deuxieme.

Les relations ont beaucoup en commun avec les bases de données souvent utilisées dans
les systemes informatiques. Par exemple, on peut imaginer qu’'une base de données contient
un ensemble de noms de réalisateurs et un ensemble de titres de film, et qu'une relation lie

chaque réalisateur aux films dont il est 'artisan.

Nous verrons aussi que les relations permettent d’étudier les fonctions mathématiques
(telle, par exemple, “f(x) = z*”) et d’introduire un ordre dans un ensemble (si a € N et

b € N, on pourra évaluer la valeur de vérité de 'expression “a < b”).

1.4.1 n-uplet et produit cartésien

Un n-uplet consiste en une liste contenant n éléments. Nous écrivons les éléments d’un
n-uplet entre les symboles “(” et “)”. Par exemple, le 5-uplet qui suit contient les nombres

entiers de 1 a 5 inclusivement en ordre croissant :
u = (1,2,3,4,5).

Contrairement aux ensembles, les éléments d'un n-uplet sont ordonnés et peuvent contenir

des répétitions. Ainsi :

(1,2,3,4,5) # (5,1,3,2,4) # (1,1,2,3,4,5).

Comme pour un ensemble, les éléments d’un n-uplet peuvent étre de type quelconque
(nombres, mots, phrases, expressions booléennes...). Généralement, on utilise le terme couple
ou le terme paire pour désigner un 2-uplet (par exemple le couple “(vrai, faux)”) et le terme

triplet pour désigner un 3-uplet (par exemple le triplet “(%, %, %)”).
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L’opérateur de produit cartésien “x” entre deux ensembles permet de créer I’ensemble

des couples réunissant un élément du premier ensemble et un élément du deuxieme ensemble.

Définition 1.4.1 Produit cartésien de deux ensembles

Soit S et T des ensembles, alors :

SxT = {{a,b)|a€ SAbeT}.

Voici un exemple de produit cartésien entre deux ensembles :

{1,2} x {a,b,c} = {(1,a),(1,b),(1,c),(2,a),(2,b),(2,c)}.

Insistons sur le fait que {1,2} x {a,b,c} # {a,b,c} x {1,2}, puisque les éléments d'un

couple sont ordonnés.

La définition qui suit présente le produit cartésien entre plusieurs ensembles. Notez qu’il
s’agit d'une généralisation de la définition 1.4.1, c’est-a-dire que cette nouvelle définition
est compatible avec la définition du produit cartésien de deux ensembles. Ainsi le produit
cartésien des ensembles S et T est I’ensemble de toutes les paires dont le premier membre est
un élément de S et le second un élément de 7. On peut facilement généraliser cette définition
a S x T x U comme un ensemble de triplets, a S x T x U x V comme un ensemble de

quadruplets, etc.

Définition 1.4.2 Produit cartésien d’un nombre arbitraire d’ensembles

Soit un nombre n d’ensembles désignés par les variables Sy,Ss,...,S,, on a :
Sy X Sy X ... XSn = {(61,627...,6n> | e1 € S1 N ey ESQ/\.../\GnGSn}.

Pour désigner un produit cartésien de n fois le méme ensemble S par lui méme, on utilise la
notation S™ :
def
ST= SxSx...x§.

n fois

En accord avec cette notation, on désigne les coordonnées du plan cartésien par R?
et I'espace tridimensionnel par R?. Tel qu’illustré par la figure 1.5, le plan cartésien est
constitué de I'ensemble des couples (z,y) tels que z € R et y € R. Similairement, I’espace
tridimensionnel est constitué de I’ensemble des triplets (x,y,z) tels que x € R, y € R et
z e R.
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e (—3.5,1.5)

FiGURE 1.5 — Les points d’un plan cartésien correspondent a l’ensemble de
couples {(z,y) | * € RAy € R} = R?. Les trois points illustrés sur cette figure
forment le sous-ensemble {(—3.5,1.5),(0,0), (2,1)} C R%

La proposition suivante présente certaines propriétés du produit cartésien.

Proposition 1.4.3 Propriétés du produit cartésien

Soit S, T, U etV des ensembles, alors les expressions suivantes sont vraies :

SxT=TxS & S=0vT=0vS=T

Sx(TuU) = (SxT)u(SxU) (Distributivité sur ['union)

Sx (TNU) = (SxT)N(SxU) (Distributivité sur l'intersection)
Sx(T\U) = (SxT)\(SxU) (Distributivité sur la différence)
SCUANTCV SxTCUxV

=

SxTCSxU = S=0vTcu

(SNT)x(UNV) = (SxU)N(TxV)

|S x T = |S|-|T| si S et T sont des ensembles finis.

5 0 H ©0 & o T P

Nous présentons maintenant la démonstration de deux propriétés du produit cartésien. La
premiére démonstration (distributivité de I'union) est effectuée par une série d’équivalences,
en appliquant “mécaniquement” (et adéquatement) les définitions et propriétés déja énoncées.
La deuxiéme démonstration (distributivité de la différence) est écrite dans un style “textuel”

et fait davantage appel a la compréhension du lecteur.

Démonstration de la proposition 1.4.3-b  (Distributivité sur 'union)
Soit S, T et U des ensembles. Nous voulons démontrer “S x (I'UU) = (S x T)U (S x U)”.
Par 'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1, avec [e := (a,b)], [S := S x (T UU)]| et

[T := (S xT)U(S x U)]), nous savons que cela est équivalent a démontrer :

(V (a,b) | (a,b) € S x (TUU) & {a,b)y € (SxT)U(SxU)).
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Démontrons donc “(a,b) € S x (TUU) & (a,by € (SxT)U (S xU)" :

Soit (a,b) une paire d’éléments.

{(a,b) € S x (T'UU)

& ( Def 1.4.1 — Produit cartésien, avec [T :=T U U] )
aeSNbeTUU)

& ( Prop 1.2.11-c — Union )
aceSNbeTVvbel)

& ( Prop 1.1.6-b — Distributivité de la conjonction )
(ae SAbeT)V(ae SAbeU)

& ( Def 1.4.1 — Produit cartésien, 2 fois )
({a,b) € S xT)V ({a,b) € S x U)

& ( Prop 1.2.11-c¢ — Union, avec [S :== S xT] et [T :=8 x U] )
{(a,b) € (SxT)U(SxU).

C.Q.F.D.

Démonstration de la propriété 1.4.3-d (Distributivité sur la différence)
Soit S, T' et U des ensembles. Nous voulons démontrer “S x (T'\U) = (S xT)\ (S x U)".
Utilisons I'antisymétrie de 'inclusion (propriété 1.2.12-d) et démontrons a tour de role chaque

inclusion.

Soit (a,b) € S x (T'\U). ( on veut {a,b) € (SxT)\(SxU))
Alors par définition on sait que a € S, be T et b ¢ U.
Donc (a,b) € S x T, mais (a,b) ¢ S x U.
Donc (a,b) € (S xT)\ (SxU) . ( “C 7 démontré )

Soit (a,b) € (S x T)\ (S x U). { on veut (a,b) € S x (T\U))
Alors on sait que (a,b) € S x T et que (a,b) ¢ S x U.
Doncae S,beTetb¢ U.
Autrement dit a € Set be T\ U.
Il s’en suit que (a,b) € S x (T'\ U). ( “D 7 démontré )

C.Q.F.D.
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1.4.2 Définitions et représentations des relations

Les relations permettent de lier entre eux les éléments de plusieurs ensembles. Dans ce
document, on utilise généralement des lettres minuscules de ’alphabet grec '® pour désigner
des relations. Dans les énoncés des définitions et des propositions, nous utilisons souvent les
lettres “rho” p, “sigma” o et “théta € pour désigner des relations, au méme titre que nous
utilisons, depuis le début de ce document, les lettres p, g et r pour désigner des expressions
booléennes et les lettres S, T et U pour désigner des ensembles. Bien str, ceci n’est qu'une
convention. Tout pictogramme (et non seulement une lettre) peut représenter une variable ;

il suffit de bien expliquer le choix qu’on fait.

Considérons n ensembles Sy, Sy, ..., S,. Une relation n-aire p sur ces ensembles est un

ensemble de n-uplets tel que :

p C Sy xSyx...x85,.

Dans ce cours, le mot relation est utilisé pour désigner relation binaire, qui est notre
principal objet d’étude. Ainsi, une relation p C S x T est un ensemble de couples (c’est-a-dire

de 2-uplets) qui associent certains éléments de S a certains éléments de 7.

Voici quatre exemples de relations binaires :

1. Soit R I'ensemble des réalisateurs d’Hollywood et F' I’ensemble des films, la relation
“béta”  C Rx F est telle que (r, f) € ( sile réalisateur r € R a réalisé le film f € F :

(Spielberg, Jaws), (Spielberg, Indiana Jones), (Spielberg, E.T.), ...,
B =< (Jackson, Braindead), (Jackson, Lord of the Rings), (Jackson, King Kong), ...,
(Mendes, American Beauty), (Mendes, Road to Perdition), (Mendes, Jarhead), . ..

2. Soit E I'ensemble des étudiants d'un cours et N = {A+, A, A—, B+, B, B—,...} l'en-
semble des cotes possibles, la relation “gamma” v C E x N associe chaque étudiant a

la cote qu’il a obtenu pour ce cours.

v = {{e,n) € E'x N | I’étudiant e a obtenu la cote n pour ce cours}

16. En mathématiques et en sciences, il est fréquent d’utiliser des lettres grecques pour nommer des va-
riables. Bien que cela est souvent rébarbatif au premier abord, il ne faut pas se laisser intimider par les lettres
a, 3,7, ... davantage que par les lettres x, y, 2! Le lecteur est invité & se référer a 'annexe A (page 229) pour
connaitre la prononciation en francais de chacune des lettres de ’alphabet grec.
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3. La relation “théta”  C R? suivante contient les points d'un cercle de rayon unitaire
et centré a l'origine du plan cartésien :

0 = {(z,y) e R* | 2* +¢* =1}.

4. On peut aussi voir 'opérateur “plus petit ou égal” comme une relation (on définit ici

lopérateur sur les entiers relatifs Z seulement) :

< = {{a,b) € 72| (b—a) € N}.

Relation vide et relation triviale

Considérons le produit cartésien S x T. La relation triviale p = S x T désigne la
relation dont chaque élément de I’ensemble de départ S forme un couple avec chaque élément
de I'ensemble d’arrivée T'.

L’ensemble vide () est une relation constituée d’aucun couple. Il s’agit de la relation

vide. Rappelons que pour n’importe quels ensembles S et T, nous avons ) C S x T'.

Opérateur d’appartenance

Nous souhaiterons souvent vérifier 'appartenance d’un couple a une relation. Con-
formément a la définition de 'opérateur d’appartenance “€” présentée a la section 1.2.2,
I'expression booléenne “(a,b) € p” est évaluée a vrai si le couple (a,b) appartient a la rela-
tion p, sinon I'expression est évaluée a faux. Par souci de concision, nous utilisons I’expression

“a p b” pour désigner la méme expression booléenne :

Définition 1.4.4 Appartenance d’un couple a une relation
Soit S et T deuz ensembles, soit p C S x T une relation et soit {a,b) un couple tel que a € S
etbeT. On a :

def

apb = {(a,b)€p.

En considérant les exemples de relations “beta” [, “théta” 6 et “plus petit ou égal” <,

on a :
Spielberg g Jaws < vrai, Spielberg § Jarhead < faux,
V0.5 0 v0.5 & vrai, 1.060 1.0 < faux,

1<2 & vrai, 2<1 & faux.
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PENSEZ-Y!

Cette nouvelle notation peut sembler étrange a premiere vue. Certains étudiants ont
tendance a croire que cela va contre le bon sens d’écrire une expression telle “a p 0" afin

d’exprimer la phrase “Le couple (a,b) appartient a la relation rho”.

Pourtant, il est naturel a tous d’écrire I'expression “a < b7, ce que nous pouvons
exprimer par la phrase “Le couple (a, b) appartient a la relation plus petit ou égal”. Dans
ce cas-ci, la notation “(a,b) € <” peut sembler contre-intuitive, quoiqu’elle soit tout aussi

appropriée.

(1398

Il faut bien comprendre ici que la lettre grecque “p” et le symbole mathématique “<”
sont seulement des pictogrammes que nous avons choisis pour représenter des relations. Ce
sont nos habitudes qui nous font préférer une notation plutot qu'une autre dépendamment

du pictogramme utilisé.

Ensemble de départ et domaine / Ensemble d’arrivée et image

Considérons une relation p C S xT. On dit que S est ’ensemble de départ et I’ensemble

que T est 'ensemble d’arrivée .

La définition suivante établit que le domaine d’'une relation est ’ensemble des éléments
figurant comme premier membre d’un couple dans cette relation. De méme, 'image d’une
relation est I'ensemble des éléments y figurant comme deuxieme membre d’'un couple. Le
domaine d’une relation est inclus dans son ensemble de départ. De méme, 'image d’une

relation est incluse dans son ensemble d’arrivée.

Définition 1.4.5 Domaine et image d’une relation

Soit S et T deux ensembles et soit p C S X T une relation. On a :

a: Dom(p) = {acS|(3@beT |apb)} (Domaine de la relation p)
b: Im(p) = {beT|(FacS|apb)} (Image de la relation p)

17. Certains livres de mathématiques nomment “co-domaine” ce que nous désignons ici par “ensemble
d’arrivée”
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En considérant les quatre exemples de relations donnés précédemment, on obtient :

1. Pour la relation 3 :

— L’ensemble de départ est le méme que le domaine. Notez qu’ici, on considere que
chaque réalisateurs a au moins un film a son actif (car sinon, il ne pourrait pas
porter le titre de réalisateur!) ;

— L’ensemble d’arrivée est le méme que 'image, en supposant que tous les films sont
associés a au moins un réalisateur.

— Dom(3) = {Spielberg, Jackson, Mendes, ...} ;

— Im(B) = {Jaws, Indiana Jones, E.T., Braindead, Lord of the Rings, ...} ;

2. Pour la relation ~ :
— L’ensemble de départ est F';
— L’ensemble d’arrivée est N ;
— Dom(v) = E, en supposant que tous les étudiants ont assisté a I’examen final ;
— Im(v) € N, car on ne sait pas si toutes les cotes possibles ont été attribuées. En

effet, il est envisageable que tous les étudiants de la classe aient obtenu A+.

3. Pour la relation 6 :
— L’ensemble des nombres réels R est a la fois ’ensemble de départ et I’ensemble
d’arrivée ;
— Dom(f) = Im(#) = [-1,1] C R. Notez que I'intervalle des nombres entre z; et z9

est noté [xy, x| et correspond a 'ensemble {y € R | 1 < y < x5}

4. Pour la relation < :
— L’ensemble de départ, le domaine, I’ensemble d’arrivée et 'image sont tous égaux ;
— Dom(<)=Im(<) =Z.

Représentation par un graphe

Un graphe est un ensemble de sommets dont certains sont reliés entre eux par des arétes
ou des arcs '*. Nous désignons par le terme graphe de relation un diagramme qui représente
une relation a I’aide d’un graphe. On peut imaginer plusieurs légeres variantes dans la maniere
de dessiner ces diagrammes. Dans le cadre de ce cours, nous utilisons les termes “graphe de
relation sous forme biparti” et “graphe de relation sous forme fusionné” pour distinguer les

deux variantes auxquelles nous avons recours.

Considérons d’abord une relation p C S x T' sur deux ensembles possiblement distincts S
et T. Les sommets du graphe de relation sous forme biparti p sont regroupés en deux

groupes, celui de gauche représentant les éléments de ’ensemble de départ S et celui de droite

18. Le chapitre 3 de ce document est consacré a la théorie des graphes.
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représentant les éléments de I’ensemble d’arrivée T'. Les arétes relient entre eux les éléments
qui forment un couple dans la relation p. Autrement dit, il y a une aréte entrea € Set b€ T
lorsque (a,b) € p. Les figures 1.6a et 1.6b présentent deux exemples de graphes de relations

sous forme bipartis.

Considérons maintenant une relation ¢ C S x S partageant le méme ensemble de départ
et d’arrivée S. Dans ce cas, le graphe de relation sous forme fusionné o représente
une seule fois chaque sommet de S. Les arétes relient entre eux les éléments qui forment un
couple dans la relation o. Notez que I'orientation des arétes est ici importante. La figure 1.6¢

présente un exemple de graphe de relation sous forme fusionné.

® o O
@ ONPO, @H@O

O OXO \.

® @ ® @==®

(a) Graphe de la (b) Graphe de la (¢) Graphe de la re-
relation p sous relation o sous lation o sous forme
forme biparti. forme biparti. fusionné.

FiGURE 1.6 — Exemples de représentations d’une relation a l'aide dun

graphe. On considere les ensembles K = {1,2,3,4} et L = {A,B,C},
ainsi que les relations p = {(1,B),(3,A4),(4,B),(4,C)} C K x L et
o= {(1,3),(1,4),(2,4),(3,3),(4,2)} C K% Les figures (b) et (c) illustrent la
relation o de deux manieres différentes, ce qui est possible car ’ensemble de
départ est le méme que I'ensemble d’arrivée.

1.4.3 Opérateurs sur les relations

La relation identité “Is” associée a I’ensemble S est une relation particuliere ou chaque

couple associe un élément de S avec lui-méme.

Définition 1.4.6 Relation identité

Soit S un ensemble. On a :
Is = {(a,a) € S* | a € S},

ou, de maniere équivalente :
(a,a) €lg < a€S.
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Remarquez que, conformément a la définition 1.4.5, on a Dom(Ig) = Im(Ig) = S.

Composition de relations

[P

La définition suivante présente 1'opérateur de composition “o” qui permet de regrouper

deux relations en une seule. La composition des relations “rho” p et “sigma” o s’écrit “poo”.

Définition 1.4.7 Composition de deux relations
Soit S, T et U trois ensembles, soit p C S xT et 0 CT x U deux relations binaires et soit
{a,c) € SxU. On a:

def

(a,c) e poo = (b eT | (a,b) € pA(bc)€o),
ou, de maniere équivalente :

a(poo)ec = (FbeT |apbiboc).

A titre d’exemple, si la relation “béta” § C R x F' associe les réalisateurs aux films qu’ils
ont réalisés et la relation “alpha” a C F x N associe les films a leur année de parution, la

relation o a C R x N associe les réalisateurs aux années de parution de leurs films :

(Spielberg, 1975), (Spielberg, 1981), (Spielberg, 1982), ...,
Boa = (Jackson, 1992), (Jackson, 2001), (Jackson, 2005), .. .,
(Mendes, 1999), (Mendes, 2002), (Mendes, 2005), . . .

La figure 1.7 illustre un autre exemple de composition de relations.

o poo

p

Q @ @ @)
o . @%@ -y
@\@ © @ ®
(1,b),(2,b), (2,¢)}

o {(a, ), (b)), (b, M)} = {(1,h), (1,M4) (2,&) (2,4)}

F1GURE 1.7 — Exemple illustrant la composition de deux relations p et o.

{
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La proposition 1.4.8 énonce quelques propriétés de I'opérateur de composition. La premiere
propriété utilise la relation identité “Is” présentée par la définition 1.4.6.

Proposition 1.4.8 Propriétés de la composition
Soit p, o et 0 des relations. On pose S = Dom(p) et T = Im(p). Les expressions suivantes

sont vraies :

a: Igsop = polr p (Elément neutre)
b: fop = polh = 0 (Elément absorbant)
c: (poo)ob = po(oob) (Associativité)

d: pCo = pofCoof (Monotonie)

Comme l'opérateur de composition est associatif (propriété 1.4.8-c), I'ordre d’évaluation
des opérateurs de composition consécutifs n’a pas d’influence sur le résultat final. On peut

donc omettre les parentheses lors de I’écriture. Autrement dit, on a :
poocol = (poo)ol = po(ocof).

Puissance d’une relation

On utilise la notation “p™” pour désigner la puissance d’une relation!®) c’est-a-dire
I’application de I'opérateur de composition n fois consécutives sur la relation p. La définition
suivante établit la convention que la puissance zéro “p°” d’une relation p € S? donne la

relation identité Ig.

Définition 1.4.9 Puissance d’une relation
Soit S un ensemble, p C S? une relation et n un nombre entier positif ou nul (n € N).
Sin>1,ona:
p" = popo...op,
n fois
sinon (n=20), on a :
= I

19. Notons ici que nous utilisons la méme notation (I’exposant n) pour désigner a la fois la puissance “alan”
d’une relation (définition 1.4.7) et le produit cartésien “n fois” d’un ensemble par lui-méme (définition 1.4.2).
Bien que cela pourrait porter & confusion (une relation étant définie comme un ensemble), le contexte d’uti-
lisation de cette notation empéche habituellement toute ambiguité.



70 CHAPITRE 1. THEORIE DES ENSEMBLES

En guise d’exemple, considérons la relation “delta” :

§ = {(1,1),(1,2),(2,3),(4,5),(5,6)} < {1,2,3,4,5,6,7}>

Nous avons :

0" = {{1,1),(2,2).(3,3),(4,4),(5,5),(6,6), (7. 7)},
o = {{1,1),(1,2),(2,3),(4,5),(5.6)},

0t = {(1,1),(1,2),(1,3),(4,6)},

ot = {(1,1),(1,2),(1,3)} pour tout n >3

© © @
o) o) o)
®/ \@ @/;, @/4—>@
@ @ @
® @ O«—® ©® ®
® ® ® ®

(a) Relation Y. (b) Relation §t. (c) Relation §2. (d) Relation 4",
pour tout n > 3.

FiGure 1.8 — Graphes de relation sous formes fusionnés illustrant les
relations obtenues en appliquant l'opérateur puissance sur la relation
d = {(1,1),(1,2),(2,3),(4,5), (5,6) } pour différentes valeurs d’exposant.

La proposition qui suit présente deux propriétés de 'opérateur puissance qu’il est relati-

vement facile de déduire de 'associativité de la composition (propriété 1.4.8-c).

Proposition 1.4.10 Propriétés de la puissance d’une relation
Soit p une relation et soit m et n deux entiers positifs, alors les expressions suivantes sont

vrales :

a: ptopt = pntn (Somme des exposants)
b: (™) = pmm (Produit des exposants)
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Cloture d’une relation

A partir de la définition de la puissance d’une relation, on définit les concepts de cléture
transitive et de cléture transitive et réflexive ?°. Dans ce document, la cloture transitive

k)

d’une relation p est notée “p™” et la cloture transitive et réflexive de p est notée “p*”.

Définition 1.4.11 Clétures d’une relation
Soit p une relation. On a :

+ def

a: pt = ptupupdiu... (Cléture transitive)
* def

b: pf = pPUpuUpPUpPU. .. (Cloture transitive et réflexive)

Nous verrons a la section 1.4.4 que les relations p* et p* appartiennent nécessairement a
la famille des relations transitives, ce qui explique le choix du terme “cloture transitive”. De

meéme, la relation p* appartient également a la famille des relations réflexives.

La figure 1.9 illustre les deux types de clotures sur la relation § donnée en exemple a la

figure 1.8.

©) (2)
') ) )
e A6
@O« 8&8
o)
\@/ \@/
(a) Relation 6. (b) Relation 6*.

FIGURE 1.9 — Graphes de relation sous formes fusionnés illustrant la
cloture transitive 07 et la cloture transitive et réflexive 0* de la relation

0 = {(1,1),(1,2),(2,3),(4,5), (5,6)}.

Inverse d’une relation
L’inverse d'une relation p, notée “p~!”, est obtenu simplement en inversant 'ordre des
éléments de chaque couple appartenant a p. Autrement dit, “(b,a) € p~' & (a,b) € p'”, ce

qui est équivalent a la définition suivante :

20. Certains auteurs utilisent le terme “fermeture” au lieu de “cloture”.
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Définition 1.4.12 Inverse d’une relation

Soit S et T deux ensembles et soit p C S X T une relation. On a :

pt = {{b.a) | (a,0) € p}.

Ainsi, 'ensemble de départ d’une relation p devient I’ensemble d’arrivée de la relation in-
verse p~! et 'ensemble d’arrivée de p devient I'ensemble de départ de p~t. Autrement dit, si
pCSxT,alorsonap ! CTxS.

En guise d’exemple, considérons la relation § = {(1,1),(1,2),(2,3), (4,5), (5,6)} C N2.

Nous avons :

S = {(1,1),(2,1),(3,2), (5,4), (6,5)}.

La proposition suivante présente quelques propriétés qu’il est possible de démontrer a

partir de la définition de la relation inverse.

Proposition 1.4.13 Propriétés de la relation inverse

Soit p et o deux relations, alors les expressions suivantes sont vraies :

a: Dom(p~!) = TIm(p) (Domaine d’une relation inverse)
b: Im(p™') = Dom(p) (Image d’une relation inverse)
c: P71 =0 (Inverse de la relation vide)

d: (poo)™t = olop! (Inverse de la composition)

e: (pUo)™ = o tup! (Inverse de l'union)

£: (pno)™t = olnp! (Inverse de l’intersection)

1.4.4 Familles de relations
Nous allons maintenant définir plusieurs propriétés des relations auxquelles nous ferons

régulierement référence par la suite. Ces propriétés nous aideront a caractériser la “famille”

a laquelle une relation appartient.

Réflexivité, symétrie et transitivité

Les premieres propriétés présentées s’appliquent aux relations dont ’ensemble de départ

et le méme que 'ensemble d’arrivée.
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Définition 1.4.14 Relation réflexive, irréflexive, symétrique, asymétrique, antisymétrique
et transitive

Soit p C S? une relation. Alors :

VaeS|apa)

Vae S| —(apa))
VaeSbeS|apb=bpa)

Vae S,beS|apb=-(bpa))
VaeS,beS|apbANbpa=a=Db)
Vae S,be S,ceS|apbhbpec=apc)

p est réflexif

p est irréflexif

p est symétrique
p est asymétrique

p est antisymétrique

(R O

(
(
(
(
(
(

H 0 & o T o

p est transitif

A titre d’exemple, examinons les propriétés de trois relations bien connues sur ’ensemble

des nombres relatifs Z :

Propriétés H < ‘ < ‘ = ‘
Réflexivité V

IA
I

< {{a,b) € Z* | (b—a) € N},

[rréflexive
ef *
< = {{a,b)eZ?| (b—a) e N}, Symétrie
= = {{a,b) €Z*| (b—a)=0}. Asymétrie

Antisymétrie || v/
Transitivité || 1/

LG <
D U SO U

La proposition suivante montre qu’il est possible d’exprimer les propriétés énoncées par

la définition 1.4.14 a l'aide des opérateurs ensemblistes.

Proposition 1.4.15 Définitions équivalentes d’une relation réflexive, irréflexive, symétrique,
asymétrique, antisymétrique et transitive

Soit p C S? une relation. Alors :

a: p estréflexif & IgCop

b: p estirréflexif & Isnp=10
c: p est symétrique & pl=p

d: p est asymétrique & pnpt=10
e: p est antisymétrique < pNpt Clg
f: p est transitif & pPCop
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Il est formateur de bien comprendre que les énoncés de la derniere proposition et de
la définition 1.4.14 sont deux manieres équivalentes d’exprimer les mémes concepts. Nous
démontrons ici que les deux manieres d’exprimer la transitivité sont équivalentes. Rappelons
qu'une technique pour démontrer un si et seulement si “<” consiste a démontrer d’abord
I'implication “=", puis a démontrer 'implication inverse “<=”. Nous avons déja présenté

cette technique de démonstration a la section 1.3.4 (page 51).

Démonstration de la proposition 1.4.15-f (Définition équivalente de la transitivité)

7

Nous voulons démontrer “p> Cp & (Vae S,be S,ceS|lapbAbpc=apc).

Supposons p* C p (c.-a-d. : po p C p) et démontrons :

(Vae S;beS,ceS|lapbAbpec=apc)

Soit a,b,c € S, choisis tels que a p b et b p c. ( Montrons a p c. )
Puisque (3be S|apbAbpc),onaa (pop)c. ( Définition de “o” (déf 1.4.7). )
Donc, on a a p? c. ( Définition de p*. )
C’est-a-dire {(a,c) € p*

Dong, on a (a,c) € p. ( Car par hypothése, on a p* C p. )
Et donc a p c. ( “=7 est démontré. )

[<:]Supposons “(Va € S;b€ S;c€ S |apbAbpc=apc) et démontrons p* C p en
démontrant que :
(V{a6) | {a,c) € p* = (ac) € ).

Soit {(a, c), choisi tel que (a,c) € p?. { Montrons {a,c) € p. )
Alors on a (a,c) € pop. ( Deﬁmtwn de p*. )
Soit b, choisi tel que a p bet b p c. ( Un tel b existe, car {a,c) € pop (déf 1.4.7). )
Alorson a a p c. ( Car par hypothése : a pbANbpc=apc)
Et donc, on a {(a,c) € p. ( “<=" est démontré. )
C.Q.F.D.

Totalité, surjectivité, déterminisme et injectivité

Cette section, ainsi que la suivante, présente (entre autres choses) une des notions les plus
importantes en mathématiques, soit la notion de fonction. En effet, comme nous le verrons,
une fonction peut étre vue comme une relation ayant deux propriétés particulieres, soit celle

de totalité et celle de déterminisme.
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Considérons une relation p C S x T, ou S est 'ensemble de départ et T" est 'ensemble
d’arrivée. On dit que :

— pest une relation totale lorsque chaque élément de ’ensemble de départ S est associé
a au moins un élément de l'ensemble d’arrivée T (c’est-a-dire que Dom(p) = 5) ;

— p est une relation surjective lorsque chaque élément de I'ensemble d’arrivée T est
associé a au moins un élément de ’ensemble de départ S (c’est-a-dire que Im(p) = T) ;

— p est une relation déterministe lorsque chaque élément de I’ensemble de départ S
est associé a au plus un élément de ’ensemble d’arrivée T';

— p est une relation injective lorsque chaque élément de I'ensemble d’arrivée T' est

associé a au plus un élément de ’ensemble de départ S .

De plus, on dit que :
— p est une relation bijective lorsqu’elle est a la fois surjective et injective ;
— p est une fonction lorsqu’elle est a la fois totale et déterministe. La section 1.4.5

s'intéresse plus particulierement a ce type de relations.

La définition 1.4.16 énonce formellement les quatre propriétés de totalité, surjectivité,

déterminisme et injectivité. La figure 1.10 illustre ces mémes propriétés par des exemples.

Définition 1.4.16 Relation totale, surjective, déterministe, injective

Soit p C S x T une relation. Alors :

a: p est total & NMaeS|(FbeT|aph))

b: p est surjectif & (YWeT|(FacS|aph))

c: p estdéterministe < (NMaeS,beT,bVeT |apbhapb =0b=10)

d: p est injectif & MaeSdeSbeT |apbhd pb=a=4d)

A e 1) T > D ) ° .

S T S T S T S T

(a) Totalité (b) Surjectivité (c) Déterminisme (d) Injectivité

FI1GURE 1.10 — Exemples de graphes de relation sous forme bipartis respectant
les propriétés énoncées par la définition 1.4.16.
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Face a une nouvelle relation, on désirera souvent connaitre ses propriétés, c’est-a-dire
savoir a quelles familles de relations elle appartient et a quelles familles elle n’appartient pas.
A titre d’exemple, considérons la relation “tau” 7 C Z x R définie par 1’ensemble suivant (la

figure de droite illustre 20 couples appartenant a I’ensemble 7) :

Avant de se lancer dans la démonstration des propriétés d’une relation, il convient de
I'étudier afin d’avoir une idée (au moins intuitive) de ce que nous voulons démontrer. En
jetant un coup d’oeil a la représentation de la relation sur un plan cartésien, on est porté a
croire que la relation 7 est déterministe et injective (car a chaque 7 est associé au plus un j,
et a chaque j est associé au plus un i), mais non totale et non surjective (car la valeur 0 ne

fait pas partie du domaine ni de I'image de 7).

Ces intuitions sont confirmées par la démonstration suivante. Remarquons que pour
démontrer qu'une relation ne posséde pas une propriété (dans ce cas-ci, la totalité et la

surjectivité), il faut trouver un contre-exemple.

Démonstration :

la relation 7 est déterministe, injective, non totale et non surjective

La relation 7 est déterministe.
Démontrons que (Va € Z,b e R,V e R |aTbANaTl =b=1V).
Soit a € Z, b € R et I/ € R choisis tels que a 7 bet a 7V ( montrons b=1")
Comme a 7 b, par définition de 7, on a b = %
Comme a 7 V', par définition de 7, on a b’ = é
Alorson a b=10". ( Arithmétique — Transitivité de “="")
7 est donc une relation déterministe. < Point démontré. >

C.Q.F.D.
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La relation 7 est injective.
Démontrons que (Va € Z,a' € Z,beR |aTbANd 7b=a=d).
Soit a € Z, o' € Z et b € R choisis tels que a T bet o’ 7 b ( montrons a=ad')
Comme a 7 b, par définition de 7, on a b = %

Comme a' 7 b, par définition de 7, on a b = %

Alorson a + = & ( Arithmétique — Transitivité de “="")
Alors on a a = d'. ( Arithmétique )
7 est bien une relation injective. ( Point démontré. )

C.Q.F.D.

La relation 7 n’est pas totale.
Nous devons démontrer que ~(Va € Z | (I € R | a 7 b)).
Ce qui est équivalent a démontrer que (3a € Z | ~(3be R | a 7 b)).
( Proposition 1.5.1-a (page 55) — De Morgan, avec [P(z):= (Ib€R | a 7 b)]. )
Ce qui est équivalent a démontrer que (Ja € Z | (Vb€ R | =(a 7 b)) ).
( Proposition 1.5.1-b (page 55) — De Morgan, avec [P(x) :=a 7 b]. )

Démontrons que (Ja € Z | (Vb € R | =(a 7 b)) ).

Soit a = 0. ( Un tel a exziste, car clairement 0 € Z. )
Soit b € R.
Comme % n’est pas un élément de R, on ne peut pas avoir b = %. ( Arithmétique )

Par la définition de 7, on ne peut pas avoir a 7 b.
On a donc —(a 7 b).

7 n’est donc pas une relation totale. ( Point démontré. )
C.Q.F.D.

@ La relation 7 n’est pas surjective.
Nous devons démontrer que (Vb e R | (Ja € Z | a T b)).
Ce qui est équivalent a démontrer que (3b e R | =(Ja € Z | a7 b)). ( De Morgan )
Ce qui est équivalent a démontrer que (b€ R | (Va € Z | =(a7b))). ( De Morgan )

Démontrons que (b€ R |V(a € Z | =(a 7 b))).

Soit b = 0. ( Un tel b existe, car 0 € R. )
Soit a € Z.
On a que % # 0 quelle que soit la valeur de a. (  Arithmétique )

On ne peut donc pas avoir b = %
On a donc =(a 7 b).

7 n’est donc pas une relation surjective. < Point @ démontré. >

C.Q.F.D.
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Pour approfondir la maitrise de ce type de démonstration, nous invitons le lecteur a

démontrer que la relation 7/ = {(i,j) € Z x R | j = |+|} n’est pas injective et que la relation
" ={(i,j) €ZxR|j=1}U{(0,42)} est totale.

Propriétés d’une relation inverse

Le théoreme suivant fait grandement ressortir la relation de dualité qu’il y a entre la

totalité et la surjectivité et entre le déterminisme et 'injectivité. Cependant pour bien com-

prendre ce qui ce passe ici, il est important de bien comprendre la signification de chacune

des phrases qui composent cette démonstration et non seulement de s’assurer formellement

que c’est bien une démonstration correcte.

Théoreme 1.4.17 Dualité totalité—surjectivité et dualité déterminisme—ingjectivité

Soit p une relation. Alors :

a .

b
c:
d

1

p est total & est surjectif ;

L est injectif ;

U est détermaniste ;

L est total.

o
p est déterministe < p-
p est injectif & po

o

p est surjectif &

Démonstration du théoréme 1.4.17
Soit pC S xT.

a: pest total & p~

! est surjectif.

p est total.

& MaeS|(FeT |aph)). ( déf. totalité de p )
S NMaeS|(FeT|b(p™?)a)). ( déf. p=1)
& p 1 est surjectif. ( déf. surjectivité de p=1 )

: p est déterministe < p~! est injectif.

p est déterministe.

&S NMaeSbeT,beT |apbhapl =b=10). ( déf. déterminisme de p )
S NMaeSbeT, 0V €T |b(pH)ant (p7t)a=b="V). ( définition de p~! )
S (WweT,VeT,aeS|b(pH)ant (p)a=b=10)

& p1 est injectif. ( définition de linjectivité de p=1 )
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I est déterministe.

c: p est injectif & p~
p est injectif.

& NVMae SdeSbeT|apbhd pb=a=d) ( définition de linjectivité de p )

& (VaeS,deSbeT|b(p)anb(pt)d =a=d) ( définition de p~* )
&S WeTaeS,deS|b(pH)anb(p™)d=a=d)
& p ! est déterministe. ( déf. déterminisme de p~1 )

d: p est surjectif < p~! est total.

p est surjectif.

S VMbeT | (JaeS|aph)). ( définition de la surjectivité de p )
S (VWeT | (FaeS|b(p?) a)). ( définition de p~* )
& p!est total. ( définition de la totalité de p=' )

C.Q.F.D.

Propriétés d’une relation composée

Le théoreme suivant stipule que les quatre propriétés des relations énoncées par la défi-

nition 1.4.16 (page 75) se conservent lors de la composition de deux relations.

Pour bien comprendre ce théoreme, il peut étre utile de réviser la définition de 'opérateur
de composition “o” (définition 1.4.7, page 68). Ainsi, si p C S x T et 0 C T x U sont deux

relations, la relation composée (po o) C S x U sera telle que :
a(poo)c & (FbeT |apbhboc).

Théoreme 1.4.18 Composition de relations totales, surjectives, déterministes et injectives.

Soit pC S xT eto CT xU deux relations. Alors :

a: peto sont totaux = poo est total;
b: p et o sont déterministes = po o est déterministe;
c: p et o sont injectifs = poo estinjectif;
d =

p et o sont surjectifs p oo est surjectif.

Nous présentons ici la démonstration des deux premiers points du théoreme, soit la com-
position de relations totales et la composition de relations déterministes. Le lecteur est en-
couragé a compléter la démonstration des deux derniers points de 1’énoncé. Il est possible
de s’inspirer grandement du travail déja fait, considérant que, comme nous en informe le
théoreme 1.4.17 (page 78) il y a dualité entre les notions de totalité et de surjectivité ainsi

qu’entre les notions de déterminisme et d’injectivité.
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Démonstration (partielle) du théoreme 1.4.18
Soit pC S xTetoCTxU.

a: p et o sont totaux = poo est total

En supposant (V) (Ma eS| (FbeT |aph))

et (QQ) MbeT | (FeeU|boc))

Démontrons Mae S| (FeeUla(poo)c))
Soit a € S. ( Montrons (3c€ U | a (poo) c). )
Soit b € T choisi tel que a p b. ( Par (V) un tel b appartenant o T existe bien. )
Soit ¢ € U choisi tel que b o c. ( Par (V) un tel c appartenant o U existe bien. )
Alors on a bien que a (po o) c. ( Par la définition de o, cara p b etb o c. )
p o o est donc une relation totale. ( Point “a” démontré )

: p et 0 sont déterministes = po o est déterministe

En supposant (x) (Mae S, beT WV eT |apbhapb =b=1)
et (xx) WMbeT,celUdeU|bochNbod=c=/)

Démontrons Vae S,celU,d elU|a(poog)cha(poo)d =c=C)

Soit a € S,c € U, € U choisis tels que a (poo) cet a (poo) ¢ ( Montrons que c = ¢'.)
Soit b € T choisi tel que a pbAb o ¢
( Comme a (po o) c, par la définition de o, un tel b existe. )

Soit &’ € T choisi tel que a p O/ AV o ¢

( Comme a (poo) d, par la définition de o, un tel b/ existe. )
Notons qu’il est a priori possible que b soit différent de b.
Commeonaapbetapb ,onadoncb="0. ( Voir (x).)
Ce dernier fait, combiné avec b’ o ¢, nous donne b o .
Ainsi,ona alafoisbocet bo .
On a donc ¢ = ¢ ( Voir (%x). )

p oo est donc une relation déterministe. ( Point “b” démontré )

: p et o sont injectifs = po o est injectif

Cette partie de la démonstration est laissée en exercice au lecteur.

: p et 0 sont surjectifs = po o est surjectif

Cette partie de la démonstration est laissée en exercice au lecteur.

C.Q.F.D.
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1.4.5 Fonctions (totales) et fonctions partielles

Une relation est appelée une fonction (ou fonction totale) si elle est a la fois totale et
déterministe 2. Autrement dit, une relation f C X x Y est une fonction lorsque pour chaque
r € X il existe un et un seul y € Y tel que (x,y) € f. En effet :

— le fait que pour chaque x € X il existe un y € Y établit que f est une relation totale;
— le fait que pour chaque z € X il n’existe qu’un seul y € Y établi que f est une relation

déterministe.

Nous utilisons le terme fonction partielle pour désigner une relation déterministe qui
n’est pas totale. Autrement dit, une relation f C X x Y est une fonction partielle lorsque
pour chaque z € X il y a au plus un y € Y tel que (z,y) € f et il existe un x € X tel que
VMyeY |z¢Y).

A titre d’exemple, la figure 1.11 présente trois relations dans le plan cartésien (R?). La
parabole (y = x?) est une fonction, la racine carrée (y = +/z) est une fonction partielle

2

et I'inverse de la parabole (y* = ) n’est ni une fonction ni une fonction partielle. En fait,

I'inverse de la parabole est une relation bijective.

Y £y £y

XL

(a) {{z,y) € R? | y = 2?} (b) {(z,y) €R? |z =y} (¢) {(z,y) eR? | y = V/a}

FIGURE 1.11 — Exemples d'une fonction (a), d’une relation non déterministe
(b) et d’une fonction partielle (c). Notez que le graphique de I'exemple (c)
peut aussi représenter une fonction si on considere plutot la relation totale et
déterministe {(z,y) € R*x R | y = \/z} avec Rt £ {z € R | z > 0}.

21. 1l s’agit d’une convention que nous adoptons pour ce cours et qui est fréquemment utilisée en
mathématiques. Notez cependant que certains auteurs utilisent plutot le terme “application” pour désigner
une relation totale et déterministe. Dans ce cas, le terme “fonction” désigne une relation déterministe (et pas
nécessairement totale).
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Notation et regle de correspondance

Lorsqu’une relation f est une fonction, 'expression “(z,y) € f” pourra étre remplacée

par “f(z) =y” (la notation “f.z = y” est aussi utilisée a 'occasion). Ainsi :

flay=y = zfy
= (my)ef.

Contrairement au cas ou la relation f n’est pas une fonction, cette nouvelle notation
ne comporte ici aucune ambiguité puisque que chaque “x” de I’ensemble de départ est en

relation avec un et un seul “y” de ’ensemble d’arrivée.

On utilise le terme regle de correspondance pour désigner la regle qui permet de savoir
a quel élément y de l'ensemble d’arrivée correspond chacun des éléments x de ’ensemble
de départ. Dans le cadre de ce cours, pour démontrer qu'une relation définie par regle de
correspondance est une fonction, il sera suffisant de dire que cette regle de correspondance
est bien définie (c’est-a-~dire que cette regle associe bien a chaque élément de ’ensemble de

départ un et un seul élément de 'ensemble d’arrivée.)

Il y a plusieurs notations permettant de bien définir une fonction, nous utiliserons sou-
vent la suivante, puisqu’elle met clairement en évidence les trois notions nécessaires pour
“connaitre completement” une fonction (ensemble de départ, ensemble d’arrivée et regle de
correspondance) :

fr X — Y
a — [..]

Cette notation signifie : f est une fonction d’ensemble de départ X, d’ensemble d’arrivée Y,

qui est définie par la régle de correspondance “f(a) = [...]7. Par exemple, on définit la
parabole sur le plan cartésien (fréquemment représentée par I’équation “y = 2% ”) par :
f: R — R
r — a2

Ce qui est équivalent a :
f={(oy) eR? | y=27}.
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PENSEZ-Y!

Il ne faut pas perdre de vue qu’'une fonction est un ensemble. Ainsi, toutes les notations
utilisées jusqu’ici pour définir un ensemble sont également valides. Comme discuté a la
section 1.2.2 (page 28), on peut toujours définir un ensemble par compréhension ou par

extension.

Par exemple, la fonction d € Z? qui associe un nombre relatif avec le double de sa

valeur (c’est-a-dire d(z) = 2x) peut-étre écrite des manieres suivantes :

d: 7 — 7
r — 2z,

(1)

(2) d = {(a,b) € Z* | b = 2a},

3) d = {...,(—3,—6),(=2,—4), (—1,—2),(0,0Y,(1,2),(2,4), (3,6),...}.

Les équations (1) et (2) définissent I'ensemble d par compréhension, tandis que
I’équation (3) définit 'ensemble d par extension. Rappelons qu’il n’y a aucune distinction

entre les ensembles obtenus par les trois définitions.

Cette derniere constatation peut paraitre dérangeante a un regard d’informaticien,
qui congoit que pour programmer une telle “fonction”, il est beaucoup plus efficace de
multiplier une variable par 2 que de parcourir une liste pour trouver la réponse désirée.
Ici, il importe de distinguer le concept d’une fonction dans la théorie des ensembles et le
concept d'une fonction du point de vue d’un langage de programmation. Bien qu’il s’agisse
d’un probleme important, le “temps de calcul” d’une fonction ne nous intéresse pas pour

I'instant, et nous travaillons consciemment avec des outils qui en font abstraction.

Fonctions surjectives, injectives et bijectives

Nous utiliserons parfois les notations suivantes pour mettre en évidence certaines pro-

priétés d'une relation f C B x C.

— Si f une fonction, c’est-a-dire une relation a la fois déterministe et totale, on peut
écrire :

f:B — C.
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— Si f est une fonction surjective, c¢’est-a-dire une relation qui est a la fois déterministe,

totale et surjective, on peut écrire :

f:B —» C.

— Si f est une fonction injective. c’est-a-dire une relation qui est a la fois déterministe,

totale et injective, on peut écrire :

f:B—C.

— Une fonction bijective, c’est-a-dire une relation qui est a la fois déterministe, totale,

surjective et injective, on peut écrire :

f:B — C.

Les deux prochaines propositions montrent que, lorsqu’une relation f est une fonction, la

notation “f(a) =b” permet de réécrire les définitions d’injectivité et de surjectivité.

Proposition 1.4.19 Définitions équivalentes d’une fonction surjective

Soit une fonction f: S — T. Les deux expressions suivantes sont équivalentes :

a: (VbeT | (Jac S|afb))
b: (WVbeT | (3ae S| fla)=0)

La proposition 1.4.19-a correspond a la définition originale d’une relation surjective (dé-
finition 1.4.16-b, page 75), tandis que la proposition 1.4.19-b est obtenue en utilisant la

notation “f(a) =b” propre aux fonctions.

Proposition 1.4.20 Définitions équivalentes d’une fonction injective

Soit une fonction f S — T'. Les trois expressions suivantes sont équivalentes :

a: (Vae S,deSbeT |afbAd fb=a=d)
b: (Vae S,a €S| fla)=f(d)=a=d)
c: (Vae S,deS|a#d = fla)# f(d))

La proposition 1.4.20-a correspond & la définition originale d’une relation injective (dé-
finition 1.4.16-d, page 75) et la proposition 1.4.20-b est obtenue en utilisant la notation
“f(a) = b” propre aux fonctions. A partir de cette derniere, on obtient la proposition 1.4.20-c

en appliquant la propriété de contraposition (Proposition 1.1.8, page 16).

Les propositions 1.4.19 et 1.4.20 sont bien sur utiles pour démontrer qu'une fonction

possede (ou non) la propriété de surjectivité ou d’injectivité. A titre d’exemple, considérons
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la fonction suivante :
k: 2 — Z

T — 2

Intuitivement, la fonction k semble étre une relation injective (car chaque élément de 'image
“2x” semble associé a un seul élément du domaine “x”) mais non surjective (car les nombres

impairs ne semblent pas faire partie de 'image). Pour en étre certain, en voici la démonstration.

Démonstration : la fonction £k est injective, mais non surjective

La fonction £ est injective.

Comme k est une fonction, nous allons démontrer :

Ve eZ,2' €Z | k(z) =k(2') =z =2a).

Soit x € Z et o' € Z choisis tels que k(z) = k(z').

Alors on a 2z = 22'. ( Définition de k )
Alors on a & = 2 ( Arithmétique )
Alors on a x = 2. ( Arithmétique )
k est bien une fonction injective. ( Point démontré. )

La fonction k£ est non surjective

Nous devons donc démontrer :

~(WyeZ| (FeeZ|kx)=y)).

Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € Z | ~(3x € Z | k(x) = y)). ( De Morgan )
Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € Z | (Vx € Z | k(z) # y)). ( De Morgan )

Démontrons donc (Jy € Z | (Ve € Z | k(z) # y)).

Soit y = 3. ( Un tel y existe, car clairement 3 € Z. )
Soit x € Z.

Alors clairement, k(z) = 2z # 3, car 3 n’est pas un nombre pair. ( Arithmétique )
k n’est pas une fonction surjective. < Point démontré. >

C.Q.F.D.
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Fonctions inverses

Considérons une fonction f : S — T'. La fonction inverse de [ est une fonction
g : T — S telle que, pour tout (a,b) € S x T, on a f(g(b)) = bet g(fla)) = a.
Notons qu’il est toujours possible de calculer la relation inverse f~! d'une fonction f (voir
la définition 1.4.12), mais que la relation f~! n’est pas nécessairement une fonction. Plus

précisément, les résultats suivants découlent directement du théoreme 1.4.17.

Corollaire 1.4.21 Inverses de fonctions et de relations

Soit f une relation.

est une fonction est une relation bijective ;
]
est une relation bijective et déterministe ;

f est une fonction surjective est une relation bijective et totale ;

0 0 T ®

< f
f est une fonction injective << f
e f
e f

f est une fonction bijective est une fonction bijective.

Le théoreme suivant établit le lien entre les notions de composition de relations et de

fonctions inverses.

Théoreme 1.4.22 Composition de fonctions inverses
Soit p C S xT eto CT xS deur relations. On a que p et o sont deux fonctions bijectives

et p~t = o si et seulement si :

poo =1Ig et ocop = Ip.

1.4.6 Relations d’équivalence et ordres

Lorsque nous avons introduit les ensembles, nous avons insisté sur le fait que les éléments
de ces ensembles ne sont pas ordonnés. Dans cette section, nous verrons que certaines relations
permettent de comparer les éléments d’un ensemble. Nous parlerons de relations d’équivalence
(qui peuvent étre vues comme une généralisation de I’égalité “=") et d’ordres (qui peuvent
étre vus comme une généralisation du plus petit ou égal “<”). Ces concepts reposent sur
les propriétés de réflexivité, de transitivité et de symétrie dont nous avons discutées a la

section 1.4.4 (voir la définition 1.4.14, page 73).
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Equivalence

Deux éléments d’un ensemble sont équivalents lorsqu’ils possedent une certaine caracté-
ristique en commun. Cette caractéristique dépend du contexte dans lequel on travaille. Voici
quelques idées d’éléments équivalents :

— Deux personnes sont équivalentes si elles ont le méme nom de famille ;

— Deux nombres entiers sont équivalents s’ils possédent la méme parité (pair ou impair) ;

— Deux nombres naturels sont équivalents si leur représentation binaire requiert de méme

nombre de bits (le nombre de bit requis pour € N étant donné par |log, x| +1);

— Deux fonctions C++ sont équivalentes si elles ont toujours la méme valeur de retour.

Par exemple, les trois fonctions suivantes sont équivalentes selon cette définition :

int bleu(int a) int blanc(int b) int rouge(int c)
{ { {
return 2%a; int x = b+b; if (c==5) return 10;
} return x; else return bleu(c);
¥ }

Une relation d’équivalence sur l’ensemble S est une relation constituée de paires
d’éléments équivalents. Nous utilisons souvent le symbole “~” pour désigner une relation
d’équivalence. Dans ce contexte, 'expression “a ~ b” signifie “I’élément a est équivalent a

Y

I’élément b”.

Définition 1.4.23 Relation d’équivalence

La relation ~ est une relation d’équivalence si elle possede les propriétés suivantes :

- Réflexivité  (Déf 1.4.14-a) : a=~a, pour tout a € S ;
( c’est-a-dire (Va € S | a~a))

— Symétrie (Déf 1.4.14-c) : Sia=~b alorsb=~a, pour tout a,b € S ;
( c’est-a-dire (Va,b€ S |a~b=b~a))

— Transitivité (Déf 1.4.14-f) : Sia=~betb~c alorsa~c, pour tout a,b,c € S.
( c’est-a-dire (Va,b,c€ S |a~bAb~c=a~c))

Considérons un ensemble de personnes P, I’ensemble des nombres naturels N et ’en-
semble F' des fonctions programmables en langage C++-. Voici quelques exemples de relations
d’équivalences pour chacun de ces trois ensembles :

— =~ = {{a,b) € P? | a a le méme nom de famille que b} est une relation d’équivalence

sur P. On a:

“Réjean Tremblay” ~; “Elvis Tremblay” .
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— o~y ={(z,y) € N* | %2 =y %2} est une relation d’équivalence sur N. On a :
(8 11) et 8 vy 42.
— ~3={(z,y) € N? | |log, z] = |log, y]} est une relation d’équivalence sur N. On a :
8311 et —(82542).

— ~y={(f1, f2) € F*| f1 et f5 ont toujours la méme valeur de retour } est une relation

d’équivalence sur F'. On a :

bleu() ~4 blanc(), blanc() ~4 rouge() et rouge() ~4 bleu().

Le lecteur est encouragé a démontrer que les relations ci-dessus sont bien des relations
d’équivalences. Pour ce faire, il faut démontrer qu’elles possedent chacune des trois propriétés

de réflexivité, de symétrie et de transitivité.

Etant donné une relation d’équivalence ~ sur un ensemble S, une classe d’équivalence
est un sous ensemble qui regroupe tous les éléments de S qui sont équivalents entre eux.
Remarquons que chaque élément de S appartient a une et une seule classe d’équivalence. De

méme, I'union de toutes les classes d’équivalences de S égale ’ensemble S lui-méme.

A titre d’exemple, les ensembles N; et Ny ci dessous sont les deux classes d’équivalence
de la relation ~y = {(z,y) € N* | 2% 2 = y % 2} sur 'ensemble N (On a bien N;UN,; = N.) :

Ny, = {0,2,4,6,8,...},
N, = {1,3,5,7,9,...}.

7

Enfin, remarquons pour compléter que la relation d’égalité “=" est une relation d’équiva-
lence sur N. Cette relation d’équivalence est tres stricte, car chaque élément n’est équivalent
qu’a lui-méme (c’est une relation a la fois symétrique et antisymétrique!). Autrement dit,

(13 7

toutes les classes d’équivalences de la relation “=" ne contiennent qu’'un seul élément.

Ordre partiel

Un ordre est une relation qui permet d’ordonnancer les éléments d’un ensemble. Le critere
d’ordonnancement dépend du probleme étudié. Voici quelques idées de criteres sur lequel on

peut baser un ordre :

— Un mot qui en précede un autre selon 1'ordre alphabétique ;
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— Une personne qui est ’ancétre d'une autre;;
— Une tache qui est préalable a une autre pour assembler une voiture sur une chaine de

montage.

Nous utiliserons souvent le symbole “<” pour désigner une relation d’ordre. Dans ce
contexte, l'expression “a =< b” signifie que 1’élément a précede 1’élément b selon une rela-
tion d’ordre donnée. Nous utiliserons parfois la notation “b > a” pour désigner ’expression
“a b7,

Définition 1.4.24 Ordre partiel
Une relation =< est un ordre partiel sur [’ensemble S si elle posséde les trois propriétés

sutvantes :
- Réflexivité (Déf 1.4.14-a) : a =< a, pour tout a € S ;
( c’est-a-dire (Va € S| a=a))
— Antisymétrie (Déf 1./.14-¢) : Sia =<betb=a alorsa=>b, pour tout a,b € S;

( c’est-a-dire (Va,b€ S |a=<bAb=<a=a=0))

— Transitivité  (Déf 1.4.14-f) : Sia <Xbetb=c alors a = ¢, pour tout a,b,c € S.
( c’est-a-dire (Va,b,c€ S |aXbAb=<c=a=c))

Voici deux exemples de relations qui sont des ordres partiels, méme si ceci demande un

peu de réflexion (ou une démonstration) pour s’en convaincre :

— Considérons I’ensemble puissance des naturels P(N). Nous pouvons redéfinir I'opérateur

ensembliste d’inclusion comme un ordre partiel sur P(N) :
C = {{A,B) e PN)xP(N)|e€ A= ec B}.
— Considérons ’ensemble des nombres naturels non nuls N* et définissons 1’ordre partiel
“est un diviseur de” que nous définissons ainsi :
<p = {{a,b) € N*X N* |b%a =0}.

Selon cet ordre partiel, on a entre autres que : 1 <p 3 <p 9 <p 27 <p 270...
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Ordre complet

Une relation < sur un ensemble S est un ordre complet 22 lorsque, en plus d’étre un ordre
partiel (c’est-a-dire d’étre réflexive, antisymétrique et transitive), elle respecte la propriété
suivante :

Vae S,beS|a=<bVvb=a).

Autrement dit, < est un ordre complet si et seulement si tous les éléments de ’ensemble S

sont comparables entre eux.

L’ordre partiel “est un diviseur de” =<p présenté en exemple plus haut n’est pas un ordre
complet sur N*. En effet, on n’a ni 2 <p 3 ni 3 <p 2. De méme, 'ordre partiel d’inclusion C
n’est pas un ordre complet, car {1,2} € {2,3} et {2,3} ¢ {1, 2}.

Un ordre complet bien connu est la relation “plus petit ou égal” <. De méme, 1'ordre

alphabétique sur I'ensemble des mots du dictionnaire est un ordre complet.

Ordre strict

Un ordre strict est un ordre qui ne contient pas les couples formés de deux fois le
méme élément. Nous utilisons souvent le symbole “<” pour désigner une relation qui est un
ordre strict. Contrairement a un ordre, un ordre strict n’admet jamais “a < a”, pour tout a

appartenant a I’ensemble sur lequel est définie la relation.

Définition 1.4.25 Ordre partiel strict
Une relation < est un ordre partiel strict sur [’ensemble S si elle possede les trois propriétés
sutvantes :
— Irréflexivité (Déf 1.4.14-b) : —(a < a), pour tout a € S;
( c’est-a-dire (Va € S | =(a < a) )

— Asymétrie  (Déf 1.4.14-d) : Sia < b alors (b < a), pour tout a,b € S ;
( c’est-a-dire (Va,be S| a<b= —(b=<a)))

— Transitivité (Déf 1.4.1/-f) : Sia <0betb=<c alors a < ¢, pour tout a,b,c € S.
( c’est-a-dire (Va,b,c€ S |a<bAb=<c=a=<c))

Une relation < sur un ensemble S est un ordre complet strict lorsque, en plus d’étre

22. Plusieurs auteurs utilisent plutot le terme “ordre total”. Dans ce texte, on utilise le terme “ordre
complet” pour éviter toute confusion possible avec le concept de “relation totale”, qui désigne une relation
qui possede la propriété de totalité.
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un ordre partiel strict, tous les éléments de I’ensemble .S sont comparables entre eux :

VaeS,beS|a<bVb<aVa=D).

Nous pouvons redéfinir 'opérateur ensembliste d’inclusion stricte comme un ordre partiel
strict sur P(N) :

C = {(ABYe PN)xP(N)|A#BA(ec A=>ecB)}.

De meéme, la relation “strictement plus petit” < est un exemple bien connu d’ordre complet
strict.

Notez que pour passer d’'un ordre (partiel ou complet) a un ordre strict, il suffit d’enlever
tous les couples de la forme (a,a) de la relation. Inversement, pour passer d'un ordre strict

a un ordre, il suffit d’ajouter tous les couples de la forme (a, a) a la relation.

Diagrammes de Hasse

On peut représenter un ordre < sur un ensemble S par un diagramme de Hasse (en
autant que la cardinalité de S ne soit pas trop grande). Ce diagramme prend la forme d’un
graphe dont les sommets correspondent aux éléments de S. Si a et b sont deux éléments
distincts de S et que a = b, alors le sommet a est placé plus bas que le sommet b. S’il n’existe

pas d’élément e € S\ {a, b}, tel que a < e < b, alors une aréte relie les sommets a et b.

La figure 1.12 présente les diagrammes de Hasse des deux ordres partiels donnés en

exemple plus haut.

{1,2,3}

I

8
f
{12y {13} {23} 10 ‘T‘
2

SIS TN

X iy ;! \
0
(a) Ordre C sur P({1,2,3}). (b) Ordre <p sur {1,2,...,12}.

FIGURE 1.12 — Diagrammes de Hasse des ordres partiels d’inclusion C (figure
de gauche) et “est un diviseur de” <p (figure de droite).
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1.4.7 Exercices sur les relations et fonctions

Exercice 1 : (Vous pouvez faire cet exercice en représentant vos relations par des graphes.)

Etant données les trois relations p, 0,0 C {1,2,3,4} x {1,2,3,4} suivantes :
— p={(1,2),(2,3),(3,4), (4, 1)}
—o={{11),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(3,1), (4, 1)}

— 0={{,y) |z <y}

1. Calculez po o, p?, 6€ et 671

2. Déterminez la (ou les) propriété(s) que la relation p satisfait parmi les suivantes :
(a) réflexivité (b) irréflexivité (c) symétrie
(d) antisymétrie (e) asymétrie (f) transitivité

3. Méme question pour la relation o.

4. Méme question pour la relation 6.

5. Existe-t-il un n pour lequel p™ = {1,2,3,4} x {1,2,3,4} 7 Si oui, trouvez le plus petit

de ces n.
6. Méme question pour la relation o.

7. Méme question pour la relation 6.

Exercice 2 : (Pour ce numéro, aucune justification n’est demandée.)
Etant données les deux relations p,0 C Z x Z suivantes :
—p={@J) li+1=j}
— O0={(z,y) | (Fz€Z|2z2=0—1y)}
a) Donnez p?, 6€ et 071,

b) Déterminez la (ou les) propriété(s) que la relation p satisfait parmi les suivantes :
(a) réflexivité (b) irréflexivité (c) symétrie

(d) antisymétrie (e) asymétrie (f) transitivité

¢) Méme question pour la relation 6.

Exercice 3 : Quelles propriétés du numéro 2b) ci-haut les relations suivantes possedent-elles 7
a) b p cssibet csont des entiers tous deux négatifs ou tous deux positifs.
b) b p cssibet csont des entiers tels que b — ¢ est un multiple de 5.

c¢) (0, ou () est une relation sur un ensemble non vide B.
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d

I, la relation identité sur un ensemble non vide B.
e

f

B x B ou B est un ensemble non vide contenant au moins deux éléments.

)

)

) =

g) <su

h) <surZ.
i) b p cssib est le pére de c.
)
)

j) b p cssibest le pére de ¢ ou vice-versa.

k) b p cssibest coule pére de c.

Exercice 4 : Démontrez la définition équivalente de 'antisymétrie (Proposition 1.4.15-e) :

(Va,b€ S|apbAbpa=a=0b) < pnp Clg.

Exercice 5 : (Pour cet exercice, aucune réponse n'a a étre justifiée.) Dites si chacune des
relations suivantes est (i) déterministe, (i¢) totale, (ii7) injective, (iv) surjective, (v) une fonc-

tion, (vi) une fonction injective, (vii) une fonction surjective ou (viii) une fonction bijective.
p={(i) €R? |i+1=j};
o={(i,j) e N’ |i+1=j};
0 ={(i,j) eN? | i—1=j};
d:

a
b
¢

d R — R, définie par la reégle de correspondance : d(x) = x?;

e) la relation inverse de la relation d définie en d);

f) f:RT — R, définie par la régle de correspondance : f(z) = 22
h) h:R — [—1,1], définie par la régle de correspondance : h(z) = sin(x);
i) 7: R — R, définie par la régle de correspondance : i(x) = x?;

j) la relation inverse de la relation i définie en i) ;

k) k: R — R*, définie par la régle de correspondance : k(x) = 2% ;

)
)
)
)
)
)
g) g: RT — RT, définie par la régle de correspondance : g(x) = 22
)
1)
)
)
1) I: R — R*, définie par la regle de correspondance : [(x) = loga(x) ;
)

m) m: RT — R, définie par la régle de correspondance : m(x) = logs(z).
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Exercice 6 : (Pour ce numéro, seuls le c) et le e) nécessitent quelques justifications et vous

pouvez définir toute relation par une représentation graphique.)

a)
b)

Construisez une relation p C A x B qui soit une fonction bijective.

Construisez une relation # C C' x D qui ne soit ni totale, ni déterministe, ni injective,

ni surjective.

Dans votre réponse en a), est-ce que |A| = |B|? Si oui, recommencez la question a)
de telle sorte que |A| # |B|. Si vous n’y arrivez pas, expliquez pourquoi.

Soit E' = {1,2,3}. Construisez une fonction f: E — P(E).

N

A partir de la fonction f que vous avez fabriquée en d), construisez 1’ensemble
T={ecE|ed fle)}.

Etant donné le f et le T' que vous avez construits, est-ce que 1" appartient a I’ensemble
d’arrivée de f7?

Etant donné le f et le T' que vous avez construits, est-ce que T' € Im(f)?

Si vous avez répondu non, refaites les numéros d) et e) de telle sorte que T € Im(f).

Si vous n’y arrivez pas, expliquez brievement pourquoi.

Exercice 7 : (Pour cet exercice, toute réponse doit étre pleinement justifiée.)

Soit les cinq relations :

p C N x N, définie par : p={(i,j) | i +1=j}

0 CZ xZ,définie par : 0 = {(z,y) | (Fz € Z |2z =2 —y)}

[ Z — 7, définie par la régle de correspondance : f(z) =z + 3
g : N — N, définie par la regle de correspondance : g(z) = x + 3
h : Z —s 7, définie par la régle de correspondance : h(zx) = x?

A) Pour chacune d’elle, déterminez si oui ou non, il s’agit :

B)

1) d’une relation déterministe

2) d’une fonction (c.-a-d. : déterministe et totale) ;

3) d’une fonction injective (c.-a-d. : déterministe, totale et injective) ;

4) d’une fonction surjective (c.-a-d. : déterministe, totale et surjective);

5) d’une fonction bijective (c.-a-d. : déterministe, totale, injective et surjective).

Donnez la fonction inverse de chacune des fonctions bijectives trouvées en A5).

Exercice 8 :

a)

Vous venez de démontrer qu'un élément quelconque d'un ensemble X est aussi élément

d’un ensemble Y. Ecrivez la phrase logique que vous venez de démontrer.
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b) Etant donnés deux ensembles A et B. En vous inspirant du numéro a), expliquez

comment “classiquement” on démontrerait 1’énoncé : A=B

c) Etant donné deux ensembles U et V. Vous venez de démontrer qu'un élément quel-
conque de I'’ensemble V est aussi élément d’un ensemble U. Puis vous avez démontré
qu’il existe un élément de I’ensemble U qui n’appartient pas a I’ensemble V. Ecrivez

la phrase logique que vous venez de démontrer.

Exercice 9 :
Etant donnée une fonction h : Z — Z
e h est strictement croissante < (Vz,2' € Z | x < 2/ = h(x) < h(2')
e h est strictement décroissante < (Vz, 2’ € Z | v < 2’ = h(z) > h(z'))

(A) Démontrez que la composition de deux fonctions est encore une fonction

(B) Démontrez 1'énoncé suivant :

Sif:7Z —Z etqg:7 — 7 sont deux fonctions strictement décroissantes alors

f og est une fonction strictement croissante.
(C) Démontrez ’énoncé suivant :

St f: 7 — 7Z et g:7Z — Z sont deux fonctions strictement croissantes alors

f og est une fonction strictement croissante.

Exercice 10 : (Pour fin de réflexion et de discussion) Un hotel a un nombre infini de
chambres (pour chaque entier ¢ > 0, il y a une chambre portant le numéro (i). L’hotel est
plein (il y a un voyageur dans chaque chambre). Arrive un nouveau voyageur qui voudrait
bien dormir a I’hotel lui aussi. Alors I’hotelier lui dit qu’il va lui trouver une chambre. Il ne
mettra a la porte aucun voyageur, il ne mettra pas deux voyageurs dans une méme chambre

et il ne fera pas construire une nouvelle chambre. Alors comment I’hotelier fera-t-il ?

Exercice 11 : (Pour fin de réflexion et de discussions) Une charrue enléve la neige le long
d’une route qui s’étend jusqu’a l'infini. Tout au long de la route, il y a 15cm de neige. La
pelle de la charrue laisse écouler un quinzieme de la neige qui entre dans sa pelle (c.-a-d. :
lem de neige sur les 15). Supposant que la pelle a une capacité infinie et que les flocons
qu’elle laisse écouler sortent selon un principe “premier entré, premier sorti”, quelle quantité

de neige restera dans la pelle une fois le travail terminé ?

Exercice 12 : (Pour fin de réflexion et de discussions) Vous avez deux ensembles infinis,

comment savoir lequel des deux a le plus grand nombre d’éléments ?
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1.5 Ensembles infinis

Only two things are infinite, the
universe and human stupidity and

I’'m not sure about the former.

Albert Einstein (1879 — 1955)

Dans cette derniere partie du chapitre, nous nous intéressons aux ensembles de taille
infinie. Méme en informatique, nous sommes confrontés a de telles structures, entre autres
lorsque l'on se demande quelles sont les possibilités et les limites de l'informatique. Par

exemple, lorsqu’on se pose des questions telles que :

— Qu’est-ce qui est calculable en informatique ¢
— FEtant donné un probleme, pourrons-nous toujours décider si ce probleme a une solution

ou non ¢

Dans un autre ordre d’idées, si on souhaite développer un systéeme qui aura a interagir avec
le monde réel, on est confronté a la notion d’infini. En effet, ce monde réel, la plupart du
temps, fait appel a des parametres continus, telles la distance, la température, la vitesse. Ces

parametres peuvent prendre une infinité de valeurs différentes.

Les structures infinies sont en général beaucoup plus difficiles a étudier que les structures
finies. Notre intuition, généralement solide face aux structures finies, est grandement mise a

mal lorsque 'on s’attaque a l'infini. A titre d’exemple :

Une charrue enléve la neige le long d’une route qui s’étend jusqu’a l'infini. Tout
au long de la route, il y a 15 cm de neige. La pelle de la charrue laisse écouler un
quinziéme de la neige qui entre dans sa pelle (c.-a-d. : 1cm de neige sur les 15).
Supposant que la pelle a une capacité infinie et que les flocons qu’elle laisse écouler
sortent selon le principe du premier arrivé, premier servi, quelle quantité de neige

restera dans la pelle pour toujours ?

Cet exemple est bien stir irréalisable dans notre monde. Si on fait cependant abstraction
de ce petit détail et qu'on analyse logiquement le probleme, on est obligé de constater que
chaque flocon qui entre dans la pelle finira par en sortir par en dessous, et donc “qu’une fois

le travail terminé”, il ne restera plus rien dans la pelle.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons plus particulierement au probleme de la car-
dinalité des ensembles. Nous savons déja que calculer la cardinalité d’un ensemble fini

revient a compter le nombre d’éléments que cet ensemble contient. Il est évident que dans le
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cas des ensembles infinis, cette approche n’est pas envisageable. Pour les ensembles infinis,
nous ne pourrons faire mieux que de comparer les ensembles infinis les uns avec les autres.
Nous aurons donc des résultats du type :
e un ensemble A a autant d’éléments qu’'un ensemble B, ce que nous traduirons par :
la cardinalité de A est égale a celle de B ;
ou encore :
e un ensemble A a moins d’éléments qu’'un ensemble B,

ce que nous traduirons par : la cardinalité de A est plus petite que celle de B.

Encore une fois, dans le cas des ensembles finis, dire qu’un ensemble A a moins, autant,
ou plus d’éléments qu'un ensemble B n’est pas compliqué. Il nous suffit de savoir “compter
jusque-la”. Dans le cas des ensembles infinis, on ne sait clairement pas “compter jusque-la”.

Il nous faudra donc développer une autre méthode pour arriver a nos fins.

En plus, quelques surprises nous attendent. L’exemple suivant nous en donne un avant-

gout :
Le probleme de I’hétel de Hilbert :

Un haotel a un nombre infini de chambres (pour chaque entier i > 0, il y a une
chambre portant le numéro i). L’hétel est plein (il y a un voyageur dans chaque
chambre). Arrive un nouveau voyageur qui voudrait bien dormir a [’hétel lui aussi.
Alors Uhotelier lui dit qu’il va lui trouver une chambre. Il ne mettra a la porte
aucun voyageur, il ne mettra pas deuxr voyageurs dans une méme chambre et il

ne fera pas construire une nouvelle chambre. Alors comment [’hételier fera-t-il ¢

Si on énumere par N* = {1,2,3,4,...} 'ensemble des numéros de porte des chambres
de I'hotel, qu’on donne au nouveau voyageur 1’étiquette “0” et a chaque voyageur déja dans
une chambre I'étiquette correspondant au numéro de sa chambre, voici ce que I’hotelier peut
faire :

— Installer le voyageur “0” dans la chambre “17;

— Déménager le voyageur “1”7 dans la chambre “27;

— Déménager le voyageur “2” dans la chambre “37;

— Déménager le voyageur “3” dans la chambre “47;

— etc.

Cette solution va bien sir déranger beaucoup de monde. Mais, en fin de compte, chaque

voyageur dormira seul dans une chambre!

Le fait qu’il y ait une solution a ce probleme choque notre intuition. Ce choc vient du

fait que, logiquement, il nous faut conclure qu’il y a autant d’éléments dans N* que dans N,
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alors que le premier ensemble est strictement inclus dans le second ; la notion d’avoir autant

d’éléments semble étre plutot élastique dans le cas des ensembles infinis.

Il devient donc de plus en plus évident que le probleme du calcul de la cardinalité d’un en-
semble infini sera un probleme difficile a résoudre. En fait, comme il a déja été dit auparavant,
on ne répondra pas directement a la question “combien tel ensemble infini a-t-il d’éléments 7”.
On comparera plutot deux a deux les ensembles, en se demandant s’ils ont autant d’éléments
I'un que 'autre ou si I'un en a plus que 'autre. De ces éléments de comparaison, on pourra

déduire une hiérarchie des cardinalités des différents ensembles infinis.

1.5.1 “Avoir autant d’éléments”
A la recherche d’une définition

Si on veut arriver a bien définir cette notion d’ensemble infini ayant autant d’éléments
qu’un autre, il nous faut trouver une méthode qui, dans le cas fini, permet d’établir si oui
ou non deux ensembles ont le “méme nombre d’éléments”. Toutefois, cette méthode ne doit
pas reposer sur notre capacité de compter les éléments des ensembles finis. On est en effet en
droit d’espérer qu'une telle méthode soit applicable aux ensembles infinis. Nous sommes donc
face a ce probleme un peu comme un jeune enfant qui a dans une main des pierres blanches
et dans l'autre des pierres noires, et qui se demande si, oui ou non, chaque main a autant de

pierres.

Voici une solution qui convient au niveau des capacités de 'enfant (en fait cette solution

a vraiment été proposée a un enfant de trois ans) :

Prends une pierre blanche et une pierre noire et place-les cote a cote, puis prends
une autre pierre blanche et une autre pierre noire et place-les cote a cote, juste
en dessous de celles que tu as déja placées, continue ce processus tant qu’il reste
de pierres de chacun des deux tas. Si les deux tas se finissent en meéme temps,
c’est que tu en avais autant dans chaque main, sinon c’est le tas dans lequel il

reste encore des pierres qui en avait le plus.

L’enfant fabrique, par ce procédé, une relation entre le tas de pierres blanches et celui
de pierres noires. Si nous sommes dans la situation ou les deux tas sont épuisés en méme
temps, c’est que la relation fabriquée est une fonction bijective (voir la définition a la

section 1.4.5). Autrement dit, dans le cas fini, nous avons le résultat suivant :
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Théoreme 1.5.1 Deux ensembles finis A et B ont le méme nombre d’éléments si et seule-

ment s’il existe une fonction bijective f : A —» B.

Rappelons-nous que pour l'instant, la notion avoir “autant d’éléments” n’a toujours
pour les ensembles infinis aucune signification. Pour remédier a ce probleme, nous pourrions
nous baser sur ce dernier théoreme et décider que nous dirons que deux ensembles (finis ou
infinis) ont “autant d’éléments” si on peut trouver une fonction bijective de I'un vers l'autre.
Autrement dit :

Définition 1.5.2 Soit A et B, deuzr ensembles. On dit que A a autant d’éléments que B
(ou, de maniére équivalente, que la cardinalité de A est égale a la cardinalité de B) ssi il

existe une fonction bijective de A vers B.

Comme nous 'avons vu a la section 1.2.2 la phrase “la cardinalité de A est égale a la
cardinalité de B” est notée “|A| = |B|”.

Notre définition est-elle correcte 7

A la base, cette définition d’avoir “autant d’éléments” est un choix que nous faisons ici.
On aurait pu retenir une autre définition qui, dans le cas fini, aurait coincidé avec notre

définition.

Donc, avant d’accepter cette nouvelle définition, il serait bon de nous demander si elle
correspond bien a une notion élargie de la notion d’égalité entre le nombre d’éléments d’un
ensemble et le nombre d’éléments d'un autre ensemble. Car une fois qu’on se 'est donnée,
elle devient un axiome de notre théorie et on doit vivre avec et accepter tous les résultats
que nous démontrerons a partir de cette définition, méme si parfois ceci pourrait heurter

I'intuition que nous avons de ce concept d’avoir “autant d’éléments”.

Concretement, une bonne définition de cette notion “d’égalité” de cardinalités devrait
posséder les trois grandes propriétés que toute relation d’équivalence doit posséder. Tel

que nous 'avons présenté par la définition 1.4.23 (page 87), ces trois propriétés sont :

e la réflexivité Est-ce qu’avec cette définition, un ensemble A a toujours la méme car-
dinalité que lui-méme ?
Autrement dit, est-ce que pour tout ensemble A, on a |A| = |A]?

e la symétrie Avec cette définition, le fait qu'un ensemble A ait la méme cardinalité
qu'un ensemble B implique-t-il toujours que B a la méme cardinalité que A7
Autrement dit, est-ce que pour tout A, B, on a |A| = |B| = |B| = |A|?
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e la transitivité Est-ce qu’avec cette définition, le fait qu'un ensemble A ait la méme
cardinalité qu'un ensemble B combiné au fait que ce B ait la méme cardinalité qu’'un
troisieme ensemble C' implique toujours que A a la méme cardinalité que C'?
Autrement dit, est-ce que pour tout A, B, C,
on a (4] = |B)) A (1B = |C]) = (|4] = |C])?

Il est a souhaiter que chacune de ces trois propriétés soit satisfaite par notre définition. Si
ce n’était pas le cas, il ne serait vraiment pas naturel de parler “d’égalité” des cardinalités.

Montrons donc que c’est le cas, pour les ensembles infinis comme pour les ensembles finis.

La réflexivité de notre relation “autant d’éléments”

Pour démontrer la réflexivité, il faut démontrer que pour tout ensemble A, il existe une
fonction bijective de A vers A. La réflexivité est donc une conséquence de la proposition

suivante :
Proposition 1.5.3 Soit A un ensemble, la relation I5 est une fonction bijective.

Démonstration

Rappelons que I, : A — A est défini par la regle de correspondance 14(z) = z, Vo € A.
Le fait que I4 soit une fonction (c.-a-d. : totale et déterministe) découle directement du fait
que la relation est définie par une regle de correspondance ou, pour chaque élément z de
I’ensemble de départ, ne correspond qu'un et un seul élément de I’ensemble d’arrivée, soit x

lui-méme.

e Démontrons l'injectivité, c.-a-d. : (Vz, 2’ € A | Ia(x) = 14(2) =z = 2').
Soit x,x’ € A, choisis tels que I4(x) = I4(2"). ( Montrons x =z’ )
Alors on a immédiatement = = 2. ( CarIg(z) =o et Iy(z') =2 )

I4 est bien une fonction injective.

e Démontrons la surjectivité, c-a-d. : (Vy € A | (Fxr € A | La(x) = v)).
Soit y € A. ( Montrons (3 € A | Ia(z) = y) )
. Un tel x existe et appartient bien a A, car l’ensemble de départ
Et soit x = y. _
coincide avec l’ensemble d’arrivée.
Alors on a bien I4(x) = y. ( CarTg(z) =z etx=y.)

I, est bien une fonction surjective.

I4 est bien une fonction bijective. C.Q.F.D.
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La symétrie de notre relation “autant d’éléments”

Pour montrer la symétrie, il faut montrer que pour toute paire d’ensembles A et B : s’il

existe une fonction bijective de A vers B, alors il existe une fonction bijective de B vers A.

La symétrie est une conséquence du théoreme suivant :

Théoreme 1.5.4 Soit A et B, deux ensembles, et f C A x B. Alors

la relation f est une fonction bijective ssi la relation inverse f~1 C B x A est une fonction

bijective.
Démonstration

Rappelons que la relation inverse de la relation f est : f~' = {(b,a) | (a,b) € f}.

Soit f C A x B.

Pour démontrer f est une fonction bijective < f~! est une fonction bijective, il faut démontrer :

1.— f est total & f~! est surjectif;
2.— f est déterministe < f~! est injectif;
3.— f est injectif < f~! est déterministe;
4.— f est surjectif < f~! est total.

Or, nous avons déja fait cette démonstration (Voir le théoreme 1.4.17 a la page 78).

C.Q.F.D.

La transitivité de notre relation “autant d’éléments”

Pour démontrer la transitivité, il faut démontrer que, pour tout triplet d’ensembles A,
B et C, ¢’ existe une fonction bijective de A vers B et une fonction bijective de B vers C,

alors il existe une fonction bijective de A vers C.

La transitivité est une conséquence du théoreme suivant :

Théoreme 1.5.5 Soit A, B et C, trois ensembles, et soit f CAx BetgC BxC. Sif

et g sont deux fonctions bijectives, alors f o g sera une fonction bijective de A vers C.

Démonstration Ce théoreme est une conséquence directe de la définition d’une fonction
bijective et du théoreme 1.4.18 présenté a la page 79. C.Q.F.D.
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1.5.2 “Autant” d’éléments que N : Les ensembles infinis dénom-
brables

Parmi les ensembles infinis, une certaine classe est plus intéressante que les autres, c¢’est

celle des ensembles infinis dénombrables :

Définition 1.5.6 Un ensemble A est dit dénombrable sl est fini ou de la méme cardinalité

que [’ensemble N. :

Etablir une bijection f entre l’ensemble N et un ensemble A donne une énumération
des éléments de A. On peut ainsi analyser A en regardant un a un les éléments de A en
commengant par I’élément f(0), puis en regardant I’élément f(1), etc. Pour cette raison, les
ensembles infinis dénombrables auront sur plusieurs aspects un comportement tres semblable
a celui des ensembles finis. Tres souvent, il sera facile de généraliser un théoreme défini sur
des structures finies aux structures infinies dénombrables, alors qu'une généralisation aux

structures non dénombrables sera tres difficile, voire impossible.

D’autre part, il est tres souvent possible de définir en extension une fonction bijective dont
le domaine est N. Contrairement a la forme en compréhension qui nécessite 1’élaboration d’une
regle de correspondance, la forme en extension permet de montrer la dénombrabilité de
certains ensembles d’une fagon plus intuitive et visuelle. Une fonction bijective f : N — A
qui est ainsi définie est souvent appelée une énumération de I’ensemble A puisqu’en somme
définir une telle fonction consiste a énumérer un a un les différents éléments de 1’ensemble
d’arrivée ; f(0) étant le 01 dlément de cette énumération, f(1) étant le 1" élément de cette
21eme

énumération, f(2) étant le ¢lément de cette énumération, etc.

Proposition 1.5.7 L’ensemble Z est dénombrable.

Démonstration Démontrons la dénombrabilité de Z, en construisant la fonction bijective
f N> Z, qui est définie en extension par :

On a donc que |N| = |Z|.

Z, est donc un ensemble dénombrable.
C.Q.F.D.

Cette fagon d’exhiber une fonction bijective est une peu moins rigoureuse que la forme en
compréhension, mais, comme l'illustre ’exemple ci-dessus, on comprend clairement comment

f est définie, et on voit bien que
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— si on nous donne le temps on sera capable de calculer f(n) pour n’importe quel n € N
(f est donc totale) ;

— on ne trouvera, pour chaque n, qu'une seule valeur pour f(n) (f est donc déterministe) ;

— un élément de 'ensemble d’arrivée ne sera jamais utilisé deux fois dans I’énumération
(f est donc injective) ;

— et finalement, on remarque que, éventuellement, tout élément de I’ensemble d’arrivée
sera présent dans I’énumération (f est donc surjective).

Ainsi, une énumération qui a été bien définie est toujours une fonction bijective.

Proposition 1.5.8 L’ensemble N x N est dénombrable.

Démonstration Pour montrer la dénombrabilité de N x N, nous allons construire une

fonction bijective k£ : N ——» N X N en la définissant en extension de la maniere suivante :

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)
t T t T T

k(0) k(2) k(5) k(9) k(14)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
T t t ll t

k(1) k(4) k(8) k(13) k(19)

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
) ) ) T )

k(3) k(7) k(12) k(18) k(25)

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
T t t T t

k(6) k(11) k(17) k(24) k(32)

(4,0) (4,1) (4,2) (4, 3) (4,4)

k(10) k(16) k(23) k(31) k(40)

On a donc que ‘N’ = ‘N X N‘.

N x N est donc un ensemble dénombrable.
C.Q.F.D.

Remarquons que, étant donné que la relation “avoir autant d’éléments” est transitive
(voir le théoréme 1.5.5), si nous avons déja démontré la dénombrabilité d'un ensemble A,
nous pouvons alors démontrer la dénombrabilité d’un nouvel ensemble B en utilisant le

lemme suivant :

Lemme 1.5.9 Etant donné un ensemble infint B. Alors,
B est dénombrable < (3A | A est infini dénombrable = |A| = |B|).
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1.5.3 “Avoir plus d’éléments”

La notion “d’avoir autant d’éléments” nous a jusqu’ici permis d’explorer un peu l'univers
des ensembles infinis, mais notre exploration serait certainement meilleure si on pouvait raf-
finer cette notion “d’égalité” entre les cardinalités en une notion “d’inégalité”. Avec une telle
notion, on pourrait, comme dans le cas fini, batir une hiérarchie des cardinalités d’ensembles

infinis.

A la recherche d’une définition

Lorsque nous avons eu a choisir une définition “d’égalité” de cardinalités, nous avons eu
principalement a tenir compte de deux criteres. Il fallait que notre définition (1) coincide
dans le cas fini avec la définition déja existante et (2) ne nécessite aucunement notre habileté
a compter les éléments d'un ensemble fini. Dans le cas présent, nous sommes également
confrontés a ces deux mémes criteres avec, en plus, le besoin que cette nouvelle notion
“d’inégalité” des cardinalités soit compatible avec la notion “d’égalité” des cardinalités qu’on
vient de se donner. Ceci implique que, pour définir la notion de “la cardinalité de A est plus
petite ou €gale a la cardinalité de B”, on a essentiellement deux possibilités : soit on dit que
c’est équivalent au fait qu’il existe une fonction injective de A vers B, soit on dit que c’est

équivalent au fait qu’il existe une fonction surjective de B vers A.

Dans le cas fini, ces deux définitions seraient équivalentes, car la premiere signifie que A
a autant ou moins d’éléments que B et la seconde que B a autant ou plus d’éléments que A.
Mais comme le montre le théoreme suivant, ces deux définitions sont également équivalentes

en général :

Théoreme 1.5.10 Soit A et B, deux ensembles non vides. Alors,

3 fonction injective f : A — B ssi 3 fonction surjective g : B —» A.

Démonstration

=: Supposons qu’il existe une fonction injective de A vers B et démontrons qu’il existe
une fonction surjective de B vers A.
Soit f : A — B, une fonction injective.
Soit ag € A. ( Un tel ag existe, car A est un ensemble non vide par hypothése. )

Soit g = {(f(a),a) [ a € A} U{(b,a0) | b€ B\ Im(f)}

Montrons que g est une fonction surjective.
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e g C B x A est total. Cest-a-dire (Vb€ B | (Ja€ A | b g a)).

Soit b € B. ( Montrons (3a€ A|bga))

Alors, il y a deux cas a considérer :

Cas 1 :beIm(f).

Soit a € A choisis tel que f(a) = b ( Un tel a existe — définition de Im(f) )
Alors on a bien que (f(a),a) € g

c'est-a-dire que (b,a) € g

Cas 2 : b & Im(f).
Soit a = ay. ( Bien str, un tel a existe et est dans A )

Et on a bien que (b, ag) € g ( Définition de g. )

Donc g est total.

e g C B x A est déterministe. C’est-a-dire (Vb € B,a,a’ € A|bgaAbgad = a=
a’).
Soit b € B et a, a’ € A choisis tels que b g aAb g d. ( Montrons a =a' )
Ici aussi, il y a deux cas a considérer :
Cas 1 :belIm(f).
Alors, comme on a b g a, on a donc (b,a) € {(f(a),a) | a € A}.
Ce qui implique que b = f(a).
D’autre part, comme on a b g a’, on a donc (b,a’) € {(f(a),a) | a € A}.
Ce qui implique que b = f(a').
Par la transitivité de =, de b = f(a) et b = f(a’), on obtient que f(a) = f(d').
Ce qui implique que a = a'. ( Car f est injectif. )
Cas 2 : b ¢ Im(f).
Alors, comme on a b g a, on a donc (b,a) € {(b,ao) | b & Im(f)}.
et (b,a') € {{b,ao) | b ¢ Im(f)}.
Ce qui implique que a = ag et a’ = aqg.
On a donc que a = d'. ( Transitivité de =. )
g est donc déterministe.

g est donc une fonction de B vers A.
e g: B— A est surjectif. C'est-a-dire (Va € A | (Ib€ B | b g a)).
Soit a € A. ( Montrons (3b€ B | b g a) )

Soit b = f(a). ( Un tel b existe et appartient a B, car f est total. )
Et on a bien b ¢ a. ( Définition de g dans le cas ou b € Im(f). )
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<: Supposons qu’il existe une fonction surjective de B vers A et démontrons qu’il existe

une fonction injective de A vers B.

Soit g : B — A, une fonction surjective.

Nous avons donc que

pour tout a € A, il existe un b € B tel que g(b) = a. ( Car g est surjectif. )
Pour chacun des a € A, nous allons choisir un tel b € B que nous noterons b,.

Alors on a que pour tout a € A, (x) g(by) = a et que (xx) b, € B.

Soit f : A — B défini par la regle de correspondance f(a) = b,.

Alors, clairement cette fonction est bien définie 3, car (%) et (%) impliquent que pour
tout a € A, il existe un et un seul élément qui est en f-relation avec a, c’est b,. Et ce
b, appartient bien a B, I'ensemble d’arrivée de f. La relation f est donc bien totale

et déterministe.

Il ne reste qu’a démontrer que f est injectif, c¢’est-a-dire que :

(Va,a' € A | f(a) = f(d)=a=14d).

Soit a,a’ € A choisis tel que f(a) = f(d). ( Montrons a=ad'. )
Alors on a que b, = by. ( Définition de f. )
Et donc que g(b,) = g(bar). ( Car g est une fonction. )
Et donc que a = d'. ( Voir (x). )

f est bien une fonction injective.
C.Q.F.D.

Nous pouvons donc maintenant définir notre notion de “cardinalité plus petite ou égale a” :

Définition 1.5.11 Soit A et B, deux ensembles.

On dit que A a une cardinalité plus petite ou égale a la cardinalité de B
e ssi il existe une fonction injective de A vers B.
Ou, ce qui est équivalent,

e ssi il existe une fonction surjective de B vers A.

On note la phrase “A a une cardinalité plus petite ou égale a la cardinalité de B” par
((’A| S ‘B’”'

23. en supposant I’axiome du choix. Voir la remarque a ce propos a la fin de cette sous-section.
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Remarque : Dans la partie “<:” de la démonstration du théoreme 1.5.10 nous avons tenu
pour acquis qu’il était possible de choisir un élément b, pour chaque élément a, et ce en une
seule étape. En fait, ceci n’est pas aussi évident qu’il y parait. Ceci utilise un nouvel axiome,
l’aziome du choix qui, en gros, dit que si vous avez une quantité infinie d’ensembles non
vides devant vous et que vous souhaitez choisir un élément dans chacun de ces ensembles,
vous pouvez supposer que vous savez le faire en une seule étape, méme si dans les faits
vous ne pourrez jamais faire cette opération puisqu’elle nécessite une infinité d’étapes. Plus

formellement :

Axiome du choix 1.5.12 Soit (A;)icr, une famille infinie d’ensembles non vides. Alors il

existe une famille d’éléments (a;);e; telle que pour chaque i € I, a; € A;.

Nous n’utiliserons pas explicitement cet axiome dans les démonstrations et problemes de
ce cours. Notez tout de méme que nous en ferons encore une fois une utilisation implicite

dans la démonstration du théoreme 1.5.16.

Notre définition est-elle correcte 7

D’une facon similaire a ce que nous avons fait a la section 1.5.1, avant de ’accepter,
nous allons nous demander si notre notion de “<” se comporte vraiment comme une relation

d’ordre telle que nous 'avons présentée a la définition 1.4.24 (page 89). Autrement dit :

e la réflexivité. Est-ce qu’avec cette définition, un ensemble A a toujours une cardinalité
plus petite ou égale a elle-méme ?

Autrement dit est que pour tout ensemble A, on a |A| < |A]?

e 'antisymétrie. Est-ce qu'avec cette définition, le fait qu'un ensemble A ait une car-
dinalité plus petite ou égale a celle d’'un ensemble B combiné avec le fait que B ait
une cardinalité plus petite ou égale a celle d'un ensemble A implique toujours que B
a la méme cardinalité que A7
Autrement dit, est-ce que pour tout A, B, on a |A| < |B|A|B| < |A| = |B| =|A|?

e la transitivité. Est-ce qu’avec cette définition, le fait qu'un ensemble A ait une car-
dinalité plus petite ou égale a celle d’'un ensemble B combiné au fait que ce B ait une
cardinalité plus petite ou égale a celle d’un troisieme ensemble C' implique toujours
que A a une cardinalité plus petite ou égale a celle de C'?

Autrement dit, est-ce que pour tout A, B,C',on a |A| < |B|A|B| < |C] = |A| < |C|7?

De plus, voici deux propriétés importantes que ’on aimerait que notre ordre ait :
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e cet ordre est-il compatible avec la relation “sous-ensemble”. Siun ensemble A
est inclus dans un ensemble B, avons nous toujours que la cardinalité de A est plus
petite ou égale a celle de B?

Autrement dit, est-ce que pour tout A, B, ona (AC B) = (|A] <|BJ|)?

e cet ordre est-il partiel ou complet. Est-ce qu’avec cette définition, étant donné
n’importe quelle paire d’ensembles A et B, on a toujours ou bien que A a une cardi-
nalité plus petite que celle de B, ou bien que A a une cardinalité plus grande que celle
de B, ou bien que A a une cardinalité égale a celle de B?

Autrement dit,
est-ce que pour tout A, B, on a (|JA| < |B|) VvV (JA| > |B|) V (|A| =|B|)?

Il est a souhaiter que chacune de ces propriétés soit satisfaite par notre définition. Si tel
n’était pas le cas, il ne serait vraiment pas naturel de parler d'une relation du type “plus
petit ou égal” sur les cardinalités. Essayons donc de démontrer que tel est le cas, pour les

ensembles infinis comme pour les ensembles finis.

La réflexivité de notre relation “cardinalité <”

Cette propriété est clairement vérifiée puisque, comme on I’a vu a la section 1.5.1 (voir la
proposition 1.5.3; page 100), pour tout ensemble A il existe toujours une fonction bijective

de A vers A. Cette fonction étant par conséquent injective, nous avons bien que pour tout
ensemble A, |A| < |A].

L’antisymétrie de notre relation “cardinalité <”

Cette propriété découle du théoreme suivant :

Théoréme 1.5.13 (Bernstein-Schroder) Soit A et B, deux ensembles.
S’il existe une fonction injective de A vers B et une fonction injective de B vers A, alors il

existera une fonction bijective de A vers B.
Autrement dit : |A| < |B| A |B| < |A| = |A] = |B].

Démonstration Nous ne ferons pas cette démonstration dans le cadre de ce cours.
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La transitivité de notre relation “cardinalité <”

Pour démontrer la transitivité, il faut montrer que, pour tout triplet d’ensembles A, B
et C, ¢'il existe une fonction injective de A vers B et une fonction injective de B vers C, alors

il existe une fonction injective de A vers C.

La transitivité est une conséquence du théoreme suivant :

Théoreme 1.5.14 Soit A, B et C, trois ensembles, et
soit fCAXxBetgC BxC. Sif etg sont deux fonctions injectives, alors f o g sera une

fonction injective de A vers C'.

Démonstration ( Voir théoreme 1.4.18, page 79 )

La relation “cardinalité <”est-elle compatible avec C 7?7

Le fait que pour toute paire d’ensembles A, B, on ait A C B = |A| < |B]|, est une

conséquence directe de la proposition suivante :
Proposition 1.5.15 Soit A et B deux ensembles.

St A C B alors la fonction Iacp: A — B est bien définie et est injective.
a — a

Démonstration Exercice.

Notre relation “cardinalité <” est-elle un ordre complet ?

Nous n’allons pas faire cette démonstration. Il est intéressant de savoir tout de méme

qu’il a été démontré que pour démontrer
pour toute paire d’ensembles A et B, on a (|4| < |B|) VvV (JA| > |B|) vV (|A| = |B|)

il faut absolument supposer I'axiome du choix.

1.5.4 |N| est la plus petite cardinalité infinie

Intuitivement, on ne voit pas comment un ensemble infini pourrait avoir une cardinalité

plus petite que |N|. Cette intuition est effectivement juste, en voici la démonstration.
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Théoréme 1.5.16 Soit A un ensemble infini. Alors |A| > |N|.

Démonstration

Soit A un ensemble infini. Alors, nous devons démontrer que |A| > |N| et pour ce faire,

nous allons montrer qu’il existe une fonction injective de N vers A.
Construisons la fonction f: N — A récursivement de la fagon suivante :

Soit ag € A. < Un tel agy existe, car l'ensemble infini A est non vide. >
Définissons f(0) = ay.

Soit a; € A \ {ag}. < Un tel ay existe, car l’ensemble infini A contient plus d’un élément. >
Définissons f(1) = a.

Soit ay € A\ {ap,a1}.
< Un tel ag existe, car l’ensemble infini A contient plus de deux éléments. >

Définissons f(2) = as.
Soit ag € A\ {ao,ai,as}.

( Un tel ag existe, car 'ensemble infini A contient plus de trois éléments. >

Définissons f(3) = as.

Continuant cette construction, ad infinitum, on aura défini f(n), pour tout n € N.

Comme Vn € N, n est en relation f avec un et un seul élément de A (soit 1'élément a,,),

f est bien une fonction de N vers A.

Il ne reste qu’a démontrer que f est injective. C’est-a-dire que
(v, €N | n£n = f(n) £ ().

Soit n, n’ € N choisis tels que n # n’ ( Montrons f(n) # f(n') )
Et comme N est un ordre complet, sans perte de généralité, supposons que n < n'.
Et de n < n/, on déduit que a,, € {ag,as,...,ay_1}.

Ce qui implique que a,, # a,. ( Car par construction, a, € A\ {ag,a1,...,ay_1}. )

Comme en plus on a a, = f(n) et a, = f(n'). ( Voir la définition de f. )

On a donc que f(n) # f(n').

f est donc une fonction injective.

C.Q.F.D.
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1.5.5 Donnons-nous des outils

Dans cette section, nous allons énoncer plusieurs résultats qui pourront étre utiles lorsque

viendra le temps de démontrer si deux ensembles ont la méme cardinalité ou si un des deux

a une cardinalité plus petite que I'autre.

Les deux premiers résultats sont des conséquences directes des définitions de “méme

cardinalité” et “cardinalité plus petite ou égale” et des théoremes 1.5.4, 1.5.10 et 1.5.13 et

de l'axiome du choix 1.5.12.

Théoreme 1.5.17 Soit A et B, deux ensembles, alors les énoncés suivants sont équivalents :

1.

o XS G e

Al = 1B].

3 fonction bijective f : A — B.

3 fonction bijective g : B —» A.

Al <|B| et |Al=]B]

3 fonction injective f : A — B et 3 fonction injective g : B — A.
3 fonction injective f : A — B et 3 fonction surjective h: A — B.
3 fonction surjective k : B — A et 3 fonction surjective h : A — B.

3 fonction surjective k : B —» A et 3 fonction injective g : B — A.

Théoreme 1.5.18 Soit A et B, deux ensembles, alors les énoncés suivants sont équivalents :

1

2
3
4.
5
)
7.
8
9

. |4 < |B|.
JJAI<[B] et |A[#]BI.

. 3 fonction injective, f : A— B mais A fonction bijective g : B —» A.

Al <[B| et [A]Z]B].

. 3 fonction injective, f : A— B mais A fonction injective g : B — A.

. 3 fonction injective, f : A— B mais A fonction surjective g : A —» B.

Al 2 |B].

. A fonction injective g - B — A.

A fonction surjective g : A —» B.

Les deux résultats suivants portent sur la notion de dénombrabilité. Ils découlent essen-

tiellement des théoremes 1.5.17 et 1.5.18 et du fait que |N| est “la plus petite cardinalité
infinie” (le théoreme 1.5.16).
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Théoréme 1.5.19 Soit A un ensemble. Alors les résultats suivants sont équivalents :
1. A est dénombrable.

4] < |N|

3 fonction surjective f: N —» A.

3 fonction injective f : A — N.

A < IN| ou |A] = N

A est fini ou 3 fonction bijective f : A —» N.

N N e

A est fini ou 3 fonction bijective f : N »— A.

Théoreme 1.5.20 Soit A un ensemble. Alors les résultats suivants sont équivalents :
1. A est non dénombrable?*.

|A| > |NJ.

A fonction surjective f: N —» A.

A fonction injective f: A — N.

A est infini et |A| £ |N].

A estinfint et A fonction bijective f: A — N.

A estinfini et A fonction bijective f : N — A.

N S N CRR

Théoréme 1.5.21 Soit A et B, deux ensembles dénombrables (finis ou infinis). Alors
1. AU B est dénombrable,
2. A x B est dénombrable.

Démonstration
Soit f: N — Aet g: N — B, deux fonctions surjectives
( De tels f et g existent, voir Théoréme 1.5.19. )

Démontrons que AU B est dénombrable.
Soit h: N — AUB

L si n est pair
R {f<2> p

g(%51)  sin est impair

La fonction A est bien définie, car chaque n € N est en h-relation avec un et un seul

¢lément de AU B qui est ou bien f(2) € A, si n est pair, ou bien g(%*) € B sin

est impair.

24. Dans la prochaine section, nous verrons qu’il existe des ensembles qui sont non dénombrables.
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Donc, pour démontrer que A U B est dénombrable, il suffit de montrer que h est sur-

jectif. ( Voir Théoréme 1.5.19. )
Montrons donc que (Vy € AU B | (In € N | h(n) =vy)).
Soit y € AU B. ( Il faut montrer (3n € N | h(n) =vy) )
Il y a deux cas (non nécessairement mutuellement exclusifs) a considérer.

Casl:ye A Cas2:yeB

Soit i € N choisi tel que f(i) = v. Soit j € N choisi tel que g(7) = y.

( Un teli existe, car f : N —» A est surjectif. ) || ( Un tel j existe, car g: N —» A est surjectif. )
Soit n = 2i. Soit n =27 + 1.
( Un tel n existe et appartient a N. ) ( Un tel n existe et appartient a N. )
Alors, on a bien Alors, on a bien
h(n) = h(2i) = f(3) = f(i) = y. h(n) = h(2j + 1) = g(B2=) = g(j)=y.

Dans chacun des deux cas on a bien qu'il existe un n € N tel que h(n) = y. h est donc

une fonction surjective. AU B est donc dénombrable.

Démontrons que A x B est dénombrable.
Nous avons démontré a la proposition 1.5.8 que [Nx N| = |N|. Par le théoreme 1.5.19, il
est donc suffisant de montrer que ‘A x B| < }N x N|. Pour démontrer la dénombrabilité
de A x B, il suffit donc de montrer qu’il existe une fonction surjective de N x N vers
A x B.

Soit la fonction H suivante :

H : NxN — AxB
(i,3) —  (f(@),90))

On note que H est bien définie (c’est-a-dire, elle est bien une relation totale et
déterministe), car pour tout couple (i,7) € Nx N, H((i,j)) = (f(i),g(j)) est bien un
élément de A x B puisque f(i) est bien un élément de A et g(j) est bien un élément
de B.

Il existe donc pour chaque couple (7, j) € N x N, un et un seul élément de A x B qui
est en H-relation avec (i, 7).

H est bien une fonction.

Démontrons que H est surjectif.

1 faut démontrer que (V(a,ﬁ} cAxB| (3<z,j> e Nx N | H({i,j)) = <a,5>)>.

Soit (o, B) € A x B.



114 CHAPITRE 1. THEORIE DES ENSEMBLES

Soit i € N choisi tel que f(i) = «
( Un tel i existe, car f: N —» A est une fonction surjective et o € A. )
Soit j € N choisi tel que g(j) =
( Un tel j existe, car g : N —» B est une fonction surjective et 3 € B. )
Alors, on a bien que (i,7) € Nx N et que H({i,j)) = («a, ).

H est donc surjectif.
On a donc que |[N| = [N x N| > |A x B].

Par le théoreme 1.5.19—(2 = 1), A x B est donc un ensemble dénombrable.
C.Q.F.D.

1.5.6 “Plus d’éléments” que N : Les ensembles non dénombrables

En terminant ce chapitre, nous allons essayer de trouver des ensembles infinis non dé-
nombrables. A premiere vue, on aurait pu croire que tous les ensembles étaient dénombrables
puisque Z est dénombrable et méme Q 1’est. Cependant, nous allons voir que R, lui, ne 'est
pas. Nous verrons méme comment on peut fabriquer des ensembles de cardinalité toujours

plus grande.

Le prochain théoreme est di a Cantor, le pere de la théorie des ensembles.

Théoréme 1.5.22 (Cantor) Pour tout ensemble A, |A| < |P(A)].

Ce théoreme est démontré a l’aide de la technique de démonstration par contradic-
tion. Comme expliqué a la section 1.3.8 (page 56), ce type de démonstration est basé sur
I’équivalence :

(—p = faux) < p,

c’est-a~dire : pour démontrer que p est vrai, on peut démontrer que la négation de p nous

mene a une contradiction.
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Démonstration du théoréme 1.5.22 (Cantor)
Il faut démontrer I’énoncé suivant : (x) Pour tout ensemble A, on a |A| < [P(A)].

Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble A tel que |A| > |P(A)|. Et

cherchons une contradiction.

Soit donc A un tel ensemble.

Soit f : A —» P(A), une fonction surjective. ( Une telle fonction existe, voir Déf. 1.5.11.)

Soit T={a€Al|ad f(a)}
Remarquons que 7' C A et donc que T € P(A).

Soit ag € A, choisi tel que f(ag) =T ( Un tel ag existe, car f est surjectif. )

Alors il y a deux cas a considérer.

Cas 1: ageT.
Alors ag & f(ap). ( Définition de T. )
Ce qui implique que ag € T ( Car f(ag)=T.)

Dans ce premier cas on a donc a la fois que ag € T et que ag € T,

ce qui est une contradiction.

Cas 2 : ag & T.

Alors =(ag & f(ap)). ( Définition de T. )
Ce qui implique que (ag € f(ao)). ( Définition de ¢ et Prop 1.1.5-a (Double négation) )
Ce qui implique que ag € T ( Car f(ag)=T.)

Dans ce deuxieme et dernier cas on a aussi a la fois que a9 € T et que ag € T,

ce qui est donc ici aussi une contradiction.

Le fait que nous obtenons une contradiction dans chacun des deux cas, nous permet de

conclure qu’on ne pouvait pas supposer le contraire de 1’énoncé ().

Si on ne peut supposer le contraire de I'énoncé (x), c’est qu’il est vrai.
C.Q.F.D.
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Définition 1.5.23 Etant donnés deuz ensembles A et B, on définit B4 comme étant ’en-

semble de toutes les fonctions de A vers B.

Autrement dit : B ={f : A— B | }.
Proposition 1.5.24 Pour tout ensemble A, on a ‘P(A)‘ = ‘{O, 1}’4‘.

Démonstration Soit la fonction G suivante :

G . {0,1}4 — P(A)

f:A—{0,1} +— {a€A | f(a)=1}

On note que G est bien définie (c’est-a-dire, elle est bien une relation totale et déterministe),
car pour toute fonction f € {0,1}4, G(f) = {a € A | f(a) = 1} est bien un élément de
P(A) puisque c’est un sous-ensemble de A.

Il existe donc pour chaque fonction f € Dom(G), un et un seul élément de P(A) qui est en
G-relation avec f.

G est donc une fonction.

Démontrons que G est injectif et surjectif.

Injectivité. Il faut démontrer que (Vfl, f2€{0,1}2 | fL # fo = G(f1) # G(fg))

Soit f1, fa € {0,1}4, choisis tels que fi # fo.
Soit 2 € A choisi tel que fi(x) # fa(x). ( Un tel x existe, car fi # fa. )

Comme 'ensemble d’arrivée de f; et celui de fy sont tous deux égaux a {0, 1},
sans perte de généralité nous pouvons supposer que fi(z) =0 et fo(x) = 1.

Ce qui implique que z ¢ {a € A | fi(a) =1} et que v € {a € A | fa(a) = 1}.
On a donc = € G(f1) et z € G(f2).

Ce qui implique G(f,) # G(f). Car G(f1) et G(f2) sont deux ensembles et >

ils n’ont pas exactement les mémes éléments.

G est donc injectif.
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Surjectivité Il faut démontrer que (VB € P(A) | (3f, € {0,1}* | G(f,) = B)).
Soit B € P(A). ( Notons que B C A.)

Soit f,: A — {0,1}

0 siaé¢ B.
a —
1 sia€ B.

La fonction f, est bien définie, car pour chaque élément a, ou bien a € B ou bien
a ¢ B. Ce qui ici implique que a est en f,-relation avec un et un seul élément de

[0,1}.

f, est donc bien une fonction (c.-a-d. : totale et déterministe).

De plus,
G(fs)
= {ac Al fy(a) =1} ( Définition de G. )
= {a€Alae B} ( Définition de f,. )
= B. (Car BCA. )

G est donc surjectif.

G est donc une fonction bijective de {0, 1}4 vers P(A).
{071}/*‘ - ‘P(A)‘.

Ce qui implique que

C.Q.F.D.

Corollaire 1.5.25 {0, 1} est un ensemble non dénombrable.

Le résultat précédent se généralise au résultat suivant :

Théoréme 1.5.26 Soit A un ensemble ayant au moins deux éléments et B un ensemble
mfini.
Alors AB est un ensemble non dénombrable.

Nous ne ferons pas la démonstration du théoreme 1.5.26, mais nous allons illustrer ’es-

sentiel des idées qui lui sont rattachées en solutionnant 1’exemple suivant :
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Exemple 1.5.27 Démontrons que {0, 1,2} est non dénombrable.

Solution 1 : Remarquons que toute fonction qui est élément de {0,1}N (I’ensemble de
toutes les fonctions dont le domaine est N et l'image est incluse dans {0,1}) peut
aussi étre interprétée comme un élément de {0,1,2}N (I’ensemble de toutes les fonc-
tions dont le domaine est N et l’image est inclus dans {0,1,2}).

Autrement dit, il y a une fonction injective “canonique” de {0, 1} vers {0, 1, 2}

< ’{o, 1,2}N‘.

Comme en plus on a démontré au cours que {0, 1} est non dénombrable,

( Voir le corollaire 1.5.25. )

nous avons donc que {0, 1,2} est également non dénombrable.

Ce qui implique que ‘{O, 13N

{0,1,2}N, 'ensemble de toutes les fonctions de N vers {0, 1,2} est donc non dénombrable.
C.Q.F.D.

Solution 2 : la solution la plus rigoureuse. Nous allons montrer que ){O, 1}N) <

’{0, 1, Z}N‘ en construisant explicitement une fonction injective de {0, 1} vers {0, 1, 2},
et comme on sait par le corollaire 1.5.25 que I'ensemble {0, 1} est non dénombrable,
nous aurons alors montré que {0, 1,2} est également non dénombrable.

Pour démontrer ){0, I}N‘ < ’{0, 1,2}, nous allons construire une fonction injective

H de {0, 1} vers {0, 1,2} de la mani¢re suivante :

H {0, 1} — {0,1,2N
f N — {0,1} H(f) : N — {0,1,2}
< nooe— f(n)) — < no— f) )

Autrement dit, étant donné une fonction f de N vers {0,1}, H(f) est la fonction de

N vers {0,1,2} qui a la méme régle de correspondance que f.

On note que H est bien définie (c’est-a-dire, elle est bien une relation totale et
déterministe), car il existe pour chaque fonction f € Dom(H), un et un seul élément
de {0, 1,2} qui est en H-relation avec f.

H est donc une fonction, il ne reste donc qu’a démontrer qu’elle est injective.

11 faut donc démontrer que (Vfl, fo € {0, 1N | fi # fo= H(f1) # H(fg)).
Soit f1, fo € {0,1}Y] choisis tels que f; # fo.

Soit x € N choisi tel que fi(x) # fo(x). ( Un tel x existe, car fi # fa. )
Alors H(f1)(z) = fi(z) ( Par la définition de H. )
Et H(f2)(x) = fa(2) ( Par la définition de H. )
On a donc H(f,)(z) # H(f2)(x) ( Puisque f1(x) # fa(x). )

On a donc H(f1) # H(f)
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C.Q.F.D.
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Avant d’énoncer le prochain théoreme, nous devons faire un rappel sur les nombres réels.

Rappel 1.5.28 La représentation base 10 d’un nombre réel est de la forme
bnbn—l .. .blbo, Qg1 Qo A3 Qy4 . ..

ou les b; et les a; sont des chiffres de 0 a 9.

Exemple : % =2, 666...

Cependant, cette représentation n’est pas unique. En effet, le nombre 0, 213 par exemple peut
p p p q

2

étre représenté par “0, 213000...” et par “0, 212999...”. Pour éviter toute ambiguité, nous
allons supposer ici que nous ne représenterons jamais un nombre réel par une représentation

base 10 qui se terminerait par une séquence infinie de 9.

En particulier, chacun des nombres de l'intervalle [0, 1] aura une unique représentation
base 10 de la forme 0, aga; as azagas. .., ou chacun des a; est un chiffre de 0 & 9 et qui ne

se termine pas par une séquence infinie de 9.

Histoire de bien comprendre ce probleme de la non-unicité de la représentation en base

10, voici la démonstration que 0, 9999... = 1 et la démonstration que 0, 212999... =
0, 213000... :
Démontrons que 0,9999... = 1.
Posons = =0, 9999. .. .
10x = 9,9999...
Alors on a —x = —0,9999...
9z = 9
Ce qui implique bien que x = 1. C.Q.F.D
Démontrons que 0, 212999... = 0, 213000... .
Posons y = 0, 212999. .. .
10000y = 2129, 9999...
Alors on a —1000y = — 212,9999...
9000y = 1917
Ce qui implique que y = %.

Et on vérifie facilement que %ég = 0,213 C.Q.F.D
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Théoréme 1.5.29 R est non dénombrable.

Démonstration

Etape 1 : Nous allons démontrer que Dintervalle [0, 1] est non dénombrable.

Démonstration par contradiction.

Supposons le contraire, c’est-a-dire que |N| > |[0,1[|. ( Et cherchons une contradiction. )

Soit f: N — [0, 1], une fonction surjective. ( Un tel f existe, car |N| >[0,1]]. )
Nous allons maintenant représenter f en extension, en représentant en base 10 chacun
des f(n).
Soit (a?)meN, une famille de chiffres de 0 a 9, choisis tels que :

f(0) = 0, ada?alalalal...

f(1) = 0, ajajalalalal...

f(2) = 0, d2a?a3aa3a}...

f3) = 0, adalada3alal...

f(4) = 0, ajatajaiatai...
Soit (bi)z‘eN’ une famille de chiffres choisis tel que pour chaque i € N :

4 sial#4
bi:{ P

5 sial=4
Soit maintenant b = 0, bg b1 bQ b3 b4 b5 ‘e
Clairement, b est un nombre de I'intervalle [0, 1], représenté en base 10 par une famille
de chiffres qui ne se termine pas par une séquence infinie de 9.
Soit n € N choisi tel que f(n) = b. ( Un tel n existe, car f est surjectif. )
Alors on a que 0, byby babsbsbs ... =0, afalayayayal...
( Car motre représentation base 10 est unique. (Voir le Rappel.) )

En particulier, on doit avoir b, = a!, ce qui en contradiction avec la définition de
(bi)ieN :
Ainsi, on ne peut pas supposer que [0, 1[ est dénombrable, c’est donc que [0, 1[ n’est

pas dénombrable.
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Etape 2 : Nous allons maintenant démontrer que R est non dénombrable.

Comme [0,1[C R, on a donc que par la proposition 1.5.15, que Ijqcr : [0,1[— R
est une fonction injective.

Ce qui implique que |R‘ > HO, 1[|

Ce qui, combiné avec ’étape 1, implique que ‘R| > |[O, 1[‘ > ‘N{

R est donc non dénombrable.

C.Q.F.D.
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1.5.7 Exercices sur les ensembles infinis

Exercice 1 :

Montrez que les ensembles suivants sont infinis dénombrables (c.-a-d. : qu’ils ont la méme
cardinalité que N). Pour ce numéro, vous pouvez, tout comme dans les notes de cours, donner
des définitions en extension de toute fonction bijective dont le domaine est N, et dans ce cas,

vous n'avez pas a démontrer qu’il s’agit effectivement d’une fonction bijective.
a) N x {5,12,789}.
b) N\ {5, 12,789}.
c) NxN.
d)
)
)

e) l'ensemble de toutes les puissances de 2

f

I’ensemble de tous les mots qu’on peut construire avec un alphabet qui soit composé

uniquement des lettres “a”, “b” et “c”.
Exercice 2 :

a) Démontrez que la fonction f: N — N x {2,3},

y 2 . . t .
définie par la regle de correspondance f(i) = . ) _Sl. ! es' palr'
(5,3) siiestimpair
est bijective.

b) En déduire que N x {2,3} est dénombrable.

Exercice 3 : (Pour ce numéro, aucune justification n’est demandée.) Etant donnés les en-

sembles A, B, C' et D, que peut-on conclure sur leurs cardinalités ?

a) — il existe une fonction bijective de A vers C';
— il existe une fonction surjective de A vers B

— il existe une fonction injective de A vers D.

b) — il existe une fonction bijective de A vers C';
— il existe une fonction surjective de A vers B
— 1l existe une fonction injective de A vers D ;

— il existe une fonction surjective de B vers D.

¢) — il existe une fonction surjective de A vers B ;
— il existe une fonction surjective de B vers C';
— il existe une fonction surjective de C vers D ;

— il existe une fonction surjective de D vers N.
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d) — il existe une fonction surjective de A vers B,
— il existe une fonction bijective de B vers C,

— il n’existe pas de fonction injective de C' vers N.

Exercice 4 :
Rappel : L’ensemble Q def { z

Y

xe€l,yel” } est l’ensemble des nombres rationnels.

a) Démontrez que Z x Z* est dénombrable en construisant en extension une fonction
bijective.
b) Démontrez que la relation F' suivante est une fonction surjective :
F: Zx7Z" — Q
(z,y) +— 7
¢) En utilisant a) et b), démontrez que Q est dénombrable.

Exercice 5 :
(A) Sans justifiez vos réponses, dites si les énoncés suivants sont VRAIS ou FAUX.

a) une relation asymétrique est toujours antisymétrique et irréflexive. .

b) Sip={(z,y) € N* | z <y}, alors p' = {{z,y) € N’ | 2 > y}
et p°={{z,y) eN* |z =gy}t

c) Sif={(A,B)e P(N)? | AcC B}, alors 0! = {(A, B) € P(N)* | AD B}
et c={(A,B)e PN?*|AD>B}.

d) ‘N{O’l}

e S —

e) NZ est dénombrable.

(B) Complétez et justifiez briévement :

a) S'il n’existe pas de fonction surjective de A vers N, alors Aest .
b) S’il n’existe pas de fonction surjective de N vers A, alors Aest .

c) Soit (A;)ien, une famille d’ensembles finis, alors 'union de tous les ensembles de

cette famille (notée (J;ey A J)est

d) Soit (A;)en, une famille d’ensembles infinis dénombrables, alors | J;y Ai est .
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Exercice 6 :

a) Démontrez que ’ensemble de tous les mots finis sur 'alphabet { “a”, “b” } est dénombrable

alors que ’ensemble de tous les mots infinis sur ce méme alphabet ne I’est pas.

b) Est-ce que 'ensemble de tous les mots (finis et infinis) sur 'alphabet {“a”, “b” } est

dénombrable ? Justifiez brievement.

Exercice 7 :
Démontrez que I’ensemble de tous les sous-ensembles finis de N est dénombrable alors que

I’ensemble de tous les sous-ensembles de N ne l'est pas.

Exercice 8 :

a) Les données d’entrée et de sortie d'un programme sont des séquences de bits. On peut
donc considérer une séquence de bits comme un nombre naturel exprimé en binaire
(en ajoutant un bit “1” au début de la séquence, de sorte que les “0” initiaux du
programme soient significatifs). Donc un programme calcule une fonction de N vers

N.

L’ensemble de toutes les fonctions de N vers N est-il dénombrable ?

b) Un programme en JAVA est construit a partir d’'un nombre fini de symboles et est de
longueur finie. On peut donc considérer un programme comme un mot écrit a l'aide

d’un certain alphabet.

L’ensemble de tous les programmes en JAVA est-il dénombrable ?

¢) Si on suppose qu’'on n’a aucun probleme de mémoire, est-ce que n’importe quelle

fonction de N vers N peut-étre calculée en JAVA ? (Justifiez brievement.)

Exercice 9 : Expliquez brievement pourquoi {0, 1,2} est non dénombrable.

Exercice 10 : Soit la fonction f, définie par f: [1,100] — [0,1]
z—1
x — T00

a) Démontrez que f est injective, mais pas surjective.

b) Peut-on conclure de a) que )[1, 100]’ < ’[O, 1]‘ 7 Pourquoi?

¢) Peut-on conclure de a) que )[1, 100]’ < ‘[O, 1]‘ ?  Pourquoi ?

)
)
)
)

d) Est-ce que [1,100] est dénombrable?  Justifiez.



Chapitre 2

Relations définies par récurrence

2.1 Suites

Dans ce chapitre, nous étudierons des problemes reliés a la notion de suite. Une suite est
une séquence infinie de nombres réels. Un élément de cette suite est appelé un terme de la

suite.

Par exemple, (0, 2, 4, 6, 8, ...) est la représentation en extension de la suite des entiers
naturels pairs ou encore (0, 1, 4, 9, 16, ...), celle des carrés parfaits. Voici un exemple plus
complexe, connu sous le nom de suite de Fibonacci : (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...). Chaque

terme de la suite de Fibonacci est la somme des deux termes précédents.

De fagon générale, la suite (ag, a1, az, as, as, ...) se note (a,),cy- Une telle suite est en
fait une fonction de N vers R, on peut donc représenter (a,),.y en utilisant la notation

introduite a la section 1.4.5 :
f+ N — R

n — a,

Une suite ne commence pas nécessairement par l'indice 0, elle peut commencer par tout
autre élément ng € Z. La suite (ang, Gng+1, Gng+2, Gng+s ---) DeUt étre représentée par la

fonction :
f:{neZ|n>n}t — R

n —  ay

De méme, la suite (a1, ag, as, a4, ...) débutant a I'indice 1 se note (an), - -

126
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Une suite peut donc étre définie en extension (par exemple, (0, 2, 4, 6, 8, ...)) ou (de

fagon plus rigoureuse) en compréhension :

2.1.1 Définition par terme général et par récurrence

La définition en compréhension d’une suite est appelée définition par terme général.
Plutot que d’utiliser le formalisme des fonctions, on présente généralement une définition par
terme général d’une suite en donnant simplement la formule générique permettant de calculer
directement n’importe quel terme de la suite ainsi que I’ensemble des indices pour lesquels
la formule est valide. Par exemple, le terme général de la suite (by,), . des entiers naturels

pairs est
b, = 2n Vn € N. (2.1)

A part la définition en extension et celle par terme général, il y a une autre fagon
(tout aussi rigoureuse que celle par terme général) de définir une suite : la définition par
récurrence, qui consiste & donner directement la valeur du premier terme (ou les valeurs
des quelques premiers termes) de la suite ainsi qu'une méthode pour calculer la valeur de
n’'importe quel terme de la suite en fonction de son (ou ses) prédécesseur(s). Ainsi, la suite

{bn),,en des entiers naturels pairs peut se définir récursivement par

-
0 ¥ (2.2)
bn bn—l + 2 Vn € N*.

La suite de Fibonacci' (f,), .y se définit récursivement par

Jo = 0
i =1 (2.3)
fn = fn—l“‘fn_z VW,EN\{O,l}

Nous verrons au cours de ce chapitre que le terme général de la suite de Fibonacci est :

fnzi<ﬂ> —i<1_\/3> Vn € N.

NAWS NAWS

1. Dans la littérature, la suite de Fibonacci est la plupart du temps définie pour n > 1, c’est-a-dire :
f1 =1, f2 =1 et fn:fn71+fn72 VHEN*\{].,Q}
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2.1.2 Notation sigma *“>.”

En mathématiques, on représente fréquemment une somme de plusieurs termes un utili-
sant la notation sigma. A 'aide de cette notation, la somme des nombres entiers entre 1 et
5 inclusivement s’écrit :

Zz’ = 1424+3+4+5.

i=1

De maniere plus générale, la somme des nombres entiers entre 1 a n inclusivement s’écrit :

n

di=14243+...+(n—1)+n.

i=1
La définition suivante met en évidence que la notation sigma permet de présenter de facon

concise une somme définie en extension.

Définition 2.1.1 Notation sigma
Soit n,ng € Z tels que n > ng et une fonction g : {i € Z | ng <i<n} — R. On écrit :

> (i) = glno) +glno+1)+g(no+2)+ ...+ g(n).

Ainsi, on peut écrire la définition en extension de la suite des entiers naturels pairs (b,),,cy;

dont le terme général est donné par I’équation (2.1), en utilisant la notation sigma :

by = > 2 =2+2+...+2. (2.4)
—_—
=1 n fois

De méme, la suite (c,), y de la somme des n premiers entiers naturels mis au carré s’écrit :

o= = 0P+ 1P4+22 43+ 0 (2.5)

La proposition 2.1.2 présente quelques propriétés des sommes qui permettent, dans cer-
taines circonstances, de trouver le terme général d’une suite a partir d’une définition utilisant

la notation sigma.
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Proposition 2.1.2 Propriétés arithmétiques des sommes en notation sigma.
Soit n,ng € 7Z tels que n > ng, deux fonctions g,h:{i € Z|ny<i<n}—R et une
constannte EeR. Ona:

a: Zl = n—ng+1 (En particulier, Zl =n)
i=ng i=1

b: Z k- g(i) = k- Z g(1) (En particulier, Z k=k-n)
i=ng =ng i=1

c: Y gli)+hG) = > gl)+ > hi)
i=ng i=ng i=ng

& 1
d: ZZ = n(n2—|— )

Par exemple, on retrouve 'expression du terme général des suites (b,),cy €t (Cn) ey que

nous avons définis plus haut a 'aide de la notation sigma par les équations (2.4) et (2.5) :

b, = Z 2 = 2-n ( Prop 2.1.2-b, cas particulier avec [k := 2] )
=1

( Prop 2.1.2-¢ )

- Zn:iz _ (2n+1)6(n+1)n
=0

2.1.3 Temps d’exécution d’un algorithme

Le concept de suite se retrouve au centre de ’analyse de plusieurs problemes en mathéma-
tiques et en informatique. On le retrouve entre autres lorsque 1’on cherche a calculer le temps
d’exécution ¢, d'un programme en fonction d’un certain parametre n qui est généralement

relié a la taille des données fournies en entrée au programme.

En analyse d’algorithmes, on mesure typiquement le temps d’exécution en calculant le
nombre de fois que sera exécutée une instruction barometre, c’est-a-dire une instruction
qui est exécutée au moins aussi souvent que n’importe quelle autre instruction du programme
(& une constante pres). Cette unité de mesure possede 'avantage de ne pas reposer sur
la vitesse de l'ordinateur sur lequel est exécuté un programme, mais évalue seulement la

complexité de 'algorithme 2.

2. 1l s’agit ici d’une présentation tres sommaire de ’analyse d’algorithmes. Le cours dédié entierement a
ce sujet vous en apprendra beaucoup plus!
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A titre d’exemple, le temps d’exécution d’un algorithme triant les n éléments d'un tableau
en ordre croissant dépend généralement de la taille n du tableau (c’est-a-dire le nombre
d’éléments & trier). L’instruction barometre utilisée est le nombre de comparaisons entre
deux éléments du tableau. Nous présenterons un exemple de calcul du temps d’exécution

d’un algorithme de tri a la section 2.2.2.

Les algorithmes itératifs

Lorsqu'un algorithme est constitué de boucles (possiblement imbriquées), il est souvent
naturel de calculer son temps d’exécution en utilisant la notation sigma “»”. Considérons

par exemple 'algorithme suivant :

Algo_Jouet Un (n )

[+0
Pour i =1 a n Faire
Pour j =1 a ¢ Faire
l+—1+1
Fin Pour
Fin Pour

Retourner [

Ici, se demander quel sera (en fonction du parametre n) le temps d’exécution de ’algo-
rithme revient en gros a calculer le nombre de fois que sera exécutée l'instruction barometre
“l « 1+ 17. Dans ce cas précis, cela est équivalent a se demander quelle sera la valeur re-
tournée par 'algorithme fonction du parametre n. Soit (d,,),, .y la suite qui, pour chaque n,

donne cette valeur finale. En utilisant la notation sigma “¥”, on peut traduire facilement les

i=1 j=1

boucles “Pour” en sommations :

En appliquant successivement les propriétés arithmétiques des sommations énoncées par la

proposition 2.1.2, on parvient a la définition par terme général de d,, :

d, = iil = iz ( Prop 2.1.2-a )
i=1

=1 j:l =
1
= @ ( Prop 2.1.2-d )
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On peut aussi exprimer d,, en définissant la suite par récurrence. En utilisant la convention

appropriée 3, on remarque facilement que :

do — 0
d, = d,—1+n VYnéeN*.

(2.6)

Les algorithmes récursifs

Pour analyser ’exemple précédent (1’algorithme Algo_Jouet_Un), la notation sigma semble
plus appropriée que la définition par récurrence de la suite. Il existe cependant plusieurs cas ou
la définition par récurrence est la plus naturelle. C’est particulierement le cas des algorithmes

récursifs, comme dans I’exemple suivant :

Algo_Jouet Deux ( n )

Sin <1 alors

Retourner 1
Sinon

Retourner 2 x Algo_Jouet Deux(n — 1)
Fin Si

Désignons par (by,), . la suite qui, pour chaque n, donne la valeur retournée par la fonction
décrite dans ce dernier exemple. Ici, il est facile de comprendre ce que sera la valeur de b,, si
on connait celle de b,,_; :

bo = 1;
b, = 2-b,1 VnéeN*.

(2.7)

Bien que la définition par récurrence soit une définition tout a fait rigoureuse, elle n’est
pas tres pratique. En effet, pour calculer b9g dans I'exemple précédent, il nous faut d’abord
calculer bgg et pour calculer bgg, on a besoin de connaitre bgg, etc. Donc, si on souhaite utiliser
la suite (an),cy pPour analyser notre petit algorithme “Algo_Jouet Deux”, pour chacune des
valeurs de n, on serait mieux de travailler avec la définition par terme général de la suite

(malheureusement plus difficile & obtenir) au lieu de la définition par récurrence.

3. Nous adoptons ici la convention que si n = 0, il n’y a pas d’erreur d’exécution, mais que les instructions
a l'intérieur de la premiere boucle “Pour” ne sont tout simplement pas exécutées.
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Dans cet exemple simple, on peut “deviner” que le terme général de la suite est b, = 2"

en calculant les premiers termes de la suite :

n 0 1 2 3 4 n
b, 1 2 4 8 16 2"

La section 2.2 présente la méthode de la substitution a rebours qui nous aidera, dans
certaines circonstances, a déduire le terme général d’une suite a partir de sa définition par
récurrence. Ensuite, la section 2.3 présente la technique de démonstration par induction
mathématique, qui permettra de démontrer que la définition par terme général que nous

avons déduit ou deviné est bien équivalente a sa définition par récurrence.
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2.1.4 Exercices sur les suites

Exercice 1 : Evaluez la valeur de la sommation suivante :

> (i +74).

1 j=1

S =

3
1=

Exercice 2 : En vous servant de la notation en extension des sommes, illustrez les égalités

suivantes (la réponse du premier exercice vous est donnée a titre d’exemple) :

a) zn:z = 1+Zn:z'
=1 1=2

Solution :

Zi = 142+43+...4n
=1

= 1+(2+3+...4+n)

= 1+ i

=2
n n
b) i = i
=0 i=1
n n—1
c) (n—1) = i
i=1 i=1
n n
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Exercice 3 : Soit la suite (vy,),,cy. dont le nieme terme correspond a la valeur retournée par

'algorithme suivant exécuté avec le parametre n en entrée (avec n > 1).

Algo_Jouet Trois (n )

v+ 0
Pour i =1 a n Faire
Pour j =i+ 1 a n Faire
vv+1
Fin Pour
Fin Pour

Retourner v

a) A Taide de la notation sigma, donnez ’expression permettant de calculer un terme v,

quelconque (avec n € N*).

b) A partir de la réponse précédente, calculez le terme général de la suite (v,) Pour

neN**
ce faire, utilisez les propriétés arithmétiques des sommes en notation sigma.

c) Donnez la définition par récurrence de la suite (vy,),, oy

d) Calculez les 5 premiers termes de la suite (v,), .. & l'aide de chacune des trois ex-

pressions trouvées en (a), (b) et (c). Assurez-vous que les réponses sont identiques.
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2.2 Meéthode des substitutions a rebours

La méthode des substitutions a rebours présentée dans cette section est une “recette”
qui nous permet, dans certains cas, de déduire le terme général d'une suite a partir de
sa définition par récurrence. Précisons des le départ que cette méthode ne permet pas de
démontrer hors de tout doute I’équivalence entre la définition par récurrence d’une suite et
le terme général déduit. Dans le cadre de ce cours, nous considérons cependant que, lorsque
la méthode des substitutions a rebours est appliquée rigoureusement, elle est suffisamment

convaincante pour qu’on puisse tenir son résultat pour acquis.

2.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les différentes étapes de la méthode des substitutions a rebours, considérons

I'exemple (tres simple) de la suite (by,), . dont nous avons donné la définition par récurrence

neN
a I'équation (2.7) :
by = 1

b, = 2-b,_1 Vn e N*.

Les équations ci-dessous présentent en détail de la méthode de la substitution a rebours

appliquée a la suite (by), .. Nous discuterons ensuite de chacune des étapes.

b, 2-byp1 ( Définition par récurrence de by, )
= 2:-2:-b,9 ( Car bp—1 =2b,_2 ) (A) Substituer
= 2:-2-2-b,_3 ( Car bp—g =2b,_3 ) a rebours
= 2:2:2-2:b,_4 ( Car bp_3 =2b,_4 )
- Déduire ’expression
= 2-2-...-2-by_; ( Pour tout i >1) (B) . o
———— apres ¢ subtitutions
1 fois
= 2:2-...-2:b ( En utilisant [i
n fois (©) Substituer la valeur
= 2-2-...-2-1 ( Carby=1) du cas de base
—
n fois
— o ( Arithmétique ) (D) Calculer le terme
général
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Nous avons donc divisé la démarche en quatre étapes clés :

(A) Substituer a rebours.

Nous débutons en considérant la récurrence “b,, = 2 - b,

b

et en substituant “b,,_;”
par sa définition, c’est-a-dire par la méme expression récursive. Nous répétons cette

opération quelques fois, en substituant successivement les valeurs de “b,,_5”, “b,_3”,

(B) Déduire ’expression apres i subtitutions.
Apres quelques substitutions a rebours, on voit apparaitre une structure dans le
développement de I'expression. Cela nous permet de déduire 'expression (en exten-

sion) de b,, apres avoir effectué un nombre quelconque i de substitutions.

(C) Substituer la valeur du cas de base.
Maintenant que nous connaissons 1’expression obtenue apres ¢ substitutions, nous cal-
culons 'expression qui fait apparaitre le cas de base de la récurrence. Ici, le cas de base
“bgp = 17 apparaitra apres n substitutions. Cela nous permet d’obtenir une expression

de b,, qui n’est plus récursive.

(D) Calculer le terme général
Nous transformons finalement ’expression en extension de b, en une expression en
compréhension. Dans I'exemple de la suite (by),,cy, cette transformation est obtenue

par une simple propriété arithmétique.

Notez que I'étape (D) ne sera pas toujours réalisable. En effet, déduire le terme général
d’une suite a partir d’'une expression en extension (ou en notation sigma) est souvent tres

difficile et parfois impossible.

2.2.2 Quelques exemples
Exemple 1 : La récurrence de I’équation (2.6)

Commencons par calculer, par la méthode des substitutions a rebours, le terme général

de la récurrence (d,), oy présentée par I'équation (2.6) :

do :O
d, = dn,_1+n VYneN*.

Rappelons que nous avons obtenu cette expression apres I’analyse de ’algorithme Algo_Jouet_Un

de la page 130.
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d, = dp_1+n (Déﬁnition par récurrence de by,
= dyot(n—1)+n ( Cardy—1 =dp—o+ (n—1)
dp3+(n—2)+(n—1)+n ( Cardyp—o =dp—3+ (n—2)
= dyyt+(n=3)+n—-2)+(n—-1)+n ( Car dyp—3 =dp—s+ (n—3)
doi+(n—(0G0-1)+n—-(00-2))+...+(n—1)+n (VieN*
do+(n—(n=1))+(n—n-2))+...4(n—1)+n ( Avec [i := n]
= n—m-1))+n—-—mnm-2))+...4(n—1)+n ( Cardy=0
= 14+24+...4(n—=1)+n ( Arithmétique
= Zj ( Réécriturre en notation sigma
j=1
n(n+1)

= =5 ( Proposition 2.1.2-d )

Dans cet exemple, la méthode de la substitution a rebours nous a permis de réécrire en
extension la suite (d,), .. Nous avons ensuite constaté que I'expression obtenue correspon-
dait & une somme en notation sigma dont nous connaissions le terme général (grace a la
proposition 2.1.2). Les propriétés des sommes sont en général tres utiles lorsqu’on applique
la méthode des substitutions a rebours sur des suites ou la regle de récurrence comporte une
addition.

Exemple 2 : Le tri par sélection

Le tri par sélection est un algorithme de tri simple et intuitif. Dans le pseudo-code
ci-dessous, on considere que 'algorithme recoit en entrée un tableau 7' contenant n nombres
réels a trier en ordre croissant. Les éléments du tableau sont indexés de 1 a n. Ainsi, T1]

réfere au premier élément du tableau et T'[n] au dernier élément.

Pour calculer le temps d’exécution de I’algorithme Tri_Sélection en fonction du nombre n
d’éléments a trier, nous choisissons la comparaison “T'[j] < T'[min]” en guise d’instruction
barometre, car cette instruction est exécutée au moins aussi souvent que n’importe quelle

autre instruction de l'algorithme.
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Tri_Sélection ( T[1,...,n])
Pour ¢ =1 a n Faire
MmN <— 1@
Pour j =7+ 1 a n Faire
Si T'[j] < T[min| alors
min < j
Fin Si
Fin Pour
temp < Ti]
T[i] < T[min]
T[min| « temp
Fin Pour

Retourner T

Désignons par (su),,cy 0,1y 1 suite dont le niéme terme correspond au nombre d’exécutions
de l'instruction barometre pour un tableau de taille n. Nous considérons n > 2, car il est
inutile de trier un tableau de moins de deux éléments. Puisque l'algorithme est de type
itératif, il serait possible de définir la suite a 'aide de la notation sigma et de calculer le
terme général associé en appliquant les propriétés de la proposition 2.1.2 (pourquoi ne pas le
faire en exercice!). Cependant, nous allons ici définir la valeur du terme s, par une regle de
récurrence :

82:1

Spn = Sp_1+(n—1) VneN\{0,1,2}.

L’expression de la récurrence est obtenue grace aux deux constatations suivantes :

— Pour un tableau de taille 2, I'instruction barometre est exécutée une seule fois (c’est
notre cas de base) ;

— Pour un tableau de taille n > 2, la boucle interne est d’abord exécutée (n — 1) fois (il
en va donc de méme pour le nombre d’exécutions de l'instruction barometre). Ensuite,
le nombre d’exécutions de l'instruction est le méme que si on exécute l'algorithme sur

un tableau de taille (n — 1).
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Utilisons donc la méthode des substitutions a rebours pour trouver le terme général de la

suite <3n>neN\{O,1} :

Sp = Sp_1+ (n — 1) < Définition par récurrence de sy
= Spot+t(n—2)+(n—-1) ( Car sp1=sp—2+(n—2)
= Sp3+(n—3)+(n—-2)+(n—-1) ( Car sp—92 = sp—3+ (n—23)
= Sput(n—4)+n-3)+(n—-2)+(n—-1) ( Car sp—3 = sp—4+ (n—4)
= Spitn—i)+(n—(—1)+...4+n—=2)+(n—-1) (VieN*

so+(n—Mm—=2)+n—(n-3)+...+(n—2)+(n—1) ( Avec [i :==n—2]
= $9+2+3+...+(n—2)+(n—1) ( Arithmétique
I1+2434+...+(n—=2)+(n—1) ( Car sy =1
= Zj ( Réécriturre en notation sigma )
-1)- —-1)+1
= (n—1) ((; )+1) ( Prop 2.1.2-d, avec [n:=n—1] )
n-(n—1)

= —. (  Arithmétique )

2

Exemple 3 : Le probleme des tours de Hanoi

Le probleme des tours de Hanoi est un jeu de logique qui a été imaginé par le mathé-

maticien francais Edouard Lucas (1842 — 1891). Le jeu est constitué de trois tiges (que nous

désignons par les tiges A, B et C) et de n disques. Tous les disques possedent des diametres

distincts. Au début du jeu, les disques sont empilés sur la tige A en ordre de taille, de maniere

a ce que le disque de plus grand diametre soit a la base de la pile et que le disque de plus

petit diametre soit au sommet de la pile (tel quillustré a la figure 2.1).

Al

FIGURE 2.1 — Le probleme des tours de Hanoi (a n = 6 disques).
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Le but du jeu est de transférer tous les disques sur la tige C en respectant les contraintes

suivantes :

— On ne peut déplacer qu'un seul disque a la fois. Les déplacements se font d'une tige a
une autre, et donc du sommet d’une pile au sommet d’une autre pile;

— Un disque peut seulement étre déplacé sur un disque de diametre supérieur ou encore
sur une tige vide. Autrement dit, il est interdit de déplacer un disque sur une pile

possédant des disques de tailles inférieures a lui méme.

Examinons d’abord la stratégie qui permet de résoudre le probleme des tours de Hanoi.
Nous procédons en débutant par le cas le plus simple (c’est-a-dire déplacer une pile d’un
seul disque) et en déduisant la méthode pour le cas général (c’est-a-dire déplacer une pile

constituée d'un nombre quelconque de disques).

(1) Méthode pour déplacer un seul disque de la tige A vers la tige C. (n = 1)

— Déplacer 'unique disque de la tige A vers la tige C.

(2) Méthode pour déplacer deux disques de la tige A vers la tige C. (n = 2)

— Déplacer le petit disque de la tige A vers la tige B;
— Déplacer le grand disque de la tige A vers la tige C;
— Déplacer un petit disque de la tige B vers la tige C;

(3) Méthode pour déplacer trois disques de la tige A vers la tige C. (n = 3)

— Déplacer deux disques de la tige A vers la tige B;

( Appliquer la méthode (2) avec [A := A] et [C := B]. )
— Déplacer le grand disque de la tige A vers la tige C;
— Déplacer deux disques de la tige B vers la tige C;

( Appliquer la méthode (2) avec [A := B] et [C := C]. )

(---) Méthode pour déplacer n disques de la tige A vers la tige C. (n € N¥)

— Déplacer n — 1 disques de la tige A vers la tige B ; ( Voir figure 2.2a )
— Déplacer 'unique disque de la tige A vers la tige C; ( Voir figure 2.2b )
— Déplacer n — 1 disques de la tige B vers la tige C; ( Voir figure 2.2¢ )
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| LAl |44

(a) Déplacer n—1 disques de A vers B. (b) Déplacer 1 disque de A vers C. Deplacer n—1 disques de B vers C.

FIGURE 2.2 — Illustration de la méthode a employer pour déplacer n disques
de la tige A vers la tige C. Les étapes (a) et (c) se font par appels récursifs.

La stratégie permettant de résoudre le probleme des tours de Hanoi s’exprime donc na-
turellement par un algorithme récursif. Le pseudo-code ci-dessous présente cet algorithme.

Pour résoudre une instance du probleme a n disques, 'appel initial a ’algorithme doit étre :

Déplacer Disques(n, A, C, B)

Prenez note que cette formulation de ’algorithme considere que le cas de base correspond
a la situation ou aucun disque n’est déplacé (n = 0). Il aurait été aussi valable de considérer
le cas ol un seul disque est déplacé (n = 1).

Déplacer Disques(nbDisques, tigeDépart, tigeArrivée, tigeAuxiliare)
Si nbDisques > 0 alors
(1) Déplacer Disques(nbDisques—1, tigeDépart, tigeAuxiliare, tigeArrivée)
(2) Déplacer le disque de “tigeDépart” a “tigeArrivée”
(3) Déplacer Disques(nbDisques—1, tigeAuxiliare, tigeArrivée, tigeDépart)
Fin Si

On désire maintenant connaitre le nombre de déplacements de disques que 1’on doit ef-
fectuer pour résoudre le probleme des tours de Hanol a n disques. Autrement dit, on désire
calculer le nombre de fois que sera exécutée la ligne (2) dans ’algorithme Déplacer Disques
en fonction de la valeur initiale du parametre “nbDisques”. La suite correspondante (h,,)

n/neN
se définit naturellement par la récurrence suivante :

h():O

(2.8)
h, = 2-h,_1+1 VneN*~
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Tentons de déduire le terme général de la suite (h,), .y & I'aide de la méthode des sub-

stitutions a rebours :

hy = 2-hpq1+1 ( Définition par récurrence de hy, )
= 2(2hn_2+1)+1 (Carhn,1:2-hn,2+l>
= 2-h,o0+2+1 (  Arithmétique )
= 2:(2-hps+1)+2+1 ( Car hy—9=2-h,_3+1)
= 2:2:2-h,3+2-24+2+1 ( Arithmétique )
= 2:2-(2-hpy+1)+2-242+1 ( Carhyp—3=2 hp_g+1)
= 2:2:2-hp, 4+2-2-242-242+1 (  Arithmétique )
= 2V hp g+ 22 4+22 421420 (  Arithmétique )
= 2 hp +271 4 422420420 (VieN*)
= 2" hg+2" 4 422421 420 ( Avec [i :=n] )
= 2"l 4. 4224214 90 ( Carhg=0)
n—1
= Z 27 ( Réécriturre en notation sigma )
7=0
= ...7 < A suivre... >

A ce moment-ci, nous ne pouvons pas aller plus loin dans la transformation de ’expres-
sion h,. La méthode des substitutions a rebours nous a permis de déduire une sommation
en notation sigma. Pour l'instant, nous ne connaissons aucune propriété qui nous permet
d’exprimer cette sommation sous la forme d’un terme général®. Cela met en évidence que
cette méthode ne peut pas a elle seule résoudre n’importe quelles récurrences. Nous avons

besoin d’outils supplémentaires !

4. Le lecteur avide de savoir peut se référer directement a la page 164, ou nous calculons le terme général
de la suite (h,), . Nous verrons en effet & la section 2.4.3 que le terme h,, correspond a la somme des n
premiers termes d’une suite géométrique de raison 2.
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2.2.3 Exercices sur la méthode des substitutions a rebours

Exercice 1 : Calculez le terme général des récurrences suivantes a 1’aide de la méthode des
substitutions a rebours :

T, = 0
a)
T, = Tno1+5 VneN\ {1}

<
—~
S
~—
I
w
<
—
S
|
—
~—

Vn € N*\ {1}
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2.3 Induction mathématique

Supposons que I'on connait la définition par récurrence d'une suite (an), .y €t que nous
désirons trouver sa définition par terme général. Dans plusieurs cas de récurrences complexes,
la facon la plus simple de procéder est de calculer les premiers termes de la suite a l'aide de
Iexpression de la récurrence et de “deviner” le terme général. Dans cette situation, il faut
ensuite démontrer que ’expression que nous avons “devinée” est valide pour tous les termes

de la suite. Pour ce faire, nous avons souvent recours au principe d’induction mathématique.

Notons que, bien que nous concentrons ici nos efforts sur I’étude des récurrences, le prin-
cipe d’'induction mathématique est s’applique a un éventail de problemes beaucoup plus

large.

2.3.1 Induction mathématique faible

Le principe d’induction mathématique s’énonce de plusieurs facons, la forme la plus

couramment utilisée étant :

Théoreme 2.3.1 Principe d’induction mathématique faible.

Soit un prédicat P. Alors,

a: [P(O)/\(Vn€N|P(n):>P(n—|—1))} = (VneN|Pmn)

b [P(O)/\(VnEN*|P(n—1):>P(n))} = (YneN| P(n))

Dans ce document, nous utiliserons surtout la deuxieme formulation du théoreme (2.3.1-b),
car c’est celle qui se préte le mieux aux démonstrations reliées aux résolutions de récurrences
telles que nous les avons définies. Le prédicat P(n) du théoréme correspondra & I’énoncé “Le
nieme terme de la suite (a,), . obtenu par le terme général correspond bien au terme obtenu

par la relation de récurrence”.

Structure d’une démonstration par induction

Les démonstrations utilisant le principe d’induction faible se divisent toujours en deux étapes :

(A) Démonstration de P(0).
Il s’agit de montrer que le terme général est valide pour le premier terme de la suite

(c’est-a-dire le terme ay).
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(B) Démonstration de (Vn € N* | P(n—1) = P(n)).
La démonstration se fait comme d’habitude lorsqu’on a quantificateur universel “v”

qui s’applique a une implication “=" (relire au besoin la section 1.3.3) :

— On présente un n € N* pour lequel on ne suppose qu’une chose, c’est que le prédicat
P(n—1) est vrai pour cette valeur de n.
— Puis on montre que ceci implique que pour cette valeur de n, le prédicat P(n) est

lui aussi vrai.

Une fois ces deux étapes démontrées, on peut conclure :

(A) et (B) impliquent (¥Yn € N | P(n)).

Autrement dit, le terme général est valide pour tous les termes de la suite (a,),,cx-

L’exemple suivant devrait rendre cette idée plus précise.

Exemple de la suite des carrés parfaits

Soit (cn),cn une suite définie par récurrence par

Co — 0
Cn Ch1+2n—1 Vn € N*.

Nous allons démontrer que cette suite correspond a la suite des carrés parfaits, c’est-a-dire

que le terme général de la suite (c,),, oy est :

¢, = n® V¥neN.

Démonstration. La suite (c,), .y est la suite des carrés parfaits.
Prenons le prédicat P(n) : ¢, = n’.
Alors nous devons démontrer que (Yn € N | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique (théoreme 2.3.1-b), il suffit de démontrer que
PO) A (VneN"| P(n—1)= P(n)).

Montrons P(0). ( C’est-a-dire, montrons co = 02. )
Co = 0= 02.
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Montrons (Vn € N* | P(n—1) = P(n)).
Soit n € N*, choisi tel que P(n — 1) est vrai. ( C’est-a-dire, tel que cp_1 = (n—1)?)
5

Montrons P(n), c’est a dire ¢, = n? :

Chn = Cp1+2n—1 < Définition de (cn),cn >
= (n—17+2n-1 (

= (n*—2n+1)+2n—1 ( Développement d’un trinéme carré parfait )
{

n?.

Hypothése d’induction. )

Simplification algébrique. )

On a démontré (Vn € N* | P(n—1) = P(n) ).

Conclusion : On a bien (Vn € N| P(n)), c’est-a-dire : ¢, = n? Vn € N.
C.Q.F.D.

Démonstration du principe d’induction faible

Nous allons maintenant démontrer le principe d’induction faible. Remarquez que, pour
ce faire, nous utilisons la technique de démonstration par contradiction (voir section 1.3.8).

Nous aurons aussi besoin de 'axiome suivant :

Axiome : N est un ensemble bien ordonné. (C’est-a-dire : tout sous-ensemble non vide de

I'ensemble N a un plus petit élément.)

Démonstration du théoréme 2.3.1-a (Principe d’induction mathématique faible)

Supposons le contraire de [ P(0) A (Vn e N| P(n) = P(n+1)) ] = (Vn € N| P(n))
c’est-a-dire que [ P(0) A (YneN|P(n)= P(n+1)) }, mais =(Vn € N | P(n)).

Et cherchons une contradiction.

Soit A, I'ensemble des éléments de N pour lesquels P(n) est faux.
Selon notre hypothese, A # ().

Soit n,, le plus petit élément de A.

( Un tel ng existe, car N est bien ordonné et A est un sous-ensemble non vide de N. )

Comme, par hypothese on a que P(0) est vrai, on a donc que n, # 0.
Donc n, —1 € N.

5. Notons qu'il faut lire cet énoncé ainsi : < tel que ¢,,—1 (tel que défini par la récurrence ci-haut) est bien
égal & (n — 1)2. > C’est ce qu’on appelle I’hypothése d’induction.
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Et comme n, est le plus petit élément de A, on a que P(n, — 1) est vrai.

Donc P(n,) est lui aussi vrai.
( Par Uhypothése (Vn € N | P(n) = P(n+1)), avec [n :=ng —1]. )

Donc n, ¢ A.

Le nombre naturel n, est donc a la fois le plus petit élément de A et pas un élément de A.

Contradiction.

Ainsi, on ne peut supposer le contraire. C’est donc que ’énoncé a démontrer est vrai.

C.Q.F.D.

Remarquons la deuxieme forme du théoreme (2.3.1-b) est en fait une simple réécriture de

la premiere forme (2.3.1-a). En effet, nous avons :

(VneN|P(n)= Pn+1)) & (YneN*|P(n—1)= P(n)).

Induction faible avec un indice de base quelconque

Il est important de préciser que la démonstration par induction mathématique faible telle
que nous ’avons présentée jusqu’a maintenant peut ne pas étre utilisable dans certains cas,
notamment lorsque la suite définie par récurrence ne commence pas a 'indice 0. Voici donc

une des nombreuses autres variantes du principe d’induction mathématique faible.

Théoréme 2.3.2 Principe d’induction mathématique faible sur {ng, no+ 1, no+ 2, ...}.

Soit un prédicat P et un entier ng € N. Alors,

| Pno) A (¥n € T\{no} | Pn=1) = P(n)) | = (nel|Pn)),

def

ov 1 = {ng, no+1,no+2, ...}

Remarquons que, si on réécrit le théoréme 2.3.2 précédent en substituant [ng := 0], on
a [I := NJ et on retrouve exactement I’énoncé du théoreme 2.3.1-b, c’est-a-dire le principe
d’induction mathématique faible que nous utilisons lorsqu’une suite définie par récurrence
commence a l'indice 0. Il est donc possible de démontrer le théoreme 2.3.2 en adaptant
légerement la démonstration du théoreme 2.3.1 que nous avons présenté plus haut. Le lecteur

est d’ailleurs encouragé a faire cette démonstration en exercice.
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De méme, comme le met en évidence 'exemple suivant, les démonstrations se basant
sur les théoremes 2.3.1 et 2.3.2 sont tres semblables, la différence principale étant qu’elles

débutent en montrant la véracité prédicat P(0) et P(ng) respectivement.

Exemple de la somme des nombres entiers positifs consécutifs

Nous allons maintenant démontrer la propriété 2.1.2-d (page 129), qui donne le terme

général permettant de calculer la somme des n premiers nombres entiers positifs :

n(n+1) ‘

1+2434+...+n = Zz - 5
=1

Pour cette démonstration, il sera plus naturel d’utiliser 'indice 1 pour désigner le cas de
base (plutot que 0). C’est pourquoi nous allons utiliser le principe d’induction faible avec un

indice de base quelconque.

Démonstration de la propriété 2.1.2-d  (Somme des nombres entiers positifs consécutifs)

: o n(n+1)
P 1 ddicat  P(n) : = —.
renons le prédica (n) Zz 5

i=1
Alors nous devons démontrer que (¥Yn € N* | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique (théoreme 2.3.2; avec [ng := 1] et donc [I := N*]),

il suffit de démontrer que

P(1) A (Vn e N\{1}| P(n—1) = P(n)).

1
Montrons P(1). < C’est-a-dire, montrons 1(12+1) = Zz >
i=1
1
1-(1+1) 2 ,

=1

Montrons (Vn € N*\{1} | P(n—1) = P(n)).
Soit n € N*\ {1}, choisi tel que P(n — 1) est vrai. C’est-a-dire :
(n—=1)((n—1)+1) n(n —1)

(%) i = 5 = 5 : ( Hypothése d’induction )
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n
Montrons P(n), c’est a dire Zz =

=1

n(n+1)
—

n

D i

i=1

= 14+243+...4(n—=1)4+n  ( Réécriture de la somme de 1 an )

n—1
= [ ZZ +n ( Réécriture de la somme de 1 a (n—1) )
i=1
—1
_ ”(”2 ) +n ( Voir (%) : Hypothése d’induction. )
-1 2
_ —n(n 2) +2n ( Arithmétique (dénominateur commun). )
—1 2
— n( (n 5 )+2) ( Arithmétique (mise en évidence de n). )
1
= @ ( Arithmétique. )

On a démontré (Vn € N*\{1} | P(n—1) = P(n)).

n 1
Conclusion : On a bien (Vn € N*| P(n)), c'est-a-dire : ZZ - n(”;‘ ) '

i=1 C.Q.F.D.

2.3.2 Principe d’induction mathématique a deux cas de base

) : 7 . s . . .
Lorsqu'une suite (an), .y est définie par récurrence, il arrive parfois que le calcul du
terme a,, repose plusieurs de ses prédécesseurs (et non seulement de son prédécesseur immédiat
a,—1). Nous présentons maintenant une autre variante du principe d’induction qui est utile

lorsque le terme a,, d’une suite est défini en fonction de ses deux prédécesseurs a,_1 et a,_s.

Théoreme 2.3.3 Principe d’induction mathématique a deuz cas de base.

Soit un prédicat P. Alors,

P(0) A P(1) A (vneN\{o,1}yp(n_z)AP(n—n;»P(n))} = (VneN|Pn)).

Comme nous le verrons dans I’exemple qui suit, une démonstration se basant sur ce dernier

théoreme doit donc débuter en démontrant la véracité des deux prédicats P(0) et P(1).



150 CHAPITRE 2. RELATIONS DEFINIES PAR RECURRENCE

Exemple de la suite de Fibonacci

A la section 2.1.1, nous avons défini ainsi la suite de Fibonacci (f,), .y par récurrence :

Jo = 0
i =1
fn = fnfl‘i‘fan VHEN\{O,l}

Nous avons ensuite affirmé que le terme général de cette suite est :

1 (1+v5) 1 1B\
fn—%<T) _%< 5 ) Vn € N.

Nous allons maintenant démontrer la validité de cette définition par terme général en

utilisant le principe d’induction a deux cas de bases (théoreme 2.3.3).

Démonstration. Terme général de la suite de Fibonacci.

Prenons le prédicat P(n): f, = \/ig <1+2*/5>n — \/Lg <%5)n Vn € N.

Alors nous devons démontrer que (Vn € N | P(n)).

Par le principe d’induction mathématique a deux cas de base, il suffit de démontrer que :
P(0) A P(1) A (YneN\{0,1}| P(n—1) A P(n—2) = P(n)).

Pour démontrer cet énoncé, nous avons besoin de la remarque suivante :

Remarque (%) : Les deux nombres %5 et %5 sont les deux zéros % du polynome
y = 2?> — 2 — 1. Donc, %5 et %5 sont les deux seuls nombres réels satisfaisant
I’équation 0 = 22 — x — 1, et donc 'équation x + 1 = 2. Autrement dit, additionner

1 & I'un de ces deux nombres est équivalent a 1’élever au carré.

0 0
Montrons P(0). < C’est-a-dire, montrons fo = == (1+2‘/5) — % (1_2‘/5> . >

L<1+¢3>°_i<1—¢5)0 SN I

Vi 2 Vi 2 VERRVE]

—b+Vb? — dac

6. Rappelons que les zéros du polynéme y = az? + bx + ¢, sont donnés par la formule x = 5
a
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1
Montrons P(1). < C’est-a-dire, montrons fi = % (1+2\/5) -

S 5 () - ()5 ()
75\ 2 75\ 2 AP 75\ 2

_ 1 <1+x/5 _ 1—\/5>

- U\ 2 2

_ 1 (25

= = (¥

- 1= f.

Montrons (Vn € N\ {0,1} | P(n—1) A P(n—2) = P(n)).
Soit n € N\ {0, 1}, choisi tel que P(n—1) et P(n—2) sont vrais.
C’est-a-dire, tel que nous avons :

n—1

1 1 5 1 1—v5

she= B0 - (50
n—2

= () A

Montrons P(n), ¢’est-a-dire f,, = \/Ag (HQ\/g) - \/Lg (1_2\6) :

_ < Définition de (fn)nem f0,1}- >

1 (1+\/g>n—1 S (l_\/g>n—1—i_L <1+\/g>n—2_ 1 (1_\/g>n—2
NG 2 V5 2 V5 2 NG 2

1 <1+\/5>n1+L <1+\/5>n2_L (1_\/5>n1 S (1_\/g>n2
NG 2 V5 2 NG 2 V5 2

On a démontré (Vn € N\ {0,1} | P(n—1) A P(n—2) = P(n)).

= ( Hypothéses d’induction. )

= ( Mise en évidence double. )

= ( Remarque (x), deux fois. )

= ( Propriété des exposants. )
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Conclusion : On a bien (Vn € N | P(n)),

c'est-a-dire : f, = \/ig <%5> — (1_2\/g> Vn € N.

-

C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant certains que le terme général de la suite de Fibonacci est

o= & (38) - L(155) wnen.

Mais si ce terme général ne nous avait pas été donné gratuitement, nous aurions été tous
incapables de le deviner. La méthode des séries génératrices présentée plus loin nous permettra

de calculer le terme général de la suite de Fibonacci.

Pour votre culture générale, il est intéressant de constater que le nombre %3 ~ 1,618
est une constante bien connue que 1'on appelle le nombre d’or. Le nombre d’or possede
plusieurs propriétés intéressantes. Il est présent dans plusieurs théories mathématiques et il

est méme utilisé en architecture 7.

2.3.3 Induction mathématique forte

Nous présentons maintenant la variante du principe d’induction connue sous le nom

d’induction mathématique forte, que nous formulons ainsi :

Théoreme 2.3.4 Principe d’induction mathématique forte.

Soit un prédicat P. Alors,

(VkeN | (k<n) A P(k)) = P(n)) = (VneN|P®)).

P(0) A (vn e N*

Rappelons que idée principale du principe d’induction faible (voir le théoreme 2.3.1 a la
page 144) est de supposer que le prédicat P(n—1) est vrai et de montrer que cela implique

que le prédicat P(n) est vrai. C’est ce que signifie I'expression suivante du théoreme 2.3.1-b :

(Vn e N*| P(n—1) = P(n)).

Dans I’énoncé du principe d’induction forte (théoreme 2.3.4), cette expression est rem-

7. Pour en connaitre davantage sur le nombre d’or, voir : http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_d%
27or


http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_d%27or
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_d%27or
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placée par une expression plus générale, c’est-a-dire :

(vn e N*

(Vk e N| (k<n) A P(k)) = P(n)> .
Cette derniere expression pourrait aussi se réécrire ainsi :

(vn e N*

[P(0) A P(1) A P2) A ... A P(n—1)] = P(n) ) .

Autrement dit, lors de 1'utilisation du principe d’induction forte, on suppose que, pour tout
entier positif k plus petit que n, les prédicats P(k) sont vrais. Ensuite, on montre que cela

implique que le prédicat P(n) est vrai.

Bien que le terme “principe d’induction forte” peut donner la fausse indication que cette
nouvelle formulation permet de démontrer plus de résultats que le “principe d’induction fai-
ble”, les deux principes sont dans les faits équivalents. Toutefois, le principe d’induction forte
facilite grandement certaines démonstrations. Dans le cas qui nous intéresse (celui des suites
définies par récurrence), nous utiliserons le principe d’induction forte lorsque la définition
par récurrence du nieme terme d’une suite n’est pas donnée en fonction du terme précédant

(le terme d’indice n — 1) mais d’un autre terme d’indice inférieur a n.

Induction forte avec un indice de base quelconque

A la section 2.3.1, nous avons généralisé le principe d’induction faible (théoreme 2.3.1-b)
aux suites débutant par un indice quelconque (théoreme 2.3.2). Le prochain théoreme ap-

plique la méme généralisation au principe d’induction forte.

Théoreme 2.3.5 Principe d’induction mathématique forte sur {ng, no+ 1, no+2, ...}.

Soit un prédicat P et un entier ng € N. Alors,

P(no)/\<Vn€]I\{n0} ) (Vk:e]l|(k<n)/\P(k:)):>P(n)>] = (¥nel|P)).

def

ov, T = {ng,nog+1,nog+2,...}.
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Exemple de démonstration utilisant le principe d’induction forte

Considérons la suite ( D(n) ), cy. définie par la récurrence suivante :

1
D(n) = D([5])+D([5])+1 V¥neN\{0,1}.

Nous allons montrer que le terme général de la suite (D(n) ), cx- €st

D(n) = 2n—1 VneN*.

Démonstration Terme général de la suite ( D(n) ), -

Prenons le prédicat P(n): D(n)=2n—1.

Alors nous devons démontrer que (Vn € N* | P(n)).

Par le principe d'induction mathématique (théoreme 2.3.5, avec [ng := 1] et donc [I := N*]),

il suffit de démontrer que
P@)A(erN*\U}’(VkeN*uk<n)AP@0y¢z%m>.

Montrons P(1). ( C’est-a-dire, montrons D(1) =2-1—1.)
2-1-1 =1 = D(1).

Montrons (Vn € N\ {0,1} | (Vk € N* | (k<n) A P(k)) = P(n)).
Soit n € N*\ {1}, choisi tel que (Vk € N* | (k<n) A P(k)) est vrai.
Ainsi, pour tout entier k situé entre 1 et n exclusivement, nous avons D(k) = 2k — 1.

( Il s’agit de notre hypothése d’induction. )

On remarque que : () 1 < [§] <n et (xx) 1 < [5] <n. (Carn>2)

Montrons maintenant P(n), c’est a dire D(n) =2n — 1 :
D(n)

( Définition de la suite (D(n) ), )
D(13])+D([31) +1

( Hypothése d’induction, avec [k := |2]], et remarque (x). )
2-[5] =1+ D([5]) +1
= ( Hypothése d’induction, avec [k := [2]], et remarque (sx). )

2. (2] —14+2-[2]—1+1

= ( Arithmétique )

2(15)+T151) -1
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Distinguons deux cas :

Cas 1 : n est un nombre pair. Alors,

+2)-1=2n-1.

]

D(n) = 2(12)+T21) =1 = 2(
Cas 2 : n est un nombre impair. Alors,
Dn) = 2(|2]+72])-1=2(%5t+22)—-1 = 2n—1.
Dans les deux cas, on a montré que D(n) = 2n — 1.

Conclusion : On a bien (Vn € N* | P(n)), c’est-a-dire : D, = 2n—1 Vn € N*.

C.Q.F.D.

Insistons sur le fait que la derniere démonstration ne se serait pas faite aussi facilement en
ayant recours au principe d’induction faible, puisque la définition par récurrence d’un terme

D(n) de la suite ne dépend pas du terme précédent D(n—1), mais des deux termes situés

“au milieu” de la suite ( D(1), D(2),...,D(n)).
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2.3.4 Exercices sur ’induction mathématique

Exercice 1 : Etant donnée la formule :
> 2 = n(n+1).
i=0

a) Vérifiez cette formule pour n = 1, 2, 5 et 10.

b) Démontrez par induction que cette formule est vraie pour tout n € N.

Exercice 2 : Soit f : N — R, une fonction qui satisfait la regle de récurrence suivante :

£(0) 3
flk+1) = 2-f(k)+2k—4 Vke N

a) Evaluez f(0), f(1), /(2), (5) et f(10).
b) Démontrez par induction que f(n) =2"—-2n+2 VYn e N.

Exercice 3 : Soit la suite (a,,), .y définie par récurrence par :

neN

ag — 2
an, 3a,-1+2 VneN*.
Montrez par induction que le terme général de la suite (an), oy est :

a, = 3" -1 VneN.

Exercice 4 : Soit la suite (by), . définie par récurrence par :

bo —4
b, = 3b,-1 +4n +4 VneN*.
Montrez par induction que le terme général de la suite (by,), . est :

by =3"—2n—-5 VneN.
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Exercice 5 : Soit la suite (c,), . définie par récurrence par :

Cy = 1

T = 1

¢n = 4-cp1—4-c o VYneN\{0,1}.

Montrez par induction que le terme général de la suite (c,), oy est :

cn = 271 (2—n) ¥YneN.
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2.4 Cas particuliers de récurrences

L’essentiel de cette section consiste a se donner des outils nous permettant, étant donné
une suite définie par récurrence, de trouver sa définition par terme général. Résoudre ce type

de probleme est faire de la résolution de récurrences.

Nous nous intéressons dans cette section a quatre familles particulieres de suites. Pour

chacune des suites appartenant a une de ces familles, le terme général est facile a trouver.

2.4.1 Les suites arithmétiques

Définition 2.4.1 Suite arithmétique.
On dit qu’une suite (an), oy est arithmétique de premier terme a et de différence d si :
® a4y = a,

e la différence entre la valeur du terme a,, et celle du terme a,_1 est égale a d ¥Vn € N*.

Théoreme 2.4.2 Terme général d’une suite arithmétique

Soit (an), ey une suite. Alors les énoncés suivants sont équivalents :
1. (an),en est une suite arithmétique de premier terme a et de différence d.

2. {an) ey €St définie par récurrence par :
apg = a
a, = Qp_1+d VYneN*.
3. (an),ey €St définie par terme général par :
a, = a+nd VnéeN.

Exemple : La suite des nombres pairs

La suite des nombres pairs que nous avons vue en introduction (équation (2.2), page 127)

est une suite arithmétique de premier terme a = 0 et de différence d = 2, et on a bien que :

bo 0
b, = b,_1+2 VneN*,

et que
b, = n-2 VneN.
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2.4.2 Les suites géométriques

Définition 2.4.3 Suite géométrique.
On dit qu’une suite (an), oy est géométrique de premier terme a et de raison r si :
® Gy = a;

e e rapport entre la valeur du terme a,, et celle du terme a,_1 est égal a r VYn € N* .

Notez que le rapport de a,, sur a,_; est le résultat de la division de a,, par a,,_1, ¢’est-a-dire :

G

r = .
An—1

Théoreme 2.4.4 Terme général d’une suite géométrique

Soit (an), ey une suite. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

1. (an),en €St une suite géométrique de premier terme a et de raison r.

2. (an),ey €St définie par récurrence par

apg = a
Ap = Qp_1-T VneN*".

3. (an) ey €St définie par terme général par :

a, = a-r" VneN.

Exemple : La suite des puissances de 2

La suite des puissances de 2, c’est-a-dire la suite (1,2,4,8,16,32,64, ...), est une suite

géométrique de premier terme a = 1 et de raison r = 2, et on a bien que

bo 1
by, = by, 1-2 Vne&N*,

et que
b, = 1-2" VneN.

Notez que nous avons déja étudié cette suite en introduction lors de ’analyse de 1’algorithme
“Algo_Jouet_Deux” (voir I'équation (2.7), page 131).
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2.4.3 La suite des sommes de premiers termes d’une suite

Définition 2.4.5 Suite des sommes de premiers termes d’une suite.

Soit (an),cy une suite. La suite des sommes de premiers termes de la suite (ay), oy

correspond a la suite (Sy), oy dont le niéme terme est :

S, = iai Vn € N.
i=0

Autrement dit, la suite (S5,,), .y sécrit en extension par :
<S">n€N = <CL0, (ao+a1), (CLO+CL1—|—CL2), e (a0+a1+~-~—|—an), > .

De méme, (S,), y est définie par récurrence par

So = Q
STL Snfl + an Vn e N* .

Les deux prochains théoremes permettent de trouver directement le terme général de la
somme des premiers termes d’'une suite arithmétique (définition 2.4.1) et de la somme des

premiers termes d’une suite géométrique (définition 2.4.3).

Théoreme 2.4.6 Terme général des sommes de premiers termes d’une suite arithmétique

Soit (an>neN,

suite des sommes de premiers termes de la suite (an), cy-

une suite arithmétique de premier terme a et de différence d et soit {S,) la

neN

Alors, (Sp),en €st définie par terme général par :

(ap 4+ an)(n+1)
2

S, = Vn € N.

Fréquemment, on s’intéresse a la suite des sommes des premiers termes de la suite arithmétique

(an),en €xcluant le premier terme ag. En désignant cette suite (S), .., on obtient :

s =Y a, = M Vn € N*| (2.9)
=1
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Théoreme 2.4.7 Terme général des sommes de premiers termes d’une suite géométrique

Soit (an), ey une suite géomélrique de premier terme ag et de raison v # 1 et soit (Sy,),cy la

neN

suite des sommes de premiers termes de la suite (an), cy-

Alors, (Sp),en €st définie par terme général par :

ag - (1 — ")

S, =
1—17r

Vn € N.

Lorsqu’on s’intéresse a la suite des sommes des premiers termes de la suite géométrique

. 4 * 1 .
(an),en €xcluant le premier terme ag, notée, (S}), o+, on obtient :

- ap - (1 —r")
S* = y = —————= Y N* . 2.10

Remarquons que les deux théoremes 2.4.6 et 2.4.7 contiennent 'expression “(n+1)”, soit

(1))

le nombre de termes de la somme qui donne S,,. Le terme “(n + 1)” est remplacé par “n

dans les équations 2.9 et 2.10 respectivement, car la somme qui donne S;; contient n termes.

PENSEZ-Y!

Les trois remarques suivantes s’averent de bons exercices pour vérifier votre

compréhension de 'arithmétique des sommes en notation sigma.

Remarque 1 : Il n'est pas nécessaire de retenir I’équation 2.9, puisqu’il est possible
de I'obtenir aisément du théoreme 2.4.6. En effet, si (a,), oy est une suite arithmétique

de premier terme a et de différence d, on a :

n

Sp=>ai= ) (a+id) ( Théoréme 2.4.2 (3) )

i=1 i=1
= (a+1d)+ (a+2d)+ (a+3d)+ ...+ (a+nd) < Ecriture en extension >

= (a+d+0d)+(a+d+1d)+(a+d+2d)+ ...+ (a+d+ (n—1)d)
( Arithmétique )

i
L

= (a+d+id) < Ecriture en notation sigma >

7

(a1 + an)((n—1) + 1) <
2

I
=)

Théoréeme 2.4.6, somme des n—1 premiers
termes d’une suite arithmétique de premier >

terme ay = a+ d et de différence d.
(a1 +a,) - n
5 .
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Remarque 2 : De maniere similaire a la remarque 1, I’équation 2.10 découle du

théoreme 2.4.7. Considérons une suite géométrique (a,,) de premier terme ag et de

neN
raison r. Alors :

n n

Sy = Zai = Za 7t ( Théoreme 2.4.4 (3) )

i=1 =1

= a-r'+a-r*+a-r+...+a-1r <Ecriture eneztension>

= ar- " +ar-rt+ar-r?+...+ar-r"t { Arithmétique )
n
= Z ar-r" < Ecriture en notation sigma >
=1
aj - ( 1 — r(n—1)+1 )

1—17r

Théoréeme 2.4.7, somme des n—1 premiers
termes d’une suite géométrique de premier

terme a1 = ar et de raison r.
ap-(1—1r")
1—r ’

Remarque 3 : Lasomme (infinie) de tous les termes d’une suite géométrique de premier

terme a et de raison r s’écrit de maniere équivalente des deux manieres suivantes :

D o
E a-r et E a-r L.
i=0 i=1

En effet, on voit facilement 'égalité des deux expressions en écrivant les sommes en

extension :

E a-r = ar"+a-r+art+a-r+ .
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Exemple 1 : La somme des 100 premiers entiers positifs

Supposons que 1’on désire la somme des nombres naturels de 1 a 100 inclusivement, c’est-

a~dire qu’on veut connaitre le résultat de la somme suivante :

100
d i= 142434444100,
=1

Remarquons que 1+2+3+4+---4100 est la somme des 100 premiers termes de la suite

arithmétique de premier terme 1 et de différence 1. Notons cette suite arithmétique (s,),,cn-

Alors, par le théoreme 2.4.2, on a :
Sp=14n-1 VneN.
Ainsi,

100
> i= 1+2+3+4+---+4100
- = So+S1+S2+83+---+3599 ( Cars,=100 si n+1=100, et donc sin =99 )
_ (5°+5992>(99+1) ( Théoréme 2.4.6 )
(14+100)(99 + 1)
2

= 5050.

Exemple 2 : Une somme de puissances de 2

On désire calculer la valeur de la somme suivante :
8+16+32+64+ 128 +---+1048576.

Remarquons qu’il s’agit d’'une somme de premiers termes de la suite géométrique de premier

terme 8 et de raison 2. Notons cette suite géométrique (t,), .. Par le théoreme 2.4.4, on a :

t,=8-2" VneN,
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Pour calculer le nombre de termes que 'on considere dans la sommation, on cherche d’abord

le i € N tel que t; = 1048 576. On le trouve par des calculs arithmétiques simples® :

t; = 8.2 = 1048576
& 28 = 131072
& logy(2') = log,(131072)

Alinsi, le résultat désiré est obtenu en calculant la somme des 18 premiers termes de la suite

géométrique (t,)

nen -
17 8. (1 _ 217+1) o
Z ti = ———— = ( Théoréme 2.4.7)
P 1-2
= 2097144.

Exemple 3 : Terme général du probleme des tours de Hanoi

A la section 2.2, nous avons présenté un algorithme qui permet de résoudre le probleme
des tours de Hanol en un nombre minimal de déplacements de disques (voir la page 139).
Nous avons établi que ce nombre optimal de déplacements est donné par une suite (hy,),, oy

dont la définition par récurrence est la suivante (voir I’équation (2.8), page 141) :

h0:0
hy = 2-hp1+1 VneN.

En appliquant la méthode des substitutions a rebours, nous avons transformé la définition

par récurrence de la suite (h,), . en une sommation :

—

n—

h, = 2/ VneN. (2.11)

<.
Il
o

Les notions introduites jusqu’alors ne nous permettaient pas de transformer cette sommation
pour obtenir le terme général de la suite (h,), .. Désormais, le théoreme 2.4.4 permet de
constater que 1’équation (2.11) correspond & une somme des n—1 premiers termes de la suite

géométrique de premier terme 1 et de raison 2. Ainsi, par le théoreme 2.4.7, on obtient que

8. Rappelons que log,(x) = igiigg;




2.4. CAS PARTICULIERS DE RECURRENCES 165

le terme général de la suite (h,), oy est :

1. 1_2(n—1)+1 1—9n
hy = (1 5 ) _ — =2"-1 VneN. (2.12)

Nous sommes donc parvenus a exprimer le nombre de déplacements minimaux nécessaire

pour résoudre le probleme des tours de Hanoi par un simple terme général.

2.4.4 Relations de récurrence linéaires et homogenes

Définition 2.4.8 Récurrence linéaire et homogeéne.
Une relation de récurrence est dite linéaire, homogene d’ordre k si la formule permettant de

calculer n®™€ terme de la suite est une combinaison linéaire des k termes précédents.

Voici quelques exemples de telles relations de récurrences :
— La relation de récurrence de la suite de Fibonacci (équation (2.3), page 127) est une
relation linéaire, homogene d’ordre 2. En effet, la formule permettant de calculer le

n®™e terme de la suite est une combinaison linéaire des deux termes précédents :
fo = 1-fos + 1 fos ¥neN\{0,1}.

— La relation de récurrence suivante est une relation linéaire, homogene d’ordre 4 :

(ap = 9

a = 7

a; = 3

az = 54

a, = 8-apo2+T7-a,—q VYneN\{0,1,2,3}.
(

Notons que la formule permettant de calculer a,,, le n®™e terme de la suite, est bien

une combinaison linéaire des 4 termes précédents puisque
ap = O'Qn—1+8'an—2+0'an—3+7'an—4'

— La relation de récurrence d’une suite géométrique (définition 2.4.3, page 159) est une

relation linéaire, homogene d’ordre 1.

On peut conclure du dernier exemple qu’il existe une formule permettant de résoudre tres
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rapidement les relations de récurrence linéaire et homogenes d’ordre 1 (voir le théoreme 2.4.4,
page 159). Le prochain résultat (théoreme 2.4.9) nous donne une formule permettant de

résoudre tres rapidement les relations de récurrences linéaires, homogenes d’ordre 2.

Théoreme 2.4.9 Récurrences linéaires, homogénes d’ordre 2

Soit (an), ey une suite définie récursivement par :

a = a

ap = b

a, = r-a,1+s-a,2 YneN\{0,1},
o a, b, r et s sont des constantes réelles.
Soit p, le polynome caractéristique de la suite (an),cy, (c.-a-d. : p(x) = 2* —rz —s).
Et soit py et py les zéros de ce polynome.

Alors, le terme général de la suite est :
a: a, = A-(p)" + B-(p)" VneN Si p1 # P2,
b: a, = A-(p)"+ B-n-(p)" ¥neN st p1 = pa,

ou A et B sont deur constantes déterminées par les conditions initiales de la récurrence

(c.-a-d. : par ag = a et a; =b).

La démonstration de ce théoreme fait appel a la méthode des séries génératrices, a
laquelle est consacrée la prochaine section. Nous présenterons donc la démonstration du

théoreme 2.4.9 a la section 2.5.4 (page 182).

Exemple de la suite de Fibonacci

Utilisons le théoreme 2.4.9 pour trouver le terme général de la suite de Fibonacci :

fo = 0
fi =1
fn = fn—l"’fn_Q VREN\{O,l}

(1) Trouvons la “forme” du terme général de la suite.

Le polynéme caractéristique de la suite (f,), .y est p(z) = 2> — (1)-z — (1).
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Et les deux zéros de ce polynome sont

(D124 1 (-1 1445
P = 9.1 = 9 )
I G VR vA G VL R T G D e
Pz = 2-1 -T2

Donc, par le théoreme 2.4.9, la forme du terme général de la suite est
1+v5\" 1-v5)
fn=A< +2\/_> +B< 2\/_> VneN,

ou A et B sont deux constantes.

(2) Trouvons les valeurs des constantes A et B.
115" 1-v5)°
RGO

R ICON Y

On sait que

A+ B =0

A(55) + B (15

Ce qui donne

En résolvant, on trouve facilement que A =

Sl

(3) Le terme général cherché est :

B 1+\/_ -1
= \/5 V5
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2.4.5 Exercices sur les cas particuliers de recurrences

Exercice 1 :

a) Est-ce que la suite (¢, )nen, définie par le terme général ¢,, = 5n—6 Vn € N, est une

suite arithmétique ?
b) Donnez ¢y, ¢1 et cagp.

So = —6
S, = S,.1+5n—6 VneN*.

Montrez (sans utiliser I'induction) que le terme général de la suite (S, )nen est

c¢) Soit la suite (S, )nen définie par récurrence par : {

D(5n — 12
g - (Tt )(25” ) Vnen.

Exercice 2 :Soit la suite (d,),cn définie par récurrence par :

dy = 5-2°
dy = dp1+5-2" VneN*.
Montrez (sans utiliser I'induction) que le terme général de la suite (d,)nen est

_23 1_2n+1
g =2 (_1 ) vnen.

Exercice 3 : Vous placez $1000.%° dans un compte & intérét composé de 5% par année.

Ainst, aprés un an il y aura dans votre compte, $1000.°°+ (5% de $1000.%°), ¢ est-
a-dire, en tout $1050.9°. Aprés deuz ans, il y aura dans votre compte, $1050.%0 +
(5% de $1050.2°), etc...

Soit ($,,)nen, la suite qui donne le montant d’argent qu’il a dans votre compte aprés n années.

a) Définissez (3$,,)nen par récurrence.
b) Trouvez le terme général de ($,,) en-

¢) Aprés 10 ans, combien d’argent y aura-t-il dans le compte 7
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Exercice 4 : Trouvez le terme général des suites suivantes :

a) a, = 1+3+5+7+9+---4+(2n+1) VneN.
by = —2

b) ‘
b, = b,_1+5n—2 Vn € N*.

C) bo - 0
b, = b,_1+n VneN*.

1
d) dl — 8
6 -

dn == dn_l—g'dn_g VHEN\{O,l}

Exercice 5 : Evaluez la somme suivante :

1 1
2 24 —-+4... .
32+ 8+ +2—|— +524288

Exercice 6 : En utilisant le théoreme sur les récurrences linéaires homogenes d’ordre 2,

exprimez les suites suivantes sous forme de fonctions rationnelles :

fO =0 b() = 2
a) fl =1 b) b1 = 6
fn = foc1+ foo ¥neN\{0,1} bn = byp_14+byo YneN\{0,1}
co —= 1 do =1
C) cl = 4 d) dl = 1
¢n = 4-cp1—4-cp_0 Vn e N\ {0,1} dy = 4-dp1—4-dp—o VneN\{0,1}
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2.5 Meéthode des séries génératrices

Dans cette section nous allons développer une méthode plus générale de résolution de

récurrences, la méthode des séries génératrices.

La série génératrice associée a la suite (a,),cy est une fonction G : R — R qui est

exprimée comme un polynoéme contenant un nombre infini de termes :
G(z) = ap + @z + apx® + azz® + ... + apa" + ...

Par exemple, la série génératrice associée a la suite des carrés parfaits correspond a la fonction
C : R — R suivante :

Cz) = 0+ 1o +42° +92° + ...+ (nH)a" + ...

2.5.1 L’idée de la méthode

Examinons la suite (b,),, .y définie par récurrence par

bo 1
bn bn—1'2 VHGN*

Notez que cette récurrence est tres simple a résoudre. En effet, nous avons déja déterminé
a la section 2.4.2 qu’il s’agit d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2. Le

théoreme 2.4.4 nous a permis d’énoncer directement que le terme général de la suite est :
b,=1-2" VneN.
Dans le texte qui suit, nous nous servons de la suite (by,), . comme premier exemple

pour illustrer le fonctionnement de la méthode des séries génératrices. Nous développerons

les outils nécessaires a 1'utilisation de cette méthode par la suite.

Une premieére série de puissance

Considérons la somme suivante, ot z est un élément quelconque de R\ {1} :

1+2- 242222 4+22. 23+ ...+ 2" 2",
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Il s’agit de la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique (1 - (2z)"), oy, dont

le premier terme est 1 et et la raison est 2x. Par le théoreme 2.4.7, on a donc :

1-(1— (2z)"H)

1+2-24+22.224+22. 22+ ... +2". 2" =
1 -2z

-1 1
2 2
se rapproche de 0. Dong, si on

fait tendre n vers l'infini, la partie droite de ’équation ci-dessus va tendre vers 1'1(1—;;))
1

.- De plus, la partie de gauche de 'équation ci-dessus deviendra une somme

contenant un nombre de plus en plus grand de termes, a la limite une somme contenant une

Supposons maintenant que 2z € |—1, 1[, c’est-a-dire que x € ] [ Alors on remarque

facilement que dans ce cas, plus n devient grand, plus (2z)"!
, C’est-

a-dire vers

infinité de termes.

Autrement dit, a la limite, lorsque n — oo, et si x € ]_71, %[, I’équation ci-dessus devient :

1+22+222°+2°2°+... = T on (2.13)

7

On constate que la somme infinie “1 + 2-2 + 22.2% + 23.2% + ...” est en fait une fonction

de x. En effet, pour tout x € ] _71, % [ , cette somme infinie coincide avec la fonction d’équation
_ 1
f@) = -
Précisons que la fonction f(z) = ﬁ est une fonction rationnelle, c’est-a-dire une

fonction qui peut s’exprimer comme le quotient de deux polynomes, les constantes étant ici
vues comme des polynomes de degré 0. Nous disons que la somme infinie “1 + 2-x + 2222 +

23.23 + ... est la série de puissances associée a la fonction rationnelle f.

Nous utilisons ce résultat dans la démonstration qui suit afin de trouver le terme général

de la suite (by),,cn-

Démonstration Terme général de la suite (b,), .y par la méthode des séries génératrices

1. Fabriquons d’abord la fonction GG, correspondant a la série génératrice associée a partir

de la suite (b,) de la maniere suivante :

neNy
G(Q?) = bo—i‘bliﬂ—'—bgl’z +b31’3 + e+ b+ -

Remarquons que cette somme infinie est une fonction de x. Cette fonction encode en

quelque sorte la suite (by),, .y Puisque c’est la suite des coefficients de G.

Selon la définition de la suite (by,), ., bn =bp—1-2 Vn € N¥,
ce qui implique que b, —2-b,_1 =0 Vn € N*,
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Pour trouver le terme général de la suite (b,)
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ce qui en extension donne : by —2-bp=0
by —2-by =0
bs —2-by =0
by —2-b3=0
etc...

Maintenant, nous allons essayer d’utiliser cette relation de récurrence et nos connais-

sances en algebre pour arriver a écrire la fonction GG sous une forme plus simple.

G(r)= by + biz + bpa? + byzd + oo+ bpa™  +
—2z-G(x) = + —2bgzr + —2bj2® + —2box® + -+ + =2, 12" +
G(z) —22G(z) = by + 0Oz + 0x? + 0z3 + - + 0x" +
Ce qui donne G(z) — 2z -G(x) = 1 ( Carby=1.)
Donc, on a G(z)(1 —2z) = 1
Donc, on a G(z) = @, ce qui est une forme beaucoup plus simple pour exprimer

la fonction G.

. Remarquons que nous connaissons déja la série de puissances associée & ~——, c’est

(1—22)°
142242222423 23+ 42" g - ( Voir équation (2.13) )

. Cette constatation nous permet de déduire le terme général de la suite (b,), .y,

puisque :
On a d’une part que
Gx) = by + bz + by 22 4+ bya® 4+ - 4+ bya" +
et d’autre part que ) 0 0 o 1
Gz) = 1 4+ 2z + 222 4 2343 4 ... 4 9ngn o

Ce qui indirectement implique le résultat cherché :

b, = 2" VneN.
C.Q.F.D.

nen» 1@ solution par la méthode des séries

génératrices que nous venons de présenter est bien sir nettement plus compliquée que la

solution présentée a la section 2.4.2 sur les suites géométriques. Notre nouvelle solution a

cependant 'avantage d’étre généralisable a des récurrences que nous ne pouvions résoudre

jusqu’a maintenant.
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2.5.2 Méthode de résolution et modeles de séries de puissances

On peut résumer ainsi la méthode des séries génératrices pour la résolution de récurrences :

Etape 1 : A partir de la suite (an) on construit? la série génératrice

neN’
G(z) = Zaixi = ay+az+ agr® +azz® + o+ a " + 0 (2.14)
i=0

Puis en se servant astucieusement de la relation de récurrence définissant (a), .y, on

exprime G sous la forme d’une fonction rationnelle.

Etape 2 : On décompose la fonction rationnelle trouvée a l’étape 1 en fractions par-
tielles, de facon a ce que pour chacune de ces fractions, on connaisse la série de puis-
sances qui lui est associée. Ensuite, on recompose les différentes séries de puissances

associées aux fractions partielles de fagon a obtenir la série de puissances associée a

G.

Etape 3: A partir de la série de puissance trouvée a 1’étape 2, on déduit le terme
général de la suite (an), - A cette étape, on doit souvent trouver la valeur de
constantes inconnues. Pour ce faire, on substitue les valeurs des cas de base de la
définition par récurrence de (an),.y et en résolvant le systeme d’équations linéaire

ainsi obtenu.

Mais avant de pouvoir efficacement résoudre des récurrences par cette méthode, il nous
faut connaitre plusieurs modeles de séries de puissances et savoir comment on décompose en

fractions partielles.

Théoreme 2.5.1 Modeéles de séries de puissances

Soit a, b € R\ {0}, alors Vx € ]‘_T‘l, ﬁ[, on a que

9. Notez que dans I’équation (2.14), le théoreme 2.5.1 et le corolaire 2.5.2, nous exprimons les sommations
a la fois en notation sigma et en extension. Les deux notations sont équivalentes et il appartient a vous
d’adopter celle que vous préférez lorsque vous appliquez la méthode des séries génératrices.
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a: a4 = Zabixi = a+abr +abP2? +abP3+- -+ aba™ +---
1—bx —
T i(z#l)abixiz a+ 2abx + 3ab*-2? + -+ + (n+ab"z" + ---
(1 — bx)? —
c: ﬁ = ;z’abilxi = 04ax + 2abx? + 3ab? 2+ + nab™ " .-
a N (i4+2)(i+1)ab’ | 2-1la  3-2ab  4-3ab® , 5-4ab® ,
d: _—_— ¢ =
(1 — ba)? ; 2 v y Ty Tt 2
n+2)(n+1)ab”
RS RS LT
2
En particulier, nous avons donc les séries de puissances suivantes.
Corollaire 2.5.2 Clas particuliers des modéles de séries de puissances
1 Ny
a: :Zx’ = l4+ao+22+23+24 +- - F 2"+ .-
11— —
1 > o
. _ i .0 _ 2,.2 3.3
b: = = ;(—1)33 = 1+ (-Dz + (—1)%2* + (—1)%z° +
1 > ,
©t TTaE - ;(i—i—l)%l = 1420 +32+4%+ -+ (n+1)a" + -
d: (1—33—:@)2220” = 0424222 +323 + 42"+ - + na" + .-
1 ~(i+2)(i+1) , 2:1 32 43 , (n+2)(n+1)
e‘(l—x)S_; o P T gttty eed 2 S

Voici enfin la forme de décomposition en fractions partielles de certaines des familles de
fonctions rationnelles. Remarquons que le numérateur de chacune des fractions partielles est

toujours une constante.

Théoreme 2.5.3 Décomposition en fractions partielles
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ar + b A N B
a: =
cx +d)(ex + cr+d exr+
(
( Pourvu quey=cx+d ety =ex + f aient des zéros différents. )
b, % +b B A N B
" (cx+d)?  cr+d (e +d)?
ar? 4+ bx + ¢ A N B N C
c: =
(dx +e)(fzr + g)(hax + 1) dr+e fr4+g hr+i
( Pourvu quey =dz +e, y = fr+g et y = hx + i aient des zéros tous différents. )
4 az? + br + ¢ A N B N C
" (dr+e)?(fr+g)  drte (drde)?  frtg
( Pourvu que y = dx + e et y = fx + g aient des zéros différents. )
ax® 4+ bx +c A n B N C
e: ——— =
(dx +e)3 de+e (dv+e)? (dr+e)?

Le résultat énoncé au théoreme 2.5.3 se généralise a toutes les fonctions rationnelles;
cependant, dans le cas ou il y a au dénominateur des zéros qui soient des nombres complexes,
le probleme devient plus difficile. Notez que nous ne démontrons pas ici pourquoi chacune des
fonctions rationnelles appartenant a une de ces familles se décompose effectivement comme
le dit le théoreme 2.5.3.

2.5.3 Quelques exemples de résolution de récurrences
Exemple 1-a (en représentant les sommes en extension)
Trouvons le terme général d'une suite (ay),, . dont la définition par récurrence est la suivante :

ag = 1
a, = 3-a,-1+4" Vn e N*,

Prenez note que, au cours de la démarche suivante, nous représentons toutes les sommations

par la notation en extension.

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e On remarque que : a, — 3-a, 1 — (4") = 0 Vn € N*;
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e ce qui en extension donne : ar—3-a9—4 =0
as —3-a; —4*=0
a3—3-a2—43:0

CL4—3'CL3—44:0

etc...
e Posons G(z) = ap + a1 @ + ax2® + azx® + -+ + a, 2™ + -+ -.
Alors,
G(x) = ao + ax + asx?® + azx® + - + anx” + -
—3z-G(zx) = + —3-apr + —3-a12® + —3-ax® + - + =3 -a,_17" + -
- = -1 +  —da+ (4P + ()P4 + (A" +
G(x) —32G(x) — =5 = ao—1+ 0x + 02 + 0z3 + -+ + 0z™ 4 - -
Ce qui donne G(z) — 3z G(z) — 2= = 0 (Car ap—1 =1-1 = 0.)
Donc, on a  G(z)(1—3z) = -
Donc,ona G(z) = WM, ce qui est une forme beaucoup plus simple pour exprimer

la fonction G.



2.5. METHODE DES SERIES GENERATRICES 177

Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a G)

Par le théoreme 2.5.3-a, on obtient :

1 A B
C@) = i) ~ 1-8 1o

On applique ensuite le théoreme 2.5.1-a sur chacune des deux fractions partielles :

4+ B4+ B-dr + B-4222 + B- 43234 .o 4 B-Ang" 4 ...

= (A+B)+ BA+4B)-z + (3?A+4?°B) -2* + (3*A+43B) - 2*
+- + (3"A+4B) 2" 4 -

Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)
Le terme général de la suite (ay), oy est donné par :
a, = 3"A+4"B.

Il ne nous reste plus qu’a calculer les valeurs des constantes A et B. Par la définition

de la récurrence, nous savons que ay = 1 et a; = 3 - ag + 4* = 7. Donc :

apg = 3°A+4°B = A+B =1
& B = 1-A, (*)

ap = 3'A+4'B = 3A+4B =7
& 3A = 7T-4B, (%)

3A = 7T—4(1-A) = 3+4A ( Substitutions de (*) dans (**))
s A = =3, ( * )

B = 1—-(-3) = 4. ( Substitutions de (***) dans (*) )

Avec ces valeurs de A et B, on obtient le terme général suivant :

a, = 3"-(=3)+4"-4
— _(3n+1) +4n+1.

Conclusion : La définition par terme général est a, = —(3""!)+4"" V¥n e N.
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Exemple 1-b (en représentant les sommes par la notation sigma)

Dans I'exemple précédent, nous avons fait le choix d’écrire toutes les sommations en exten-
sion. Nous reprenons maintenant le méme exemple en utilisant cette fois-ci la notation sigma
pour représenter les sommations. Notons immédiatement que, bien que les deux méthodes
sont équivalentes, nous jugeons qu’il est plus naturel d’utiliser la notation en extension pour
I'étape 1 (la démarche qui suit est d’ailleurs la seule du document qui utilise la notation sigma

pour cette étape). Par contre, la notation sigma se préte habituellement bien a ’étape 2.

Rappelons que notre objectif est de trouver le terme général de la suite (a,) dont la

neN
définition par récurrence est :

apgp = 1
a, = 3-a,-1+4" Vn e N*.
Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e On remarque que : a, — 3-a,_1 — (4") = 0 Vn € N*;
e Posons G(z) = Zai T

=0
Alors,
1
G(z) —3z-G(x) —
(@)~ 30 Gla) ~
= Z a; ' — 3z Z a; ' — Zéf 7' ( Définition de G et théoréme 2.5.1-a )
=0 =0 =0

= |ao+ Z a;z’| — Z 3a; 2" — |1+ Z 4" g ( Arithmétique )

— ag—l—Zaixi - Z?)ai_lxi - 1+Z4ixi <C’ar2f(x) = Zf(a:—l)Vf:N—HR>
L i=1 1 L= I L =t ] =0 im1
= ag— 1+ Z [ai —3a,_1 — 4i] ozt (  Arithmétique )
i=1
= aqy—14+0 ( Car ap —3-an—1—(4") = 0VneN*)
= 1-1+40 ( Carag = 1)
=0
Ce qui donne G(z) — 3z G(z) — 2= = 0

Donc, on a G(z)(1 —3x) = ﬁ et G(z) = m-
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Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a G)

1
¢@) = GTspa—)
= A + B ( Théoréme 2.5.3-a )

1—3x 1—4x

= ZA 23t ZB 4"z ( Théoréme 2.5.1-a (2 fois) )
=0 i=0
= [A 3"+ B 42} z'. ( Arithmétique )

1=0

Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)

L’étape 3 est identique a celle présentée par I'exemple 1-a.

Conclusion : La définition par terme général est a, = —(3""!) 4471 Vn e N,

On constate que la démarche demeure essentiellement la méme en utilisant la notation
en extension (exemple 1-a) ou la notation sigma (exemple 1-b). Il appartient donc & vous

d’adopter 'une ou 'autre de ces notations.

Pour les exemples présentés dans le reste de ce document, nous allons préférer la notation
en extension pour effectuer I'étape 1 de la méthode des séries génératrices, car elle permet
d’illustrer clairement 1’astuce qui permet aux termes de s’annuler entre eux. Cependant, nous
allons adopter I’écriture en notation sigma pour effectuer la deuxieme étape de la méthode
des séries génératrices, car elle est plus concise et tout aussi compréhensible que la notation

en extension.

Propriétés des polynomes de degré 2

Avant de faire I'exemple qui suit, nous avons besoin de faire un rappel de certaines
propriétés des polynomes de degré 2. Les propriétés qui suivent sont valides meme si les zéros
du polynéme ne sont pas des nombres réels, c’est-a-dire méme si b2 — 4ac < 0. Dans ce cas

cependant, les calculs se font dans les nombres complexes.
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Proposition 2.5.4 Propriétés des zéros d’un polynome de degré 2
Soit p(x) = az*+ bx + ¢, un polynome de degré deur.

qef —b4+ Vb2 —4dac ger —b —V/b? —4ac

Soit = t =
o n 2a o 2a
Alors,

e pp el py sont appelés les zéros du polyndéme p parce que

pp1) =0, plp2) =0 et p(x)#0 Va#pi,ps.
e Le polynome p se factorise toujours ainsi :
p(x) = a(z — p1)(z = p2)
o De plus, si le polynome est unitaire (c’est-a-dire si a = 1), on a toujours que

{ (*) pitp = b
(

k%) p1 - py = C

Pour les calculs que nous aurons a faire dans ce chapitre, la proposition suivante, qui

découle presque directement de la précédente, nous sera tres utile.

Proposition 2.5.5 Factorisation d’un polynome de degré 2

Soit p(x) = x® —rz — s, un polynéme de degré deu.

Et soit py et py les deux zéros (non nécessairement distincts) du polynéme p.

Alors le polynéme q(x) = 1—rx — sx?® se factorise ainsi :

1—rox—s2® = (1—p)(1—poz).

Exemple 2 : La suite de Fibonacci

A Taide de la méthode des séries génératrices, résolvons la récurrence de Fibonacci :

fo = 0
fi =1
fo = fac1+ fae YneN\{0,1}.
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Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e On remarque que :

e ce qui en extension donne :

e Posons G(z) = » fia' = fo+ fiz + foa® + fs2® + o+ fra" + oo
=0

fo — foc1 — faoe =0 Vn € N\ {0,1};
fo—=fi—fo =0
fa=fo—fi=0
Ji—fs—fa=0
etc...

Alors,
G(‘T) fo + fiz + fgl‘z + f3$3 4+ e+ Frz™
—z - G(z) = + —foxr + —fir® + —for® + - + —fraa”
—z? - G(z) = + —fox® + —fizd + -+ —fn 02"
G(z) —2G(x) —2°G(z) = fo + (fi—fo)z + 02* + 02 + - + 0z"

Ce qui donne G(r) —xG(z) —2*G(z) = =z

Donc, on a G(z)(1 — x — z?)

Donc, on a G(z) =

Doncona G(z) =

x
l—2—

= T

x?’

Pour simplifier I’écriture, posons p; := (

Doncona G(z) =

By ) (1= (58)e) <

(1_(1+

Xz

(I—p

1z) (1= pax)

Voir Proposition 2.5.5, avec q(z):=1—x —x

Les deux zéros de p(z) = 2> + —1-2 — 1

étant (#) et (1_27‘/5) .

1+v5  [1=v5
S5 ot e (155).

Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a (7)

G(x)

X

(1= p1z)(1 = paz)
A B

1—

M

-
I
o

+
pir 1 —pox

[A-p’ﬁ—B-pé]x".

( Théoréme 2.5.5-a )

( Arithmétique )

ZA phat ZB phat { Théoréme 2.5.1-a (2 fois) )
1=0 1=0

<Carf0:0 €tf1—f0=1—0:1.>

2

)
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Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)

Le terme général de la suite est donné par : f,, = A-pt + B - ph.

Calculons les valeurs des constantes A et B. Par la définition de la récurrence de la

suite de Fibonacci, nous savons que fo =0 et f; = 1. Donc :

fo = 0 = Apl+B-py = A+B
& B = —A, ()
h =1 = A-pi+B-p
= A-pr+ (A py ( Par l’équation (&) )
= A-(p—p2)
1
& A =
P1— P2
1 .
= TF & ( Définitions de py et pa )
2 2
1 o . ,
= Nt ( Simplifications arithmétiques )
B ! ( Substitution de la valeur de A dans (&) )
= ——. ubstitution de la valeur de ans
V5

Conclusion :

Le terme général est f, =

Autrement dit : fo =

2.5.4 Récurrences linéaires homogeénes d’ordre 2 (démonstration)

A la section 2.4.4, nous avons discuté du cas particulier de la famille des récurrences
linéaires et homogenes. Nous avons alors énoncé le théoreme 2.4.9 (page 166), qui permet de
calculer facilement le terme général des récurrences linéaires et homogenes d’ordre 2. Nous
présentons maintenant une démonstration de ce théoreme utilisant la méthode des séries

génératrices.
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Démonstration du théoréme 2.4.9 (Récurrences linéaires, homogenes d’ordre 2)

Soit (an), ey une suite définie récursivement par :

apg = a
a, = b
n = 7T ap1+5-a,2 VYneN\{0,1},

ou a, b, r et s sont des constantes réelles.

Soit p, le polynéme caractéristique de la suite (an),cy, (c-a-d. : p(z) = 2® —rz — s).

Et soit p; et ps les zéros de ce polynome.

On désire démontrer que le terme général de la suite est :
a:i ap, = A(pl)n+B(P2)n Vn €N Siﬂl?'ép%
b: a, = A-(p)"+ B-n-(p)" ¥neN si p1 = pa,

ou A et B sont deux constantes déterminées par les conditions initiales de la récurrence

(c-a-d. : par ap = a et a; = b).

On démontre séparément le cas ou p; # py et le cas ou p; = py. Précisons que les deux cas

sont des applications de la méthode des séries génératrices.

Cas 1: p; # po.
La démonstration pour ce cas est tres semblable a la solution de I'exemple de la suite
de Fibonacci (voir page 180).
Etape 1:
(on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)
e On remarque que : @, — 7 Ap_1 — S Uy = 0 Vn e N\ {0,1};
e ce qui en extension donne : as, —ray — sag =0
as —ras — sa; =0

ay —ras — sas =0

ete...
o
e Posons G(z) = Zaix’ =qap+ax + ar® +azzd + - Fapa” + -,
=0
Alors,

G(x) = ap+ ar +  axr® +  azax® + -+ anx™ + -
—rx - G(x) = + —rapr + —ra1z? + —ragxd + - + —ra,_13" + - -
—s2? - G(z) = + —sapx? + —sa1x® + -+ + —Sap_ox™ + - --
G(z) — raG(x) — sx®G(z) = ao + (a1 —rag)z + 0z2 + 023 + -+ + 0x™ + - --

Ce qui donne G(z) —rz G(x) — sz G(x) = ag+ (a1 — rag)z
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Donc, on a :
G(z)(1 —rz —sz?) = ag+ (a1 — rag)x
ap + (a1 — rag)z

® Gl) = 1 —rx — sx?

Proposition 2.5.5, avec q(z) =1 — raz — sx?.
ag + (a1 — rag)z P a(x)

- O—pio) (1—poa) < Les deuz zéros de p(x) = x> —rx — s étant >

par hypothése p1 et ps.

Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a ()

aop + (a1 — rag)x

Glz) —
N T e
_ 4 B ( Théoréme 2.5.9-a )
R g éoréeme 2.5.5-a
= ZA xt 4 ZB p2)'xt  ( Théoréme 2.5.1-a (2 fois) )
= [A (p1)'+ B - (,og)i] T ( Arithmétique )
i=0

Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)

La définition par terme général est bien : a, = A(p1)"+ B(p2)" Vn € N.

( Cas 1 démontré )
Cas 2: p; = po.
Etape 1:

(on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

L’étape 1 est presque identique a celle que nous avons faite pour le cas 1.

On pose d’abord

G(z) = Zaixi = ay+ a1 x + agr? + az2® + - Foapa” + -
i=0

En reproduisant la démarche de I’étape 1 du cas 1, on obtient :
ag + (a1 — rag)x
A—pa) Q—paa)’

olt p; et py sont les zéros du polynome p(x) = 2 —rz — s.

G(x) =

Comme nous sommes dans le cas ol p; = py, on a :

aop + (a1 — rag)x
(1= pra)?

Gx) =
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Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a Q)
ap + (a3 — rag)x
Gx) = ;
(1—piz)
¢c [ D { Théoréme 2.5.3-b )
= éoreme 2.5.3-
1=prz)  (1—pra)
- P - P Théoreme 2.5.1-a et
= C- ‘' + 1+1)D - tat
ZZ:; (p1) Z; ) (P1) < théoréme 2.5.1-b >
— Z [C’ “(p1)'+ (i+1)D- (pl)i] z'. ( Arithmétique )
i=0
Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)
Le terme général est a,=C(p1)"+(n+1)-D(p)" Vn € N.

Ce qui est équivalent a a, = C (p1)" +n-D(p1)"+ D (p1)" VneN.

Ce qui est équivalent & a, = (C'+ D) (p1)" +n-D (p1)" Vn € N.

Ce qui, si on pose [A:=C + D] et [B:= D], est équivalent a :

a,=A(p1)" +n-B(p)" VneN.

( Cas 2 démontré )

C.Q.F.D.
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2.5.5 Exercices sur la méthode des séries génératrices

Exercice 1 : Exprimez les séries génératrices des suites suivantes sous forme de fonctions

rationnelles :
) ayg = 1 ) b[) =1
a
an, = 2-ap_1+3" VneN* b, = by_1+n VnecN*
co = 1 dg = 1
C) c1 = 1 d) d1 =1

¢n = Cp-1+cp—2 YneN\{0,1}

=8
3
|

4-dp_1—4-dy—9 \V/’I’LGN\{O,l}

Exercice 2 : Décomposez en fractions partielles les fonctions rationnelles suivantes :

1 z T

a) a(z) = @+4)@+3) b) b(x) = 1—-2)2(1+2) c) clz) = (x —1)(z —2)(x —3)
1— 3z 1-3z 242243

O do) =g O @ = gy N @ =q _T)Z (;— 2)

Exercice 3 : Trouvez la série de puissances associée a chacune des fonctions suivantes.

Exercice 4 : Pour chacune des suites définies par récurrence suivantes, résolvez la récurrence

par la méthode des séries génératrices.
apgp = 2
a)
a, = 30,1 +2" VYneN*

b) bo — O
b, = b,.1+n VneN*

Chy = 1
C) cT = 8
o -

Cp = Cno1—9-cho+2" ¥YneN\{0,1}
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2.6 Approximation par une intégrale

Jusqu’a maintenant, ce chapitre a présenté des méthodes permettant de calculer le terme
général exact d’une suite. Ces méthodes ne s’appliquent malheureusement pas dans tous les

cas, et on se contente parfois d’approximer le terme général d’une suite.

La méthode d’approximation par une intégrale présentée dans cette section permet
dans certains cas de calculer une borne inférieure et une borne supérieure d’une suite que ex-
primée sous la forme d’une sommation. Typiquement, on a recours a cette méthode lorsque la
méthode des substitutions a rebours (section 2.2) nous a permis de transformer une définition
par récurrence d’une suite en une somme en notation sigma, mais que nous ne connaissons

aucune propriété qui permet de transformer cette somme en un terme général.

2.6.1 Description de la méthode

Supposons que le terme général d'une suite (a,), . est exprimé par une somme des valeurs
d’une fonction f évaluée de 0 & n. Autrement dit, a, = f(0) + f(1) + f(2) + ...+ f(n) ou,

de maniere équivalente :
n
an =Y _ fli).
i=0

Nous pouvons représenter géométriquement le terme a,, comme 1’aire cumulative de n+ 1
rectangles largeur 1 et de hauteurs f(0), f(1), f(2),..., f(n). Il parait donc naturel d’approxi-
mer le terme général de la suite (ay), .y en calculant l'aire sous la courbe de la fonction f
pour un intervalle de valeurs judicieusement choisies. Il s’agit de I'idée sur laquelle est basée

la méthode d’approximation par une intégrale.

Afin d’appliquer cette méthode, on doit d’abord s’assurer que f est une fonction non
décroissante ou encore une fonction non croissante sur I'intervalle de valeurs qui nous intéresse.
Une fonction non décroissante sur l'intervalle [a, b] est une fonction qui est croissante ou
constante pour tout = € [a, b]. De méme, une fonction non croissante sur l'intervalle [a, 0]

est une fonction qui est décroissante ou constante pour tout x € [a, b].
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Définition 2.6.1 Fonctions non décroissantes et fonctions non croissantes.
Soit une fonction f C R? et un intervalle [a,b] € Dom(f). On dit que :

a: f est non décroissant sur [a,b] < (Vx,y € [a,b] |z <y= f(z) < f(y))

b: f est non croissant sur [a,b] & (Vr,y € [a,b] |z <y= f(x)> f(y))

Le théoreme 2.6.2 suivant permet de calculer une borne inférieure et une borne supérieure
d’une sommation. Bien que nous ne démontrons pas ce théoreme, la figure 2.3 en donne une

interprétation géométrique qui permet de bien comprendre I'astuce derriere cette méthode.

Théoréme 2.6.2 Bornes d’une sommation.
Soit une fonction f C R2. Alors :

b b b+1
a: / flz)dz < Z f@) < f(x)dz st f est non décroissant sur [a—1,b+1]
a—1 i=a a
b+1 b b
b: flz)de < Z f@) < / f(z)dz  si f est non croissant sur [a—1,b+1]
a i=a a—1
A A
FLCE ] S e e
F(b) frmmmmmmmm e
fla)fpmmmmmmas
f(“’lf)y ’/
fla) | fla+1)]| fla+2)| fla+3)| == n | f(b) fla) | fla+1)| fla+2)| fla+3)| === | f(b)
a-1 a a+l a+2  a+3 b b+1 > a-1 a a+l  a+2  a+3 b b+1 >
(a) Borne inférieure d’une sommation. (b) Borne supérieure d’une sommation.

FI1GURE 2.3 — Illustration du théoreme 2.6.2-a : Bornes de la sommation des
valeurs d’une fonction f non décroissante évaluée entre a et b.
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2.6.2 Bref rappel sur le calcul intégral

Voici quelques formules d’intégration couramment utilisées :

a+1
a: /k-dx = k-x+C b: /xa‘da: = ! + C' pour a # —1
a+1
1 c c
c: —+dr = Inlz|+C d: ~dr = —Inlaz+0b+C
x ar+0b a
e: /ez~d:c = e+ C f: /a”daf - 2 40
Ina
g: /lnx-dx = rzhhrx—2+C h: /logaa:-dx = :L‘logax—li—l—C’
na

;s /(f(x)+g(m))~dm _ /f(x)~dx—|—/g(x)~dx

En notant F' = / f(z) - dzx, Uintégrale selon = de la fonction f(x) sur I'intervalle [a, b] est

donnée par :

/abf(x)-dx - [F@)]’ = FO) - Fla).

4

Par exemple : /

-2

22 dr = {—

2.6.3 Quelques exemples
Exemple 1 : Somme des nombres cubiques

On s’intéresse a la suite (C), oy correspondant a la somme nombres cubiques que I'on
définit ainsi : .
Co =) i =1P4+2243°+ . +n® WYneN
i=1
En supposant que nous ne connaissons pas la regle qui permet de calculer directement le terme
général de cette suite, nous allons utiliser I’approximation par une intégrale pour obtenir une

borne inférieure et une borne supérieure de C,,.

Remarquons d’abord que f(z) = 2% est une fonction non décroissante sur lintervalle
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[0,n + 1] pour tout n > 1. Calculons l'intégrale selon la variable x de la fonction f(z) :

4
3. dr — ‘
/x T 4—1—0

En appliquant le théoreme 2.6.2-a, nous obtenons :

.134” n \ :L’4 n+1
_ < ] < —
T, = 2 s ]

nt 0! & (n+1)* 1¢
- < 3 < N
OIS ;Z S Ty 1
n* = (n+1)*—1
= — < Bo< 7 -

i = ;@ = 4

4 14_1
Ainsi, L <0, < (n+4) Vn € N*.

Exemple 2 : La récurrence des tours de Hanoi

A la section 2.2-a, nous avons formulé la définition par récurrence de la suite (h,,) qui

neN?
donne le nombre optimal de déplacements nécessaires pour résoudre le probleme des tours de
Hanoi (équation (2.8), page 141). Lorsque nous avons appliqué la méthode des substitutions a
rebours a la définition par récurrence de la suite donnant le nombre optimal de déplacements
nécessaires pour résoudre le probleme des tours de Hanoi (page 142), nous avons exprimé le

terme h,, par une somme :

hy, = 27 Vn € N.

A la section 2.4.3, nous avons constaté que cette somme correspond a un cas particulier de
récurrence, c’est-a-dire que la suite (h,), oy est la somme des premiers termes d'une suite

géométrique (équation (2.12), page 165).

Pour les besoins de cet exemple, nous supposons ici que nous n’avons pas connaissance
du cas particulier des sommes de premiers termes de suite géométrique. Dans cette situation,
nous pouvons utiliser la méthode d’approximation par une intégrale pour borner la valeur

des termes de la suite (hn),,cn-

Remarquons d’abord que f(z) = 2% est une fonction non décroissante sur Uintervalle
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[—1,n] pour tout n > 0. Calculons 'intégrale selon la variable z de la fonction f(x) :

2$
2. dy — C.
/ T e

En appliquant le théoreme 2.6.2, nous obtenons :

9z n—1 n—1 A
N < Y
), <X

-1

VAN

2z 1"
In2 0

2n71 271 n—1 ) 9on 20

& - < 2 < - =
In2 In2 — jzo — In2 In2

277,71 _ l n—1 ) 211, _ 1
& -2 < 2 < .
In2 - jz:; - In2
nt — 2 2n — 1
A. . 2 hn < )
1St In2 - — In2

Exemple 3 : Somme des inverses des premiers nombres naturels

Approximons par une intégrale la suite (I,),, .. suivante :

"1 1 1 1 1 1
[n: —.:— —_— —_— —_— CEEE) —_ .

Nous considérons la fonction f(z) = 1. Calculons 'intégrale de f(x) selon  :

/l«d:c = lnz+C.

T

est indéfini). Pour pouvoir appliquer le

=l

Remarquons que f(0) n’est pas défini (car

théoreme 2.2, réécrivons la définition de (1), oy :
1 —~ 1
-[n — - - ]_ - .

Nous appliquons maintenant le 2.2-b. Comme la fonction f(z) = % est non croissante sur
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I'intervalle [1,n + 1] pour tout n > 1, nous avons :

n+1 1 n
[ln :B} < - < [ln x}
2 — 1
1=2
"1
< In(n+1)—In(2) < - < In(n) —In(1)
)
1=2
& In (n—zl—l) < 1 < In(n)
7
i=2

n+1 "1
& 1+1n( 5 ) < 1—1—2—, < 14In(n).

n—+1
2

Ainsi, 1—|—ln( ) < I, < 1+In(n).
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2.6.4 Exercices sur ’approximation par une intégrale

Exercice 1 : En vous inspirant de la figure 2.3 (page 188), illustrez le théoreme 2.6.2-b qui

permet de borner une sommation possédant la forme suivante :

b
Z f(@), ou f est une fonction non croissante sur l'intervalle [a — 1,0+ 1] .

i=a

Exercice 2 : En appliquant la méthode d’approximation par une intégrale, trouvez une

borne inférieure et une borne supérieure des suites suivantes.

a) a, = 55}'4
=1
b) b, = 5~Zn:z'4

i=—2

n
c) ¢ = Z z'k, pour une constante k € N* .
i=1

d) d, = Z}Q
=1

e) e, = Z(z’—l—lni—l).

i=1

f) Jo = lOg(n!)'

Rappels :n! = 1-2-3-...-n et log(a-b) =loga+logh Va,b > 0 Donc,
n—1 n—1

1 - < f, < 1)1 1) —log(4) — .

nlog(n) n(10) = fo < (n+1)log(n+1) —log(4) In(10) VneN

Exercice 3 : Décrivez une circonstance ou la méthode d’approximation par une intégrale
donne la valeur exacte de la sommation. Autrement dit, exprimez une fonction f pour laquelle
les bornes inférieure et supérieure obtenues par le théoreme 2.6.2 sont égales a la valeur de

la sommation.



Chapitre 3

Théorie des graphes

Un graphe est une structure mathématique qui contient des sommets, dont certains sont
reliés entre eux par des arétes. Selon le contexte, les arétes d’un graphe peuvent posséder
ou non une orientation. Dans ce document, le terme graphe employé seul désigne un graphe
dont les arétes ne sont pas orientées et le terme digraphe désigne un graphe dont les arétes

sont orientées. Le terme arc désigne plus spécifiquement une aréte orientée d’un digraphe.

On utilise la notation suivante :

— Etant donné un graphe Gy, on note ensemble de ses sommets “V(G4)” et 'ensemble
de ses arétes “F(G1)”. Ainsi, si les sommets a et b de G sont reliées par une aréte,
onaa€ V(Gy),be V(Gy) et [a,b] € E(Gy). Le choix des lettres V et E provient des

termes anglais “Vertices” et “Edges”.

— Etant donné un digraphe G5, on note I'ensemble de ses sommets “V (G3)” et ’ensemble
de ses arcs “A(G9)”. Ainsi, si G5 possede un arc du sommet e et vers le sommet d, on
ae€V(Gy),deV(G,y) et (e,d) € A(Gy).

194
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@—®
‘ EG) = {[ab][ad),[bd][cd]}
© ) V(Gy) = {a,b,c,d}

V(Gs) = {a,bcde}

@ (c)
l g A(Gz) = {(,0),(bc),(b,d),{c.€),(ec),(ed)}
@<_

FI1GURE 3.1 — Exemples d'un graphe Gy et d'un digraphe Gs.

Plusieurs problemes se représentent naturellement par un graphe. Nous n’avons qu’a pen-
ser & une carte géographique (ou les villes sont des sommets et les routes sont des arétes),
un réseau informatique (constitué d’ordinateurs reliés par des céables optiques), un circuit

électronique (constitué de puces reliées par des circuits imprimés), etc.

La théorie des graphes est aussi utilisée pour représenter beaucoup d’autres problemes
qui ne s’apparentent pas a un graphe au premier coup d’oeil. Quelques-uns de ces problemes
sont la création d’horaires, I’assemblage d'un génome humain et la gestion de I'espacement
entre les mots par un traitement de texte afin que toutes les lignes d'un paragraphe soient

justifiées (de longueur pleine).

3.1 Eléments de base

Cette section présente une série de définitions souvent utilisées en théorie des graphes.

Nous faisons par la suite référence a ces définitions au besoin dans les sections subséquentes.

3.1.1 Graphes et digraphes

Les définitions 3.1.1 et 3.1.2 présentent les graphes et les digraphes comme des cas parti-
culiers de relations. Cependant, une relation est, dans la plupart des cas, présentée par une
regle d’association, liant certains éléments de ’ensemble de départ et de I'ensemble d’arrivé.
Généralement, on considere un graphe (ou un digraphe) comme un objet en soi, et on en
étudie la structure. Ainsi, on réfere habituellement explicitement aux sommets et aux arétes
pour définir un graphe, que ce soit par des ensembles définis en extension ou par un dessin,

tel qu’illustré par la figure 3.1. Les problemes étudiés par la théorie des graphes ne sont donc
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pas les mémes que ceux étudiés a ’aide des relations. C’est pourquoi la théorie des graphes
est une branche distincte des mathématiques.

Définition 3.1.1 Graphes, sommets et arétes

a: Un graphe (ou graphe non orienté) est une relation binaire symétrique et irre-

flezive.

b: St G est un graphe, les éléments sur lesquels la relation G est définie sont appelés les

sommets du graphe G. L’ensemble de tous les sommets de G est noté V(G).

c: Si deur sommets x ety sont en relation dans un graphe G (autrement dit, (x,y) € G
et (y,z) € G), on dit qu’il y a une aréte entre x ety et cette aréte est notée [x,y]a ou
Y, z]a (ou simplement [x,y] ou [y, x] sl n’y a aucune confusion possible). L’ensemble
de toutes les arétes de G est noté E(QG).

Les sommets x et y sont appelés les extrémités de l'aréte [z, y]q et cette aréte est dite
une aréte incidente au sommet = et au sommet y. De plus les sommets x et y seront dit

adjacents (ou wvoisins) dans G. Insistons sur le fait que [z,y]¢ = [y, 2] -

Définition 3.1.2 Digraphes, sommets et arcs.
a: Un digraphe (ou graphe orienté) est une relation binaire.

b: Si G est un digraphe, les éléments sur lesquels la relation G est définie sont appelés

les sommets du digraphe G. L’ensemble de tous les sommets de G est noté V(Q).

c: Si deur sommets x ety sont en relation dans un digraphe G tel que x Gy (autrement
dit, (x,y) € G), on dit qu’il y a un arc de x vers y et cet arc est noté (x,y), (ou

simplement (x,y) s’il n’y a aucune confusion possible). L’ensemble de tous les arcs

de G est noté A(G).

Les sommets x et y sont respectivement appelés 'origine et la destination de l'arc
(z,y)q, et cet arc est dit un arc sortant du sommet z et un arc entrant du sommet y. Un

arc (z, ), ayant le méme sommet d’origine et de destination est dit une boucle.

Définition 3.1.3 Cas particuliers de graphes.
a: Un graphe régulier d’ordre k est un graphe dont tous ses sommets sont de degré k.

b: Un graphe complet d’ordre n (noté K,,) est un graphe qui a exactement n sommets
et ot pour tout x,y € V(K,) tels que x # y, on a [z,y] € E(K,).

c: Un graphe G est un graphe biparti de bipartition A et B si
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— A et B forment une bipartition de V(G) (c.-a-d. : ANB =10 et V(G) = AU B),
et

— pour toute aréte de G, une extrémité appartient a A et l'autre a B.

d: Un graphe biparti complet d’ordres n et m (noté K, ,,) est un graphe biparti de
bipartition A et B tel que |A| = n et |B| = m, et pour tout (z,y) € A X B, on a
[‘Thy] S E(Kn’m)

(a) Graphe K7 (b) Graphe K33 (c) Graphe K39

FIGURE 3.2 — Exemples d'un graphe complet (définition 3.1.3-b) et de deux
graphes bipartis complets (définition 3.1.3-d).

3.1.2 Voisins et degré d’un sommet

Définition 3.1.4 Voisins et degré d’un sommet

Etant donné un sommet x d’un graphe G,

a: Un sommety € V(G) est un voisin du sommet x € V(G) lorsque G posséde une

aréte [x,ylg. L'ensemble de tous les voisins de x dans G est noté Ng(x).

b: Le degré de x dans G est égal au nombre de voisins x dans G, et est noté degq(x).
Autrement dit degq(z) = ‘Ng(iﬂ)‘ .

A titre d’exemple, le graphe GGy présenté a la figure 3.1 est tel que :
NGl (CL) = {b, d} et NGl (C) = {d}

3.1.3 Sous-graphes et décompositions

Définition 3.1.5 Sous-graphes.

a: Un graphe H est dit sous-graphe d’un graphe G (noté : H < G) si :
V(H)CV(G) et FEH)CE®RG).
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b: Un graphe H est un sous-graphe couvrant d’un graphe G (ou sous-graphe par-
tiel) si :
HaG e V(H)=V(G).
c: Un graphe H est un sous-graphe induit d’un graphe G si :
H<G et (Va,yeV(H)|[z,yl€ EG)=[z,ylc E(H)).

La définition 3.1.5 ci-haut se généralise directement au cas des digraphes en remplagant
simplement les ensembles d’arétes E(G) et E(H) par les ensembles d’arcs A(G) et A(H).
Comme le montre I'exemple de la figure 3.3, un digraphe H est un sous-digraphe d’un
digraphe G' (noté : H < G) si V(H) C V(G) et A(H) C A(G).

@ @0—>@> @ @?—>@

@D—® ®
(a) Digraphe G (b) Digraphe H

FI1GURE 3.3 — Exemples de deux digraphes G et H qui ont la proprié¢té H <1 G,
c’est-a-dire que H est un sous-graphe de G.

Définition 3.1.6 Décomposition d’un graphe.
Une décomposition d’un graphe G est un ensemble de sous-graphes {Hy, Hs, ..., H;} tel

que chaque aréte de G appartient a un et un seul membre de la décomposition.

Similairement, une décomposition d’'un digraphe G est un ensemble de sous-graphes tel

que chaque arc de GG appartient a un et un seul membre de la décomposition.

3.1.4 Chaines, chemins et cycles

Définition 3.1.7 Chaines.
Soit G un graphe.

a: Une chaine de G est une séquence de la forme
(21, [0, 2], @2, [m2, 23], 3, .o, Tnor, [Tno1, T, T )

Les sommets x1 et x,, sont appelés les extrémités de la chaine.
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b: Une chaine simple de G est une chaine ot chaque aréte apparait au plus une fois.

c : Une chaine élémentaire de G est une chaine simple ot chaque sommet de G apparait

au plus une fois, a l'exception des deux extrémités qui peuvent étre égales.

d: Etant donnés A, B CV(G), une AB-chaine de G est une chaine dont une extrémité

appartient a A et Uautre a B.

e: Etant donnés x,y € V(Q), une zy-chaine de G est une {x}{y}-chaine.

Pour simplifier la notation, une chaine (x1, [x1, 23], T2, ..., Tp_1, [Tn_1,Tn], T, ) qui est
simple ou élémentaire pourra étre simplement notée (x1, zo, T3, ... , Tpn_1, Tp ).
Dans un digraphe, on désigne par le terme chemin une séquence de la forme :
<:L‘17 <ZL‘1,LU2> , L2, <$2,$3> y L3y ooy Tp—1, <xn—lax7’b> y Iy > .

Un chemin simple est un chemin ou chaque arc apparait au plus une fois et un chemin

élémentaire est un chemin simpe ou chaque sommet de GG apparait au plus une fois.

Définition 3.1.8 Cycles

a: Un cycle (ou cycle simple) est une chaine simple dont les deux sommets extrémités

sont identiques.

b: Un cycle élémentaire est une chaine élémentaire dont les deur sommets extrémités

sont identiques.

3.1.5 Connexité d’un graphe

Définition 3.1.9 Graphes connezes.
Un graphe G est connexe si pour toute paire x, y de sommets de G, il existe une chaine

dont les extrémités sont x et y.

Définition 3.1.10 Digraphes fortement et faiblement connexes.

a: Un digraphe G est fortement connexe si pour toute paire x, y de sommets de G, il

existe un chemin du sommet x au sommet y et un chemin du sommet y au sommet x.

b: Un digraphe G est faiblement connexe si le graphe sous-jacent est connexe,

Dans la derniere définition, on considere qu'un graphe sous-jacent au digraphe G est un
graphe G’ tel que V(G') = V(G) et E(G') = {[z,y] | (z,y) € A(G)}. Autrement dit, le
graphe G’ est obtenu en transformant tous les arcs du digraphe G en arétes.
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Définition 3.1.11 Composante connexe
Une composante connexe (ou composante) d’un graphe G est un sous graphe connexe H
de G qui est mazimal (c.-a-d. : que H est connezxe et pour tout H' tel que H < H' < G, H’

n'est pas conneze).

La derniere définition s’adapte directement aux digraphes. Ainsi, une composante for-
tement connexe d’'un digraphe G est un sous-graphe fortement connexe H de G (voir la
définition 3.1.10-a) qui est maximal. De méme, une composante faiblement connexe d’un
digraphe G est un sous-graphe faiblement connexe H de G (voir la définition 3.1.10-b) qui

est maximal.

Définition 3.1.12 Graphes k-connexes et k-arétes-connezes.
Soit k € N* et G un graphe

a: Le graphe G est k-connexe si pour tout ensemble S C V(G) de cardinalité < k, le
graphe formé par les sommets V(G)\ S et les arétes {[z,y]c | x,y ¢ S} est conneze;

b: Le graphe G est k-arétes-connexe si pour tout ensemble S" C E(G) de cardinalité <
k, le graphe formé par les sommets V(G) et les arétes E(G) \ S’ est connezxe;

Clairement, un graphe 1-connexe est connexe et un graphe l-aréte-connexe est connexe.
De plus tout graphe k-connexe est aussi k-aréte-connexe, mais le contraire n’est pas nécessai-

rement vrail.

3.1.6 Arbres

Définition 3.1.13 Arbres.

Un graphe T est un arbre s’il est connexe et ne contient aucun cycle.

On utilise souvent le mot noeud pour référer aux sommets d'un arbre. De méme, il est
parfois naturel de remplacer les arétes d’un arbre par des arcs (orientés), obtenant ainsi un
digraphe que I'on nomme une arborescence (que I’on peut aussi nommer un arbre enraciné).
Tous les sommets d'une arborescence doivent posséder un seul arc entrant, a I’exception d’un
seul sommet qui ne possede aucun arc entrant. Ce dernier sommet est appelé la racine. Les
sommets de I'arborescence ne possédant aucun arc sortant sont appelés les feuilles. Tous
les sommets possédant au moins un arc sortant (incluant la racine) sont appelés les noeuds

internes.
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(a) Arbre (b) Arborescence (c) Arbre binaire complet
FIGURE 3.4 — Les graphes (a) et (c) sont des arbres et le digraphe (b) est une
arborescence. (L’image (b) provient de Wikipédia.)
Définition 3.1.14 Arbres binaires
Un arbre binaire T est un arbre qui contient un sommet de degré 2 et dont tous les autres

sommets sont de degrés 1 ou 3.

On utilise le vocabulaire suivant :

— La racine de T est 'unique sommet de degré 2;

— Les sommets de degrés 1 sont les feuilles de T';

— Les sommets qui ne sont pas des feuilles (incluant la racine) sont appelés les noeuds
internes de T';

— Soit une chaine élémentaire (rq,xs,...,x,), ou 1 est la racine et x, une feuille de
I'arbre T'. Pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, on dit que z; est le pére de z;;; et que x;44
est le fils de z; ;

— Le niveau d’un sommet x dans 'arbre T' équivaut a la longueur de 1'unique chaine
élémentaire allant de la racine de T au sommet x ;

— La hauteur (ou la profondeur) de 'arbre T est égale au niveau maximal de ses

sommets.

Définition 3.1.15 Arbres binaires complets.
Un arbre binaire complet (ou arbre binaire parfait) est un arbre binaire dont toutes les

feuilles sont toutes au méme niveau (ce niveau étant égale a la hauteur de l'arbre).

3.1.7 Représentation matricielle

Définition 3.1.16 Matrice d’ajacence d’un digraphe
Soit un digraphe G dont on numérote les sommets V(S) = {s1,52,..., 8.} (oun=|V(G]).
La matrice d’ajacence M du digraphe G est une matrice booléenne de taille n x n telle
que :

M;; = (s;,5;) € A(G) Vi,je{1,2,...,n}.
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La matrice d’adjacence M d’un graphe G est obtenue de facon similaire, en remplacant la

notion d’arc par celle d’aréete :

M;; = [si,8] € B(G) Vi, je{l,2,...,n}.

Les matrices sont 'une des structures de données utilisées en informatique pour représenter
des graphes. Typiquement, on utilise des 1 et des 0 pour représenter les valeurs de vérité vrai
et faux a l'intérieur d’'une matrice d’adjacence. A titre d’exemple, voici la matrice d’ajacence

M; du graphe GG et la matrice d’adjacence M, du digraphe G5 :

@—b) 010 1
‘ M, — |t 00
000 1

(o—d) 1110
00000

(a) —(0) 01110
l () My = 00001
0000 0

@<—@ 00110

La matrice d’adjacence d’un graphe (telle la matrice M; ci-haut) est toujours :
— Une matrice symétrique (c’est-a-dire M; ; = M;; Vi,j € {1,2,...,n});
— Une matrice de diagonale nulle (c’est-a-dire M;; =0 Vi e {1,2,...,n}).
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3.1.8 Exercices sur les éléments de base

Exercice 1 : Six équipes sont inscrites a un tournoi de Hockey de garage. Dans la premiere

phase du tournoi, chaque équipe doit affronter toutes les autres une et une seule fois.
a) Construisez un graphe représentant toutes les parties possibles.
b) Quel type de graphe obtenez-vous ?

¢) Combien de parties comporte la premiere phase du tournoi ?

Exercice 2 : Le représentant d’une compagnie de balayeuses centrales doit visiter quatre
résidants d’'un méme immeuble en une méme soirée. Chaque visite dure une heure et le
représentant a suggéré aux résidents quatre plages horaires : 18h00, 19h00, 20h00 et 21h00.
Voici les disponibilités des résidents :

Résident | 18h00 | 19h00 | 20h00 | 21h00 |
Sébastien v v v
Jean-Francis v v

Brice v N
Alexandre v v

a) Représentez cette situation par un graphe.
b) Quel type de graphe obtenez-vous ?

¢) Expliquez comment déduire du graphe un horaire possible pour le représentant (notez
qu’on peut voir un horaire comme une fonction bijective entre I’ensemble des résidents

et ’ensemble des plages horaires).

d) Donnez tous les horaires possibles pour ce probleme.

Exercice 3 :

a) Sept étudiants vont en vacances. Chacun va envoyer une carte postale & exactement
trois des autres étudiants. Est-ce possible que pour chaque étudiant x, les étudiants

qui écrivent a x soient exactement ceux a qui x a écrit ?

b) Qu’arrive-t-il si on remplace “trois” par un autre nombre entre 0 et 6 (inclusivement)

a ’exercice précédent ?

Exercice 4 : Considérons la matrice d’adjacence M; d’un digraphe GG; et la matrice d’adja-
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cence My d’un digraphe Gj :

o O = O
o O
o O = O
—_ = O =
o = O O
o o O =
- o = O
o o = O

a) Donnez une représentation graphique des digraphes G; et Gs.
b) Calculez le produit matriciel suivant® : M3z = M; x M, .

¢) En examinant la matrice Mj calculée précédemment, dites comment on peut in-

terpréter le produit matriciel de deux matrices d’adjacence.

1. Pour un rappel sur le produit matriciel, voir : http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_matriciel


http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_matriciel
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3.2 Les graphes en tant que relations

Puisque les graphes et les digraphes sont définis comme des relations (voir les défini-
tions 3.1.1 et 3.1.2 a la page 196), nous pouvons étudier les graphes a la lumiere des propriétés
des relations définies au chapitre 1 et des résultats mathématiques associés. Considérant cela,
on constate que 'on possede déja plusieurs outils pour guider notre analyse des graphes. Cette
section présente quelques exemples qui mettent a profit ce lien entre le graphe (ou le digraphe)
G et la relation dont I’ensemble de départ est V(G) et I'ensemble d’arrivée est V(G).

3.2.1 Opérateurs sur les graphes

Les opérateurs sur les relations définis a la section 1.4.3 (page 67) sont aussi applicables
sur des graphes. En fait, les différentes illustrations de cette section présentent toutes des

graphes transformés par 1’application de certains opérateurs (voir les figures 1.7, 1.8 et 1.9).

Composition d’un graphe

Attardons-nous d’abord a l'opérateur de composition des relations (voir définition 1.4.7,
page 68). La composition d'un graphe G avec lui-méme est notée G oG (ou G?, en adoptant
la définition 1.4.9 de 'opérateur puissance). On voit facilement que la présence d’une aréte
reliant le sommet a et b dans le graphe G o G signifie qu’il existe une chaine de longueur 2

reliant les sommets a et b dans le graphe GG. Autrement dit :
[a,b] e E(GoG) & (FxeV(G)|[a,x] € E(G)AN|z,c] € E(G)) .
Similairement, si GG est un digraphe, on a :

(a,b) € A(GoG) & (Fx € V(G) | (a,z) € A(G) A (z,c) € A(G)).

La figure 3.5 illustre le lien entre la composition d’un graphe et le produit matriciel de la
matrice d’adjacence (voir définition 3.1.16, page 201). Rappelons que M x M représente le

produit matriciel entre la matrice M et elle-méme.

On a que pour tout graphe (ou digraphe) G de matrice d’adjacence M, il y a une aréte
(ou un arc) reliant les sommets s; et s; dans G o G si et seulement si 'élément (i, j) de la
matrice M x M est différent de 0. Notons de plus que la valeur de 1’élément (i, j) de M x M
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©)

1100001

8/\@ 0010000
7 00 0O0O0UO0O 0
@ M= |ooo0oo010 0
o.M EREREE
® 0010000

(a) Graphe G et matrice d’adjacence M correspondante

1120001

O/ O 0000O0TO 0O
0000000

@ MxM= (0000010
O«—Q@) 0000000
0000000

0000000

®

(b) Graphe G o G et matrice d’adjacence M x M correspondante

FI1GURE 3.5 — Exemple illustrant le lien entre la composition d’un graphe et le
produit matriciel de la matrice d’adjacence.

est toujours un nombre entier et indique le nombre de facons qu’on peut joindre le sommet

s; a partir du sommet s; en exactement deux étapes.

Cloture transitive d’un digraphe

Examinons maintenant 'opérateur de cloture (voir définition 1.4.11, page 71). Appliqué
sur un digraphe G, opérateur de cléture transitive Gt et opérateur de cléture tran-
sitive et réflexive G* permettent d’obtenir des digraphes dont les sommets sont inchangés
(c’est-a-dire V(GT) = V(G*) = V(Q)) et les arcs sont donnés par :

AGT) = AG)U A(GoG) U A(GoGoG) U A(GoGoGoG) U
AG") = Ty U AGY),

ot I () est la relation identité (définition 1.4.6), c’est-a-dire le digraphe qui est exactement

composé de tous les arcs (z,z), pour z € V(G).
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3.2.2 Isomorphisme de graphes

Intuitivement, deux graphes sont isomorphes lorsqu’ils possedent la méme forme, méme

si leurs sommets possedent des noms différents ou qu’on les représente de manieres distinctes.

Définition 3.2.1 Isomorphisme.
a: Un isomorphisme entre le graphe Gy et le graphe Gy est une fonction bijective

f:V(Gy) — V(Gs) telle que
(Vz,y | [z,y] € BE(G1) < [f(2),f(y)] € E(G2)).

b: Un isomorphisme entre le digraphe G, et le digraphe G5 est une fonction bijective
f:V(Gy) — V(Gy) telle que

(Vo y | (z,9) € A(G1) & (f(2),f(y)) € A(G2)) .

Deux graphes (ou digraphes) sont isomorphes si et seulement si il eriste un isomorphisme

entre ces deux graphes (ou ces deux digraphes).

@%@ (b)=—(d)
é&—@ ~—@
a) Graphes isomorphes b) Digraphes isomorphes

FIGURE 3.6 — Exemples de deux graphes isomorphes (deﬁnition 3.2.1-a) et de
deux digraphes isomorphes (définition 3.2.1-b).

Pour démontrer que deux graphes (ou digraphes) G et Gy sont isomorphes, il suffit de
donner un isomorphisme entre G; et G,. Autrement dit, il s’agit de trouver une fonction
bijective f associant chacun des sommets de Gy a un et un seul des sommets de G4 et qui

préserve les arétes.

La figure 3.6a présente un exemple de deux graphes isomorphes. Un isomorphisme entre
ces deux graphes est la fonction {(a,0),(b,1),(c,2),(d,3), (e,4)}. De méme, la figure 3.6b
présente un exemple de deux digraphes isomorphes. Un isomorphisme entre ces deux di-
graphes est la fonction {(1,d),(2,b),(3,¢), (4,a)}.
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3.2.3 Exercices sur les graphes en tant que relations

Exercice 1 : Considérez '’ensemble de sommets S = {1,2,3,4} et les deux digraphes sui-

vants :

¢ = {{

3,3),(4,3)} cS?,
H = {(1,2),(2

). (2,4),(3.1),(4,3)} 5%

a) Calculez GUH, GNH, G, H', GoH, G* et H

b) Donnez la représentation graphique des digraphes G, H et H?Z.

c¢) Donnez la matrice d’adjacence des digraphes G, H et H?.

d) Dites lesquelles des propriétés suivantes les relations G et H possedent :

réflexivité, irréflexivité, symétrie, antisymétrie, asymétrie, transitivité, équiva-
lence, totalité, surjectivité, déterminisme, injectivité, fonction partielle, fonc-

tion, fonction bijective, ordre partiel, ordre partiel strict, ordre total.

Exercice 2 : Montrez que les deux graphes suivants sont isomorphes.

o o ~ )
A ‘\{ /J (,e/J '\hv J

/\ 5 /\ t) /\ &
o N (b,/%@
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3.3 Degrés des sommets et nombre d’arétes

Théoreme 3.3.1 Nombre d’arétes d’un graphe complet.

Soit K,, le graphe complet a n sommets. Alors
n-(n—1)

-2

Notez que la notion de graphe complet a été introduite par la définition 3.1.3-b (page 196).

B(K,)

Démonstration du théoreme 3.3.1 0
Considérons le prédicat ~ P(n) : Le graphe complet K, possede % aretes.

Démontrons que P(n) est vrai pour tout n € N*. Par le principe d’induction mathématique
(théoreme 2.3.2), il suffit de démontrer :

P(1) A (VneN\{0,1} | P(n—1) = P(n)).
1-(1-1)

Montrons P(1). (C’est-a-dire, montrons que le graphe K, posséde . 5
).

Par définition, le graphe K; possede un seul sommet, donc il est clair que K; ne

=0 aréte

possede aucune aréte.
Montrons (Vn € N\ {0,1} | P(n — 1) = P(n)).
Soit n € N'\ {0, 1}, choisi tel que P(n — 1) est vrai.

1) -(n-2
C’est-a-dire, tel que le graphe K, _1 posséde (n )2(n ) arétes >

(n—1
Montrons P(n). < C’est-a-dire que le graphe K, posséde 71(7;) arétes >

Pour créer le graphe complet K,,, on ajoute un nouveau sommet au graphe K, ;. On
relie ensuite le nouveau sommet & chacun des sommets de 'ensemble V(K,,_1). C’est

donc dire que le graphe K, possede n — 1 arétes de plus que le graphe K,,_;.

Par hypothese d’induction, on a que K,_; possede (”_1)# aréetes. Donc :
[E(Kn)] = |E(Kp-1)|+ (n—1)
1) -(n—-2
= (n )2 (n—2) +(n—1) ( Hypothése d’induction )
_ (n=1)n—-2)+(n—-1)-2
B 2
n-(n—1) . — .
= —5 - ( Arithmétique (simplifications) )

Conclusion : On a démontré que graphe complet K, possede arctes, Vn €

n-(n—1)
2
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N*.
C.Q.F.D.

Corollaire 3.3.2 Nombre mazimal d’arétes.

Soit G un graphe. Alors

B(©O)| < ,
2
et il y a éqalité si et seulement si G est un graphe complet.

Proposition 3.3.3 Somme des degrés d’un graphe.
Soit G un graphe et V(G) = {x1, 22, ..., %))} 'ensemble des sommets de G. Alors :

%ﬂdeggmi) — 2-|B(@G)].

Démonstration de la proposition 3.3.3

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.

Corollaire 3.3.4 Nombre de sommets de degré impair
St G a un nombre fini de sommets alors G contient un nombre pair de sommets de degré

1MPAILT.

Démonstration du corollaire 3.3.4

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.

Clairement, si G est connexe alors son degré minimum est > 1 (sauf si G est le graphe
a un seul sommet). Le lemme suivant établit que réciproquement, si le degré minimum est

suffisamment grand, alors GG est connexe.

Lemme 3.3.5 Degré minimum d’un graphe et connezité.
Soit G un graphe de degré minimum k.

VG -1

alors G est connezxe.

Stk >
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Démonstration du lemme 3.3.5

Supposons le contraire et cherchons une contradiction.

V(G) -1
Soit un graphe G de degré minimum k tel que G n’est pas connexe et k > &

Soit H la composante connexe de G contenant le moins de sommets.
Considérons les deux arguments suivants :
(A) Comme le graphe G n’est pas connexe, il contient au moins 2 composantes connexes.
Comme H est la plus petite, elle contient au plus la moitié des sommets de GG. Donc :

vie)

Vil < S

(3.1)

(B) Soit un sommet = € V(H) ( Un tel x existe, car H est non-vide )

Comme degq(x) > k, on a que H contient au moins k + 1 sommets

( C’est-a-dire le sommet z et ses k voisins )

Donc :
V(H)| > k+1

V(G) -1

> | (2)‘ +1 <C’arparch0ixdeG,0nak2%>

_ V(@) +1

B 2
V(G)]

- 2

Nous avons montré en (A) que |V (H)| < @ et en (B) que |V (H)| > |V(2G)|7

ce qui est une contradiction.
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3.4 Arbres

Les arbres sont une structure de données souvent utilisée en informatique pour emmaga-
siner de l'information. Cette section présente et démontre quelques propriétés intéressantes
des arbres. Pour bien les comprendre, il est conseillé de reviser la nomenclature propre aux

arbres a la section 3.1.6 (page 200).

3.4.1 Sommets et arétes d’un arbre

Le premier lemme démontré n’a que peu d’intérét en soi, mais il sera utile lors de la

démonstration du théoréme suivant.

Lemme 3.4.1

Un arbre qui contient au moins une aréte a au moins deur sommets de degré 1.

Démonstration du lemme 3.4.1

Soit un arbre 7" et C' une chaine élémentaire de longueur maximale du graphe 7' telle que :
C = (x1, Ta, T3, ... ,Tp) .

Démontrons que les sommets z; et x, sont des feuilles (autrement dit, des sommets de

degré 1). Pour ce faire, supposons le contraire et cherchons une contradiction.

Supposons que x; n’est pas une feuille ou x,, n’est pas une feuille.
Sans perte de généralité, traitons le cas ou x; n’est pas une feuille

( Le cas ou z, nest pas une feuille correspond a traiter la chaine inverse (Tp,Tp—1,...,71) )

Puisque z; n’est pas une feuille, 1 possede au moins un voisin différent de x,.

Notons ce voisin y.

Le sommet y doit appartenir a la chaine C, car sinon la chaine C' ne serait pas de longueur

maximale. ( Puisqu’on obtiendrait une chaine plus longue en y ajoutant le sommet y. )

Donc y = z; pour un entier 7 € {3,4,...,n}
Ce qui implique que (y, x1, xs, ..., 2;) est un cycle.

Mais, par définition, T" est un arbre et ne contient pas de cycles.
C.Q.F.D.
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Théoréme 3.4.2 Nombre de sommets d’un arbre.

Soit G un graphe connexe, alors

G est un arbre & ‘V(G)‘ = ‘E(G)‘ +1.

Démonstration partielle du théoréeme 3.4.2 G est un arbre = |V(G)| = |E(G)| + 1.

Pour effectuer cette démonstration, nous démontrons par induction la véracité du

prédicat suivant pour tout n € N* :

P(n): Tout arbre de n sommets possede n — 1 arétes

Par le principe d'induction (théoreme 2.3.2, avec [ng := 1]), il suffit de démontrer :

P(1) A (Yn e N'\{1} | P(n—1) = P(n)).

Montrons P(1). ( C’est-a-dire, montrons qu’un arbre a 1 sommet posséde 1 — 1 aréte )
Il n’existe qu’'un seul arbre a un sommet (c’est 'arbre e ), et il a zéro aréte.

On a bien q’un arbre a 1 sommet possede 1 — 1 = 0 aréte
Montrons (Vn € N*\{1} | P(n—1) = P(n)).
Supposons que P(n — 1) est vrai, c’est-a-dire que tous les arbres de n — 1 sommets

possedent n — 2 arétes. ( C’est notre hypothése d’induction )

Montrons maintenant P(n).
Soit 7" un arbre de n sommets. ( Montrons que T posséde n — 1 aréte )
On choisit x, une feuille de T

( x existe car, par le lemme 3.4.1, on sait que T a au moins une feuille )

Construisons le graphe T™ en retirant de T' le sommet x et I'unique aréte incidente a

x.

Notons que T™ est toujours un graphe connexe et sans cycle.

Donc T* est un arbre de n — 1 sommets.

Ce qui implique que T* possede n — 2 arétes. ( Par U’hypothése d’induction )

Donc T possede n — 1 arétes. ( Car T* a été obtenu en enlevant une aréte a T )
Conclusion : On a bien (Vn € N*| P(n) ),

Autrement dit : Tout arbre de n sommets possede n — 1 arétes.
C.Q.F.D.

Le théoreme 3.4.2, nous donne immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.3 Nombre de sommets maximal d’un graphe connexe.

Si G est un graphe connexe, alors
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‘V(G)‘ < ‘E(G)‘ 41

Théoreme 3.4.4 Définitions équivalentes d’un arbre.

Soit T un graphe, les énoncés suivants sont équivalents :
1 - T est un arbre;
2 - ’V(T) E(T)‘ +1 et T est connexe;

3 — pour tout z, y € V(T), il existe (dans T ) une et une seule chaine élémentaire dont les

extrémités sont x et y

4 — T est conneze, mais pour toute aréte e € E(T), le graphe formé des sommets V(T) et
des arétes E(T) \ {e} ne lest pas;

5 — T est acyclique, mais pour toute paire de sommets x, y € V(T) tel que [z,y] & E(G),
le graphe formé des sommets V(T') et des arétes E(T) U [x,y]| ne l’est pas.

Démonstration du théoréme 3.4.4

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.

3.4.2 Propriétés des arbres binaires

Les arbres binaires sont une structure de données souvent utilisée en informatique pour

emmagasiner de I'information.

Proposition 3.4.5 Propriétés des arbres binaires complets.

Soit T un arbre binaire complet comportant n noeuds. Alors :

1
a: T contient % feuilles.

. n .
b: T contient sommets internes.

c: La hauteur de T est : logo(n+1)—1.

Pour démontrer la proposition 3.4.5, nous allons supposer que nous connaissons la hauteur
de I'arbre 1" et nous en déduirons les autres quantités. Il sera plus simple de procéder ainsi
que de supposer que nous connaissons le nombre noeuds n. Il suffira d’effectuer de simples

calculs arithmétiques pour retrouver 1’énoncé de la proposition.
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Démonstration de la proposition 3.4.5

Soit un arbre binaire complet T' de hauteur A € N.

(A) Calculons f, le nombre de feuilles de 7.

Définissons récursivement la suite ( F'(z)) dont le ziéme terme correspond au

rzeN
nombre de feuilles dans un arbre binaire complet de hauteur z. Remarquons que
I'arbre de hauteur 0 possede une feuille (c’est le cas particulier ou I'arbre consiste en
un graphe d’un seul sommet) et que 'arbre de hauteur x > 1 posséde le double de

feuilles de ’arbre de hauteur £ — 1. Nous avons donc :

F(0) =1
F(z) = 2-F(x—1) VxeN*,

La suite ( F(x)),cy est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2. Le
théoreme 2.4.4 nous permet d’énoncer le terme général de la suite : F'(z) = 2* Vo € N.
Ainsi, Parbre T de hauteur h possede f = 2" feuilles.

(B) Calculons n, le nombre de noeuds de 7.

Comme T est un arbre binaire complet, il contient un nombre de noeuds égal a la

somme du nombre de feuilles des arbres binaires complets de hauteur 0 a h. Ainsi :

n =Y F(z).

La valeur n est donc donnée par la somme des h premiers termes de la suite géométrique

(F(x)),ey- Par le théoreme 2.4.7, nous obtenons :
— 1.(1_2h+1) _ 2h+1_1.
1-2
(C) Calculons i, le nombre de noeuds internes de 7.
Le nombre de noeuds internes i de T correspond simplement a la différence entre le

nombre de noeuds total n et le nombre de feuilles. Ainsi, on a :
i =n—f =2M_1_2" = 2" _1 = F_1.

(D) Exprimons h, f et i en fonction du nombre de noeuds n.

n =21l —1 f o= 2n i=f—-1 = n;rl_1
& oMl — g — 9logy(n+1)—1 n+t1l—29
_ ology(ntl)  o—1 = —
& logy(2M1) = logy(n +1) = 2letl). 2 2
 on+1 n—1
= hZIOgQ(n+1)—1, - 2 ) = 5

C.Q.F.D.
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3.4.3 Exercices sur les arbres

Exercice 1 : (Aucune justification n’est demandée pour ce numéro.)
a) Enumérez (& isomorphisme prés) tous les arbres binaires ayant exactement 6 feuilles.
b) Combien de sommets peut avoir un arbre binaire ayant exactement 6 feuilles.

¢) Combien de sommets peut avoir un arbre binaire ayant exactement k feuilles (avec
k> 2).

Exercice 2 : Définissons un arbre trinaire comme un arbre qui contient un sommet de degré 3
(la racine) et dont tous les autres sommets sont de degré 1 (les feuilles) ou de degré 4. Comme
pour un arbre binaire, le niveau d’'un sommet x d'un arbre trinaire équivaut a la longueur de
I'unique chaine allant de la racine au sommet z et la hauteur d'un arbre trinaire est égale au
niveau maximal de ses feuilles. Finalement, un arbre trinaire complet est un arbre trinaire

dont toutes les feuilles sont au méme niveau.

a) Dessinez trois arbres : un arbre trinaire complet de hauteur 2, un arbre trinaire complet

de hauteur 3 et un arbre trinaire complet de hauteur 4.

b) Donnez l'expression du nombre de feuilles d’'un arbre trinaire complet en fonction de

sa hauteur.

¢) Donnez I'expression du nombre de noeuds d’un arbre trinaire complet en fonction de
sa hauteur. (Indice : Vous pouvez vous servir du résultat obtenu en (b) et des résultats

présentés a la section 2.4.3 sur les suites des sommes de premiers termes d’une suite.)

Exercice 3 : Un arbre est toujours un graphe biparti. Décrivez une méthode pour créer une
bipartition a partir de n’importe quel arbre (Rappel : les concepts de graphe biparti et de

bipartition ont été introduits par la définition 3.1.3-c).
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3.5 Graphes planaires

Définition 3.5.1 Graphes planaires et représentations planaires

a: Un graphe planaire est un graphe qui peut étre tracé dans un plan sans qu’aucune

de ses arétes en croise une autre.

b: Une représentation planaire est une représentation dans le plan R? d’un graphe

planaire.

On considere qu'une représentation planaire est un graphe G tel que :
1. V(G) C R?;
2. Ve € E(G), e est une portion de courbe de R? entre deux sommets u,v € V(G);
3. il existe au plus une aréte entre deux sommets donnés;

4. l'intérieur d’une aréte ne contient pas de sommets et n’intersecte aucune autre aréte.

FI1GURE 3.7 — Deux représentations d’'un méme graphe planaire. Seul le graphe
de droite une représentation planaire. (Version modifiée d’une image provenant de
Wikipédia.)

On désigne par le terme région (ou face) chacun des polygones bornés par les arétes
d’une représentation planaire. De plus, une représentation planaire (finie) possede une région

qui est non bornée, que ’on nomme la région extérieure (ou face extérieure).

Etant donné une représentation planaire GG, comme pour tout graphe :
e V(@) représente 'ensemble des sommets de G;

e E(G) représente l'ensemble des arétes de G.

De plus, dans le cas spécifique d’une représentation planaire :

e F(QG) représente I'ensemble des régions de G (incluant la région extérieure).
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Lemme 3.5.2 Représentations planaires et cycles.

Soit une représentation planaire G et e € E(G).

a: Sie appartient a un cycle de G, alors e fait partie de la frontiere d’eractement deux

régions de G.

b: Sie nest dans aucun cycle de G, alors e fait partie de la frontiere d’exactement une

région de G.

Théoréme 3.5.3 Formule d’Euler

Soit G une représentation planaire connezxe. Alors

‘V(G)‘+‘F(G)‘—‘E(G)‘ _

Démonstration du théoreme 3.5.3

Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe un graphe qui est une représentation planaire
et qui ne satisfait pas la formule d’Euler. Parmi toutes les représentations planaires qui ne
satisfont pas la formule d’Euler, choisissons-en un qui contient le plus petit nombre possible

d’arétes. Notons ce graphe Gj.

Nous avons donc :
V(Go)| + |F(Go)| - [B(Go)| # 2. (3.2)

Mais pour tout graphe planaire connexe H :
si ‘E(H)‘ < ‘E(Go)‘ alors on a )V(H)) n ‘F(H)‘ - ‘E(H)‘ — 2. (3.3)

Alors, il y a deux cas a considérer :

Cas 1 : Gy contient un cycle C.
Soit e € E(C).
Alors par le lemme 3.5.2-a, 'aréte e est la frontiere d’exactement deux régions.
Soit le graphe H tel que V(H) = V(Gy) et E(H) = E(Gy) \ {e}.
C’est a dire, le sous-graphe obtenu de Gy qui a exactement les mémes sommets que G >

et toutes les arétes de Gy sauf laréte e.

On a donc :
() |Bm)| = |B(G)| -1
() V()| =|v(Go)
(i) ‘F(H)‘ — |F(Gy)| -1
{ car les deux régions séparées par e dans Go n'en forment plus qu'une dans H. )
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Notons que puisque Gy est connexe, H est lui aussi connexe car s’il existe entre deux
sommets un chemin de G qui passe par l'aréte e, alors (en faisant un détour par les arétes
E(C)\ {e}) il existe entre ces deux mémes sommets, un chemin de Gy qui ne passe pas par

e et qui donc est également un chemin de H.

Donc le graphe H est une représentation planaire connexe; il découle donc de l'item (i) et

de I'équation (3.3) que H satisfait la formule d’Euler.

Donc,
2 = V(H)‘ + ’F(H)’ - ’E(H)‘
- V(Go)‘ + (‘F(Go)‘ - 1) - (’E(Go)‘ - 1) ( Voir (i), (ii) et (iii). )
= V(GO)‘ + ‘F(Go)‘ — )E(GO)‘ ( Propriétés de l'arithmétique. )

On a donc a la fois que G satisfait et ne satisfait pas la formule d’Euler. Ceci est une contra-

diction.

Cas 2 : (G ne contient pas de cycle.

Comme Gq est connexe, (G est donc un arbre.
Donc ‘F(Go) =1
( Car une représentation planaire qui est un arbre n’a qu’une région, la région extérieure. )

E(Go)‘ g

De plus, par le théoreme 3.4.2 , on sait que ‘V(GO)‘ =
Ce qui implique que

V(Go)| - |E(Go)| =1

On a donc que
’V(Go)’Jr‘F(Go)‘—‘E(GO)’ =141 =2

Ainsi, dans ce 2°™€ cas, nous avons également que G satisfait et ne satisfait pas la formule

d’Euler.

Encore une fois, donc, nous obtenons une contradiction.

C.Q.F.D.

Proposition 3.5.4 Nombre d’arétes maximal d’un graphe planaire.
V(G)’ >4, alors

Soit G un graphe planaire conneze tel que

]E(G)] < 3‘V(G)} — 6.
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Démonstration de la proposition 3.5.4
Soit G la représentation planaire d’'un graphe planaire connexe, tel que ‘V(G)‘ > 4.

Voici deux observations :

1. Comme G est connexe et a au moins 4 sommets, chaque région de G a au moins 3

arétes.

Les seules exceptions étant les graphes o, o—e et o—o—o
qui ont tous moins de 4 sommets.

2. Chaque aréte de G est contenue dans au plus 2 régions de G. ( Voir le lemme 5.5.2. )

Notons par fi, fo, ..., fir(e) les régions de G et par m; le nombre d’arétes contenues dans la
région f; pour i € {1,2,...,|F(G)|}.

Alors, il découle des deux observations que
3|F(G)| < mutmat e mipey < 2{E(G)]

Ce qui implique que

Par la formule d’Euler, on sait que 2 = ‘V(G)’ + ‘F(G)‘ - ‘E(G)‘

En combinant avec I’équation (3.4), on obtient
2
2 < Vo) + 5 |B@)| - |B©)

C’est-a-dire
C’est-a-dire

C’est-a-dire

C.Q.F.D.



3.5. GRAPHES PLANAIRES 221

Proposition 3.5.5 Tout graphe planaire a un sommet de degré < 5.

Démonstration de la proposition 3.5.5
Supposons le contraire.
Soit G un graphe planaire de degré minimum > 6.

Notons par dpsq, le degré maximum de GG

et par n; le nombre de sommets de degré ¢ pour ¢ =06,7,...,dyaz-
Alors on a .
‘E(G)) = 5 (6n6 + e+ 8ns + - + dataaa,,) (3.5)

Par la proposition 3.5.4, on sait que ‘E(G)‘ <3 ‘V(G)‘ — 6.

En combinant avec I’équation (3.5), on obtient

1

5 (6n6 + Tn; +8ng + -+ + de;ndMaz) <3 (n6 +nr+ng+ -+ nd}\m) - 6
C’est-a-dire

(6n6 + Tn7 +8ng + - - - + dafazNdy,,) < 6(ne +n7+ng+---+ng,,.) — 12

C’est-a-dire

ny + 2’[’Lg + -+ (dMa:c - G)TLdMaI < —12 (36)

Notons que n7 +2ng + -+ + (dpraz — 6)nay,,, >0

( Car c’est le résultat de sommes et de produits de nombres positifs ou nuls. )

L’équation (3.6) nous donne donc qu'un nombre > 0 est plus petit ou égal a —12,

ce qui est une contradiction.

C.Q.F.D.



222 CHAPITRE 3. THEORIE DES GRAPHES

3.6 Chaines et chemins

3.6.1 Propriétés d’un graphe connexe
Proposition 3.6.1 Connexité et chaine élémentaires.

Un graphe G est connexe si et seulement si pour toute paire x, y de sommets de G, il existe

une chaine élémentaire dont les extrémités sont x et y.

Démonstration de la proposition 3.6.1

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.

3.6.2 Cycles d’un graphe

Proposition 3.6.2 Connexité d’un cycle
a: Un cycle est toujours 2-arétes-connexe ;

b: Un cycle élémentaire est toujours 2-conneze (et donc 2-arétes-connexe).

Démonstration de la proposition 3.6.2

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.

Proposition 3.6.3 Connexité d'un cycle

Soit H un graphe (fini), alors les énoncés suivants sont équivalents :
— H est un cycle élémentaire ;
— H est un graphe connexe et régulier d’ordre 2;

— H est un cycle qui ne contient pas d’autre cycle.

Démonstration de la proposition 3.6.3

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.
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Définition 3.6.4 Graphes eulériens et cycles eulériens.
Un cycle eulérien d’un graphe est un cycle passant par chacune des arétes du graphe. Un

graphe qui contient un tel cycle est un graphe eulérien.

Autrement dit, un cycle eulérien d’un graphe G est une séquence de la forme
<$1a [1'1,1'2], Ta, [$27$3]7 3, ..., Tp-1, [xn—laxn]a L,y [l’n,l'l],l‘l >7

ou chaque aréte de E(G) apparait une et une seule fois.

Théoréme 3.6.5 (Euler, Hierholzer, Veblen)

Soit G un graphe fini et connexe. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) G est eulérien;
(i) G n’a pas de sommet de degré impair ;

(iii) G a une décomposition en cycles élémentaires;

Démonstration du théoréme 3.6.5

Une idée de cette démonstration sera faite en classe.

Un cycle eulérien est une promenade qui passe une et une seule fois par chaque aréte du
graphe, la définition suivante est I’analogue “sommet” du cycle eulérien en ce sens qu’il s’agit

d’une promenade qui passe une et une seule fois par chaque sommet.

Définition 3.6.6 Graphes hamiltoniens et cycles hamiltoniens
Un cycle hamiltonien d’un graphe est un cycle élémentaire passant par chacun des sommets

du graphe. Un graphe qui contient un tel cycle est un graphe hamiltonien.

Autrement dit, un cycle hamiltonien d’un graphe G est une séquence de la forme
<3§'1, [l‘l,l’g], T2, [$2>x3]7 T3, «-., Tp-1, [xnflaxn]a Ty, [xnaxl]al'l >7

ou chaque sommet de V(G) apparait une et une seule fois.

Théoréme 3.6.7 K, est hamiltonien Vn € N*.

Le théoreme suivant présente un résultat intéressant concernant les graphes hamiltoniens.

Ce théoreme ne sera pas démontré dans le cadre de ce cours.
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Théoréme 3.6.8 (Dirac 1952)

Tout graphe ayant n > 3 sommets et degré minimum > 3 est hamiltonien.

Le Théoreme 3.6.8 est une conséquence évidente du lemme 3.3.5 et du résultat suivant.

Théoréme 3.6.9 (Ore 1960)
Soit G un graphe connezxe ayant n > 3 sommets tels que pour toute paire x, y de sommets

distincts non adjacents de G, on a degq(x) + dego(y) > n. Alors G est hamiltonien.

3.6.3 Algorithmes de recherche du plus court chemin

Plusieurs problemes en informatique peuvent s’exprimer comme un probléme de recherche
du chemin le plus court dans un digrahe (ou encore de la chaine le plus courte dans un graphe).
Par exemple, pour connaitre le chemin le plus court entre deux villes, on peut représenter un
réseau de transport par un digraphe, tel que les sommets correspondent a différentes villes

et les arcs correspondent aux liens (terrestres ou aériens) entre les villes.

Graphes valués

Lorsqu’on s’intéresse a ce genre de probleme, on a souvent recours a un graphe valué (ou
digraphe valué) 2, pour lequel chaque aréte du graphe (ou arc du digraphe) est associée a une
valeur. Cette valeur est souvent un nombre réel. Dans le cadre de ce cours, on représente un
graphe valué G en spécifiant une fonction w : E(G) — R. (ou une fonction w : A(G) — R)
dans le cas d'un digrahe). La figure 3.8 donne un exemple de représentation graphique d’un

graphe valué.

Dans le cas ot un digraphe représente un réseau de transport, la valeur associée a chaque
arc peut représenter le temps pour se déplacer d’'une ville a I’autre, ou encore le cotit engendré

par le déplacement.

Algorithme de Dijkstra

L’algorithme de Dijkstra permet de trouver le plus court chemin entre deux sommets
d’un digraphe valué dont les valeurs des arcs sont non-négatives. La premiere version de cet
algorithme a été publiée en 1959 par I'informaticien hollandais Edsger Dijkstra (1930 — 2002).

2. On utilise parfois les termes graphe pondéré et digraphe pondéré.
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. X“?‘
2 1 4 e
N I o Gi

FIGURE 3.8 — Exemple d’un graphe valué. (Image provenant de Wikipédia)

Le pseudo-code présenté ci-dessus prend en argument un digraphe G, les valeurs (non-
négatives) des arétes sous la forme d’une fonction w : A(G) — R* et une paire de sommets

a,z € V(G) spécifiant les deux sommets entre lesquels on désire trouver un chemin.

Notez que l'algorithme retourne la longueur totale du plus court chemin entre les sommets

a et z. Si aucun chemin ne relie a et z, 'algorithme retourne une valeur infinie (o).

Algorithme Dijkstra ( Digraphe G, valeurs w, origine a, destination z )
Initialiser :
e )+ V(G) ( Pendant ’exécution, Q contient les sommets non visités )
o dist(v) < oo Yv € Q\{a} ( La distance de tous les sommets (sauf a) est inconnue )

o dist(a) «+ 0 ( Le sommet source est a une distance nulle de lui-méme )
Tant que |@Q| > 0 Faire ( Tant qu’il reste des sommets a visiter... )

u <— Un élément de ) dont la valeur dist(u) est minimale
Q<+ Q\{u} ( On sélectionne le sommet u a visiter )

Si u = z alors
Retourner dist(z) ( On a trowvé la distance minimale de a d z )
Fin Si

Pour tout v € N(u) N Q Faire ( Mise a jour de la distance des voisins de u )
Si dist(u) +w({u,v)) < dist(v) alors
dist(v) < dist(u) + w({u,v))
Fin Si

Fin Pour

Fin Tant que

Retourner oo ( Aucun chemin trouvé )
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Algorithme de Floyd-Warshall

L’algorithme de Dijkstra s’avere une stratégie efficace pour trouver le plus court chemin
entre deux sommets spécifiques dans un graphe. Dans certaines situations, on désire plutot
connaitre les plus courts chemins entre toutes les paires de sommets dans un graphe. C’est
ce que permet de faire I’algorithme de Floyd-Warshall. Cet algorithme fut présenté en 1962
de maniere indépendante par les informaticiens états-uniens Robert W. Floyd (1936 — 2001)
et Stephen Warshall (1935 — 2006). Le méme algorithme avait été formulé en 1959 par le
mathématicien frangais Bernard Roy (1934 —...).

Algorithme Floyd Warshall ( Digraphe G, valeurs w )
w({, ) si (v, vy) € AG)
Initialiser : dist(v;,v;) <= < 0 siv; = v; ¥ (vi,v5) € (V(G) )2

00 sinon.

Pour tout v; € V(G) Faire
Pour tout v; € V(G) Faire
Pour tout v, € V(G) Faire

dist(v;,vj) < min{ dist(v;,v;), dist(v;,vi) + dist(vg,v;) }

Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour
Retourner dist ( Retourne les distances entre toutes les paires de sommets )
Notez que si le digraphe G comporte n sommets numérotés tels que V(G) = {vy, va, ..., v, },

I’étape d’initialisation est équivalente a créer une matrice de taille n x n. Ainsi, 1'algo-
rithme Floyd-Warshall est souvent implanté a 1’aide d’une matrice et les boucles de la forme

“Pour tout v; € V(G)” sont remplacées par des boucles “Pour tout ¢ de 1 a n”.
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3.6.4 Exercices sur les chaines et chemins

Exercice 1 : Pour chacun des graphes ci-dessous, dites s’il s’agit d’'un graphe
a) eulérien. Si oui, exhibez un cycle eulérien.

b) hamiltonien. Si oui, exhibez un cycle hamiltonien.

Kyo K33 Le dodécaedre

® & ©

Le graphe de Petersen Le graphe d’Heawood Le graphe d’Herschel

Exercice 2 : On veut asseoir cinq couples autour d’une table ronde de telle sorte que pour
chaque deux couples, au moins un des membres du premier couple soit assis a coté d’au moins

un membre du deuxieme couple. Est-ce possible ?

Exercice 3 : L’algorithme de Dijkstra présenté a la page 225 retourne la longueur du plus
court chemin entre le sommet d’origine et le sommet de destination z, mais ne permet pas de
connaitre la nature de ce chemin. Suggérez une modification a I’algorithme afin qu’il retourne

le chemin le plus court (sous la forme, par exemple, d’'une liste de sommets).
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Alphabet grec
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Lettre minuscule

Lettre majuscule

Nom francais

alpha

béta

gamma

SRS R e

delta

epsilon

zéta

éta

DI (Y|

théta

~

1ota

kappa

lambda

mu

nu

el

omicron

pi

rho

sigma

tau

upsilon

phi

chi

psi

gl (> |9 (||| |0 |Mm T[T |[>|=

D | H|e|<|BM|T|IE|OoNZIZl= A~ DNO BT >

omega




Annexe B

Documents IATEX

LaTeX (prononcé “la-tek”) est un langage permettant de rédiger des documents de qualité
professionnelle (dont le présent document!). Son utilisation est particulierement répandue
en informatique et en mathématiques, car il permet d’inclure facilement des expressions
mathématiques au travers du texte, contrairement a plusieurs éditeurs de texte populaires,
tel Microsoft Word. Mais la relative facilité avec laquelle il est possible de créer de tres
beaux documents a 'aide de Latex font que cet outil est aussi utilisé dans plusieurs autres

domaines .

Ce langage peut sembler rébarbatif au premier abord, et son apprentissage demande
une certaine persévérance. Cela dit, une fois qu’on y est habitué, il devient impensable de
rédiger des documents a fort contenu mathématique autrement! Dans le cadre de ce cours,
I'utilisation de Latex n’est pas obligatoire. Nous pensons toutefois qu’il agit d’'un bon ap-
prentissage, particulierement pour les étudiants qui envisagent de continuer leurs études aux
cycles supérieurs, car ils utiliseront assurément Latex pour rédiger des articles destinés a des

conférences et des journaux scientifiques.

Pour la petite histoire, Latex est basé sur le langage TeX, qui a été développé par l'in-
formaticien célebre Donald Knuth (récipiendaire d’un prix Turing en 1974), au début de la
rédaction de son ouvrage “The Art of Computer Programming”. Voici ce qu’on en dit sur
Wikipédia ? :

Mécontent de la fagon dont étaient imprimés ses livres, [Knuth] consacra plusieurs
années de sa vie, a partir de 1977, pour écrire un logiciel lui permettant d’obtenir

un rendu correct des formules mathématiques pour la typographie professionnelle.

1. Certaines rumeurs veulent que des étudiants au baccalauréat en histoire et en philosophie aient vu leurs
notes augmentées d’au moins 5% depuis qu’ils utilisent Latex pour rédiger leurs dissertations!
2. http://fr.wikipedia.org/wiki/Donald_Knuth, 10 septembre 2011
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[...] Le but de Knuth quand il a créé TeX était d’avoir un langage de description
de contenu permettant d’obtenir un rendu de grande qualité avec un minimum
d’efforts et qui serait indépendant de l'architecture matérielle. Fourni avec ses

sources, TeX est 'un des premiers logiciels libres, ou presque.

Avant goiit de ’environnement mathématique de Latex

Un fichier source Latex n’est qu'un document texte dans lequel on insere différentes
commandes qui seront ensuite traduites lors de la compilation. A Tlintérieur d’un para-
graphe, on peut a tout moment entourer une expression de signes de dollar pour invoquer
I’ “environnement mathématique”. Par exemple, 'expression “$x"2 + y~2 = z~2$” sera tra-
duite par le compilateur Latex en 22 + y* = 22. Voici quelques autres exemples d’expressions
mathématiques (I’environnement “itemize” est utilisé pour produire une liste) :

\begin{itemize}

\item $x_1"a \cdot x_2"a = (x_1 \cdot x_2) a$;

\item $\neg (p \wedge q) \Leftrightarrow \neg p \vee \neg g$;

\item $(S \cup T)"c = S"c \cap T c$;

\item $A \subseteq B \Leftrightarrow \{ \forall e \ | \ e \in A \Rightarrow e \in B \}$;
\item $\rho \subset \mathbb{N} \times \mathbb{N}"*$.

\end{itemize}

Voici le rendu du code précédent une fois compilé par Latex :
— af - = (z1 - 22)";
— =(pAq) & —pVg;
— (SUT)=8°NTe;
— ACB& {Ve|ec A= e € B};
— p C N x N*.

Pour écrire des formules mathématiques sur plusieurs lignes, on peut utiliser un bloc “eqnar-
ray’ :

\begin{eqnarrayx*}
\beta_0 + \sum_{\alpha=1}"n \alpha &=& \beta_0 + 1+2+3 + \ldots + n \\
&=& \beta_0 + \frac{n \cdot (n+1)}{2} \\
&=& \beta_0 + \frac{1}{2} \left( n"2 + n \right) \\
&\leq& \beta_0 + n~2 \ .
\end{eqnarray*}
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Ce qui, une fois compilé, produira le contenu suivant :

50+Zoz = Bo+14+2+43+...4+n
a=1

n-(n+1)
2
1 2

Bo+ 5 (n° +n)

< ﬁo+n2.

Bo +

La section suivante présente quelques références grace auxquelles vous pourrez en ap-
prendre davantage. On vous fournira aussi, sur le site web du cours, quelques documents

sources en exemple.

Références Latex

Il existe beaucoup de sites web de références pour apprendre a utiliser Latex. En voici
quelques-uns :
— Wikibooks (la version frangaise ne semble pas étre une traduction directe de la version
anglaise. A vous de choisir la version qui vous convient le micux N
— En francais : http://fr.wikibooks.org/wiki/LaTeX
— En anglais : http://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX

— The Not So Short Introduction to Latex : considéré par plusieurs comme LA référence.
Les explications sont tres completes, peut-étre méme un peu trop si vous voulez vous
en tenir aux connaissances de base :
— Version originale anglaise : http://mirror.ctan.org/info/lshort/english/lshort.
pdf
— Traduction francaise : http://mirror.ctan.org/info/lshort/french/lshort-fr.
pdf

— Art of Problem Solving (en anglais seulement) : ce site web contient des explications
claires et succinctes pour débuter avec Latex, bien qu’il prend parfois en considération
que vous utilisez 1’éditeur TeXnicCenter sous Windows.

http://www.artofproblemsolving.com/Wiki/index.php/LaTeX:About

— Detexify? - LaTeX symbol classifier : il suffit de dessiner un symbole avec la souris et

le systéme suggere le symbole Latex correspondant (utile et amusant!) :


http://fr.wikibooks.org/wiki/LaTeX
http://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX
http://mirror.ctan.org/info/lshort/english/lshort.pdf
http://mirror.ctan.org/info/lshort/english/lshort.pdf
http://mirror.ctan.org/info/lshort/french/lshort-fr.pdf
http://mirror.ctan.org/info/lshort/french/lshort-fr.pdf
http://www.artofproblemsolving.com/Wiki/index.php/LaTeX:About
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— MathIM : Un systeme de clavardage en ligne qui accepte les formules Latex.
http://mathim.com/

Logiciels pour utiliser Latex

Pour pouvoir compiler un fichier Latex, il vous faut une distribution contenant les paquets
définissant les commandes et le compilateur Latex. Une fois que vous possédez cela, il est
possible d’écrire votre document a ’aide d’un simple éditeur de texte (tel “notepad” sous
Windows!), pour ensuite le compiler en ligne de commande a 'aide de 'exécutable pdflatex.
Cette méthode de travail est peu conviviale, c’est pourquoi il existe des éditeurs de code
Latex, qui offrent plusieurs raccourcis pour faciliter la rédaction du document source et pour
exécuter les commandes de compilation. Il s’agit exactement de la méme logique que lorsque
vous utilisez un environnement de développement pour écrire le code source d’un programme

informatique.

Linux La distribution Latex est “TeX Live” et un éditeur convivial est “Kile”. Nous vous
suggérons aussi d’installer le paquet “texlive-lang-french” pour pouvoir écrire convenablement
les accents et guillemets. Vous pouvez normalement installer ces programmes a partir de la
plupart des gestionnaires de paquet. Sous Ubuntu, la ligne de commande suivante effectuera
tout le travail nécessaire :

— sudo apt-get install texlive texlive-lang-french kile

Windows La distribution Latex répandue est “MiKTeX” et un éditeur communément
utilisé est “TeXnicCenter”. Lors de la compilation de sources Latex nécessitant des paquets
que vous ne possédez pas, MiKTeX vous suggérera de les installer automatiquement.

— http://miktex.org/

— http://www.texniccenter.org/

MacOS La distribution Latex répandue est “TeX Live” et un éditeur communément utilisé
est “TeXShop”. Sur le site de TeXShop, il est possible de télécharger un gros fichier contenant
tout ce que vous pouvez avoir besoin

— http://pages.uoregon.edu/koch/texshop/


http://detexify.kirelabs.org/ 
http://mathim.com/
http://miktex.org/
http://www.texniccenter.org/
http://pages.uoregon.edu/koch/texshop/
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Latex et Subversion (SVN)

Etant donné que les fichiers sources d’'un document Latex sont des fichiers textes, ils se
prétent bien a 'utilisation d’'un systeme de versionnage de fichiers, tel SVN (ou encore CVS
ou Git). Cela peut étre un bon moyen de travailler en équipe, ou simplement de s’assurer que

vos documents sont conservés en sécurité sur un serveur distant.

Tous les étudiants qui suivent un cours au département d’informatique et de génie logiciel
peuvent demander d’obtenir un dépot SVN hébergé par les serveurs de la faculté. Il suffit de
remplir un formulaire sur le site web PIXEL (une fois connecté a votre compte PIXEL, allez

dans le menu “Aplications — Logiciels — Création d’un dépot SVN”).
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Section 1.1.6 — Exercices sur 1’algebre booléenne

Exercice 1 : Démontrez les propriétés suivantes a 1’aide d’une table de vérité :

a) Deuxieme loi de De Morgan (Proposition 1.1.4-b) : =(pV ¢q) & —p A —q.

Réponse : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

p q|pVg —~(pANqg)|-p =g (-pA—q)
vV v v f f f f
v f v f f \ f
f v v f A f f
f £ f \% \% % v

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions

p et q, les expressions “—(pV q)” et “=p A =¢” sont équivalentes.

C.Q.F.D.

b) Distributivité de la disjonction (Proposition 1.1.7-f) : (pAq)Vr < (pVr)A(qVr).

Réponse : Soit p, q et r des expressions booléennes.

p g r|pAqg (pAgVr|pVr gVr (pVr)A(gVr)
vV VvV Vv v \ s \ \
v v f \ \ Y v \
v f v f 4 v v \%
v £ f f f v f f
f v v f \ \ v \
f v f£ f f f v f
f £ v f \% \% v \%
f £ f f f f f f

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions

p, q et r, les expressions “(p A q) Vr” et “(pVr)A(qVr)” sont équivalentes.
C.Q.F.D.



Exercice 2 : Démontrez les propriétés de la technique de démonstration par successions

d’équivalences :

a) Deuxieme loi de De Morgan (Proposition 1.1.4-b) : =(pV q) & —p A —q.
NB : Vous pouvez utiliser la Premiere loi de De Morgan (Proposition 1.1.4-a) et la

propriété de la double négation (Proposition 1.1.5-a).
Réponse : Soit p et ¢ deux expressions booléennes. Démontrons “=(pV ¢q) < —pA

-q

” .

=(pVa)
& ( Prop 1.1.5-a — Double négation, 2 fois )
=(=(=p) Vv =(=q))
& ( Prop 1.1.4-a — Premiére loi de De Morgan, avec [p := (—p)] et [q := (—q)] )
=(=(=pA—q))
& ( Prop 1.1.5-a — Double négation, avec [p := (—p A —q)] )
A\
P C.Q.F.D.
b) Distributivité de la disjonction (Proposition 1.1.7-f) : (pAq)Vr < (pVr)A(gVrT).
B : Vous pouvez utiliser les lois de De Morgan (Proposition 1.1.4), la distributivité
de la conjonction (Proposition 1.1.6-f) et la propriété de la double négation (Proposi-
tion 1.1.5-a).
Réponse : Soit p, ¢ et r des expressions booléennes. Démontrons “(p A q) V r <
(pvr)A(gVr)
(pAg) VT
& ( Prop 1.1.5-c¢ — Double négation )
—((pAg) V)]
& ( Prop 1.1.4-b — Deuxiéme loi de De Morgan, avec [p:= (pAq)] et [q :=7)] )
(P Ag) A ]
( Prop 1.1.4-a — Premiére loi de De Morgan )
=[(=p vV —q) A ]
= ( Prop 1.1.6-f — Distributivivité de la conjonction, avec [p := —p|, [q := —q] et [r :==—r] )
Sl A=) V(g A )]
( Prop 1.1.4-b — Deuxiéme loi de De Morgan, deux fois )
~[=(pVr)Va(gvr)
& ( Prop 1.1.4-a — Premiére loi de De Morgan, avec [p:= (pVr)| et [qg:=qVr)])
(V) Algvr))]
& ( Prop 1.1.5-¢ — Double négation )
(pVr)A(gVT)



C.Q.F.D.

¢) Contradiction (Proposition 1.1.5-c) : p A =p < faux.

Réponse : Soit p une expressions booléenne. Démontrons “p A —p < faux” :

pA—p
& ( Prop 1.1.5-c¢ — Double négation )
=(=p) A—p
& ( Prop 1.1.4-b — Deuxiéme loi de De Morgan )
& ( Prop 1.1.7-d — Commutativité de la disjonction )
=(p V —p)
& ( Prop 1.1.5-b — Tiers exclu )
—(vrai)
& ( Def 1.1.1 — Définition de la négation )
faux

C.Q.F.D.

Exercice 3 : Considérez 'opérateur ou exclusif “V” possédant la table de vérité suivante :

s
1<
S

Hh o Hhod <3
o< o <R

H g < +Hh

Ecrivez une définition possible de 'opérateur “Y” en utilisant seulement (justifiez brievement

vos réponses) :
a) L’opérateur de négation “=”, de disjonction “V” et de conjonction “A”;

Réponse : On se base sur I'observation suivante : “p Y ¢” est vraie lorsque p et ¢

sont différents, c’est-a-dire que 'un est vrai et que 'autre est faux. On obtient :

def

p¥Yqg = ((pA-qV(-pAgq).

b) L’opérateur de négation “—=” et de disjonction “V”;



Réponse : A partir de I’expression trouvée en (a), on applique la premiere loi de De

Morgan sur les deux expressions entre parentheses. On obtient :

pYqg = (-pVg)V-(pV-g).

W_"»

c) L’opérateur de négation “—” et le si et seulement si “<”

Réponse : A partir de la solution trouvée en (b), on transforme les deux expression

entre parentheses en appliquant la définition de I'implication. On obtient :

~(p=q)V-(¢g=Dp).

Par la suite, on applique la premiere loi de De Morgan pour transformer la disjonction
en conjonction :
~[p=aNr(g=p].

Finalement, on applique simplement la définition de I'opérateur si et seulement si :

pYq = -(peq).

Exercice 4 : Démontrez chacune des propriétés suivantes a l'aide des deux techniques de
démonstration vues jusqu’a maintenant, c¢’est-a-dire (7) par une table de vérité et (i) par une

succession d’équivalences :

a) (ope g & (peq)
Réponse (7) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

p gl p —q|(pes—q) | (peq)
vV v £ \Y \Y
v £ | £ v f f
f v| v f f f
f f| v v A \

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions

p et q, les expressions “(—p < —q)” et “(p < q)” sont équivalentes.
C.Q.F.D.



Réponse (ii) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

P<=q

& ( Def 1.1.3 — Définition du si et seulement si )
(p=a)A(g=p)

& ( Prop 1.1.8 — Contraposition, 2 fois )
(¢ =—p)A(=p = —q)

& ( Prop 1.1.6-d — Commutativité de la conjonction )
(=p = —q) A (=g = —p)

= ( Def 1.1.3 — Définition du si et seulement si )

C.Q.F.D.

b) (peq) & (pe 9
Réponse (i) :S0it p et ¢ deux expressions booléennes.

p q|p ~q|(peq)|(peq)
v v f f f
v £ £ v A v
f v|v f \ v
f £f| v v f f

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions

p et q, les expressions “(—p < q)” et “(p < —q)” sont équivalentes.

C.Q.F.D.
Réponse (i) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.
p<=q
& ( Résultat démontré en (a), avec [p := (—p)] )
= ( Prop 1.1.5-a — Double négation )
P <= 7q
C.Q.F.D.

) (peq & ~(peq
Réponse (i) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.



p gl (weqg|peqgd —eq
v v | £ f \ f
v £ | £ \% f \
f v| v v f \%
f f£f| v f \% f

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expres-

sions p et g, les expressions “(—p < ¢q)” et “=(p < ¢)” sont équivalentes.

C.Q.F.D.
Réponse (ii) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.
P <=q
& ( Page 20 des notes de cours — Réécriture du si et seulement si )

(=p Ag) v (=(=p) A =)

& ( Prop 1.1.5-a — Double négation )
(=p A =(=¢)) V (=(=p) A =)

& ( Prop 1.1.4-b — Loi de De Morgan, 2 fois )
~(pV—q)V(=pVa)

& ( Prop 1.1.4-a — Lot de De Morgan, avec [p:= (pV —q)] et [q := (-pV q)] )
~((pV-g)A(=pVa))

& ( Prop 1.1.6-d — Commutativité de la conjonction )
~((pV@)A(pV—g))

& ( Def 1.1.2-b — Définition de l'implication, 2 fois )
~((p=a9) N(g=p))

& ( Def 1.1.3 — Définitions du si et seulement si )

—(p&q)
C.Q.F.D.

d) (p=(p=¢q)) & vrai

Réponse : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

p ¢|w (p=q9 (p=@=9q)
v v | £ v
v £ | £ f v
f v| v v v
f £f| v v %

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions

p et q, l'expression “(—p = (p = ¢q))” s'évalue a vrai.
C.Q.F.D.



Réponse (ii) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

= (p=9q)
& ( Def 1.1.2-a — Définition de l'implication )
—p=("p V)
& ( Def 1.1.2-a — Définition de l'implication, avec [p := —p| et [q := (=pV q)] )
~(=p) VPV
& ( Prop 1.1.5-a — Double négation )
pVpVyq
& ( Prop 1.1.5-b — Tiers exclu )
vraiVgq

& < Prop 1.1.7-b — Elément absorbant >

vrai

C.Q.F.D.

e) (p=(p=¢q)) & vrai
Réponse (i) :Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

p ¢ (p=q (p=(v=0)
v v| £ v \%
v £ £ v A
f v|v v \Y
f f| v f %

Pour toutes les combinaisons de valeurs de vérité possibles attribuables aux expressions

p et q, 'expression “(p = (—p = q))” s’évalue a vrai.
C.Q.F.D.

Réponse (ii) : Soit p et ¢ deux expressions booléennes.

p=(=p=q
& ( Prop 1.1.5-a — Double négation )
~(=p) = (p=q)
& ( Résultat démontré en (d), avec p :== (—p)] )

vrai

C.Q.F.D.



f) (p= faux) & —p

Réponse (7) : Soit p une expression booléenne.
P ‘ p = faux ‘ -p
£ £

\Y%

A\
f

\Y%

Pour les deux valeurs de vérité attribuables a I’expression p, les expressions p = faux

et —p sont équivalentes.

C.Q.F.D.
Réponse (ii) : Soit p une expression booléenne.
p = faux
& ( Def 1.1.2-a — Définition de l'implication )
—pV faux
& < Prop 1.1.7-a — Elément neutre >
-p
C.Q.F.D.

Exercice 5 : Déterminez si les instances suivantes du probleme SAT sont satisfiables. Pour les
instances satisfiables, fournissez une assignation de variables telle que I’expression booléenne
est vraie. Pour les instances insatisfiables, démontrez votre résultat a 1’aide d’une table de
vérité.
a) Yo = (21 Va2) Aaz A (mx1 V —xg) A (7 V —3).
Réponse : L’instance 1), est insatisfiable, comme le montre la table de vérité suivante :

r1 Xy X3 | X1V o T3 X1V xg | X Vx| g ANea Aeg N ey
v VvV Vv v A £ f f
v v f v f \ \ f
v f v A \ f s f
v f f A f A \'% f
f v v A \ \ f f
f v f \Y f \ A f
f f v f \' \' v f
f f f f f \' \'% f




b) Yy = (21 Vx2) Az A(z1V —x3) A (—x2 V 2a3).
Réponse : L’instance v, est satisfiable. En effet, I'assignation de variables suivante

satisfait vy : x1 = vrai, zo = faux, x3 = vrai.

c) Yo = (21 V) A(—mxy Vas) A(zyV-ox) A(—zy Vas) A (—-xy V —xg).
Réponse : L’instance 1), est insatisfiable, comme le montre la table de vérité suivante :

c1 c2 c3 ca cs Ye
r1 Ty X3 m m m m :'561(/\_'1'?? ¢ A ¢ /\23/\04/\05?
v VvV Vv v v A v f f
v v f v f A f A f
v f v v v A v f f
v £ f v £ \ v v f
f v v A v f Y A f
f v £ A v f f A f
f £ v f v \4 v A f
f £ £ f v A A v f

d) g = (mx1 Vg Vas) A (g Voxg Vo) A(mxe VoV oay).
Réponse : L’instance 1, est satisfiable. En effet, I'assignation de variables suivante

satisfait ¢4 : 1 = faux, xo = faux, xr3 = faux, r4 = faux.

Exercice 6 : En utilisant les propriétés que nous avons vues dans cette section, réécrivez les

expression suivantes sous forme normale conjonctive :

a) T & Ty

Réponse :

T1 <= T2
& (11 = 1) A (122 = 19) ( Def 1.1.3 — Définition du si et seulement si )
& (mwy V) A (1 V xg) ( Def 1.1.2-a — Définition de l'implication (2 fois) )

b) (.171 V LEQ) A (Ig V $4)
Réponse : L’expression est déja sous forme normale conjonctive !



c) (x1 ANxa) V (23 A xy)

Réponse :

=

=

(371 A 132) V (xg A\ LU4)

Prop 1.1.7-f — Distributivité de la disjonction, avec [p == x1], [q :

et [r:= (x3 A\ xy)]
(21 V (23 A xg)] A 22 V (23 A 24)]
( Prop 1.1.7-f — Distributivité de la disjonction (2 fois) )
(21 V x3) A (21 V)] A (e Va3) A (g V z4)]
( Priorité des opérateurs )
(1 Va3) A(z1Vag) A(zgVag) A(xeV zy)

d) (Il = 1’2) = ((l’g = I4) = I5)
Réponse :

=

(w1 = 22) = (23 = 74) = @5)

( Def 1.1.2 Définition de 'implication (2 fois) )
_|(.T1 = .I‘Q) V (_|(‘T3 = I4) V .CC5)

( Def 1.1.2 Définition de 'implication (2 fois) )
_|(_|l'1 V 172) V (_|(_|JJ3 vV .I‘4) V ZE5)

( Prop 1.1.4-b Deuxiéme loi de De Morgan (2 fois) )
(== A ) V ((m—wg A —y) V xs)

( Prop 1.1.5-a Double négation (2 fois) )
(ZL’l VAN _h’L'Q) V ((ZL‘g N _|ZL‘4) V J]5)

( Prop 1.1.7-f Distributivité de la disjonction )
(1 A—xo) V (23 V 5) A (—24 V 5))

( Prop 1.1.7-f Distributivité de la disjonction )
((ZEl A _h’EQ) V (Ig V (L’5)) N ((ZEl A _h’EQ) V (_|ZL'4 V ZE5))

( Prop 1.1.7-f Distributivité de la disjonction (2 fois) )

(1 V(x3Vas)) A (mz2 V(23 Vas))) A (21 V (mxg Vas)) A (mxe V (mxy V x5)))

( Piorité des opérateurs )
(ZL’I vV T3 V .135) N <_|(L’2 V T3 V ZL’5) VAN (.Il V Ty V .135) A <_|(L’2 V T4 V I5)



Exercice 7 : Imaginons qu’on vous demande d’écrire un “solveur SAT”, c’est-a-dire un pro-
gramme informatique qui recoit en entrée une instance du probleme SAT (soit une expression

booléenne sous forme normale conjonctive) et détermine si cette instance est satisfiable.

a) Votre programme regoit en entrée une instance du probleme SAT décrite ainsi :

— Un nombre n indiquant le nombre de variables du probleme. On représente ces

variables par x1, 2o, ..., %, ;
— Une collection de m clauses que 'on représente par Cy, Cs, ..., Cp,.
On vous fournit une fonction déja programmée “évaluerClause(Cj,ay,as,...,a,)”

qui retourne le résultat de 'évaluation de la clause C; (c’est-a-dire vrai ou faux) avec

I’assignation de valeurs 1 = a1, 22 = ao, ..., T, = a,.

Expliquez, en vos mots ou a ’aide d'un pseudo-code, la procédure que doit employer
votre programme pour vérifier si une instance est satisfiable ou insatisfiable. Inspirez-

vous de la méthode que vous utilisez pour batir une table de vérité.

Réponse (sous forme de texte) : Pour chacune des 2" assignations possibles de

valeurs de vérité aux variables x1, ..., x,, effectuer la procédure suivante :

— Vérifier a 'aide de la fonction évaluerClause si ’assignation de variables permet
d’évaluer chacune des m clauses C',...,C,, a vrai.
— Si chacune des m clauses est vraie avec cette assignation de variables, alors le

programme déclare que 'instance est satisfiable.

Si aucune des 2" assignations de variables n’a permis d’évaluer a vrai I’ensemble des

m clauses, alors le programme déclare que l'instance est insatisfiable.

Réponse (sous forme d’un pseudo-code) : Nous présentons ici le pseudo-code
d’un algorithme, sous forme d’une fonction récursive. L’appel initial a la fonction
doit respecter la forme “solveurSAT(0, C4,...,Cy, a1,...,a,)”, ou ay,...,a, sont
initialement des valeurs quelconques (elles sont initialisées au cours de 'exécution de
I'algorithme). L’algorithme retourne la valeur vrai si I'instance est satisfiable et faux

si 'instance est insatisfiable.



solveurSAT(i, C, ...

,Cm, al,...,an)

1+ 1+1

Si¢ > n alors

Sinon
a; < vrai
evaly < solveurSAT(i, Cy,...,Cp, ag,. ..
a; <+ faux
evaly < solveurSAT(i, C,...,Cy, ag,. ..

Pour j =1 a m Faire
Si évaluerClause(Cj, aq, .. .

Retourner faux

Fin Si
Fin Pour

Retourner vrai

Retourner ecval; V evals

Fin Si

,a,) = faux alors

b) Transformez I’expression booléenne suivante sous forme normale conjonctive afin de

pouvoir déterminer si elle est satisfiable a I'aide de votre solveur SAT :

[V Ar = (pAT)V(gAT)].

Réponse : En appliquant successivement les propositions et les définitions des opérateurs

booléens, on transforme l’expression en une expression équivalente qui respecte la

forme normale conjonctive :

te e

“[pVgAr = (pAT)VI(gAT)]
(VO AT)V(DAT)V(gAT)]

——((pVOAT)A=((pAT)V(gAT))

(Vg ArA=((pAr)V(gAT))
(pV@ ArA=(pAT)A=(gAT))
(pVaQ AT A(=pV—r)A(—gV-r))

( Def 1.1.2-a — Définition de l'implication

( Prop 1.1.4-b — Loi de De Morgan
( Prop 1.1.5-a — Double négation
( Prop 1.1.4-a — Loi de De Morgan

( Prop 1.1.4-b — Loi de De Morgan (2 fois)

Remarquez que I'expression obtenue est la méme que I'expression v, de ’exercice Ha.

On sait donc qu’elle est insatisfiable.

)
)
)
)
)



c)

Serait-il possible d’utiliser votre programme pour vérifier si une expression booléenne
est toujours vraie ? Si oui, expliquez comment. Sinon, expliquez pourquoi.
Réponse : Oui! Considérons une expression booléenne A. Pour déterminer si I’'expres-

sion A est toujours vraie, il suffit d’exécuter le solveur SAT sur sa négation (c’est-a-dire

—A).

Si le solveur détermine que l'instance —A est insatisfiable, cela signifie qu’il n’existe
pas d’assignation de variables telles que I'expression —A est vraie, donc I'expression
—A est toujours fausse, alors I'expression A est toujours vraie. De méme, si le solveur
détermine que 'instance — A est satisfiable, cela signifie qu’il existe une assignation de

variables telle que I'expression A est fausse.

Bien str, il faut transformer I'instance — A sous forme normale conjonctive a ’aide des

définitions et des propriétés des opérateurs booléens avant d’exécuter le solveur SAT.

Exercice 8 : A la page 47 du présent document, la section 1.3 débute par une citation d’une

piece d’Eugene lonesco, digne représentant du théatre de ’absurde. Dans cette citation, un

prétendu logicien affirme : “Tous les chats sont mortels. Socrate est mortel. Donc Socrate est

un chat.”

a)

Expliquez dans vos propres mots pourquoi ce raisonnement est erroné ;

Réponse : Il est vrai que tous les chats sont mortels, mais cela ne signifie pas que

tous les mortels sont des chats!

Réécrivez I'affirmation de ’aspirant logicien en utilisant les opérateurs booléens. Pour
simplifier la tache, nous vous suggérons d’utiliser les variables ¢ et m pour représenter

les expressions de la maniere suivante :

¢ = Socrate est un chat,

m = Socrate est mortel.

Réponse : Pour faciliter la tache, on réécrit d’abord I’affirmation ainsi : “Si Socrate
est un chat, alors il est mortel. Socrate est mortel. Donc Socrate est un chat.” Cette

affirmation est équivalente a :

[(c=m)Am] = c.



c)

A partir de Pexpression booléenne trouvée en (b), démontrez a 'aide d’une table de

vérité que affirmation du pauvre logicien est fausse;

Réponse :

c m|ic=m|(c=>m)Am|[(c=m)Am] = ¢
v v v v v
v f f f v
f v v v f
f f v f v

La 3e ligne de la table de vérité montre que ’expression n’est pas vraie dans le cas ou
¢ = faux et m = vrai, c’est-a-dire si on pose comme hypothese “Socrate n’est pas un

chat” et “Socrate est mortel”.

Suggérez une modification a 'affirmation du dénommé logicien afin qu’elle soit tou-
jours vraie.
Réponse : On peut imaginer plusieurs solutions, notamment :
— “Tous les chats, et seulement les chats, sont mortels. Socrate est mortel. Donc
Socrate est un chat.” :
[(ce&m)Am] = c.

— “Tous les chats sont mortels. Socrate est un chat. Donc Socrate est mortel.” :
[(c=m)Ac] = m.
— “Tous les mortels sont des chats. Socrate est mortel. Done Socrate est un chat.” :

[(m=c¢)Am] = c.

Ces affirmations peuvent sembler farfelues, mais il s’agit d’expressions booléennes va-
lides, puisqu’elles sont toujours évaluées a vrai pour toutes les valeurs des expressions
c et m. Par exemple, la derniere affirmation nous dit que si on accepte les hypotheses
que “tous les mortels sont des chats” et que “Socrate est mortel”, alors on peut

conclure que “Socrate est un chat”.



Section 1.2.7 — Exercices sur les ensembles

Exercice 1 : Définissez les ensembles suivants par compréhension :

a) I'ensemble des entiers non négatifs plus petits que 4;
Réponse 1 : {n e N|n < 4}
Réponse 2 : {n € Z |0 <n <4}

(Ceci n’est pas en compréhension : {0, 1,2,3}. )

b) Pensemble des entiers strictement positifs divisibles par 3 et plus petits que 4;
Réponse 1 : {i e N|0<i<4Ni%3 =0}
Note : L’opérateur modulo “%” correspond au reste de la division entiere. Pour a € Z
et be Z\ {0}, nous avons : a%b = a—b- 4]

Réponse 2 : {3i|i € N* A 3i < 4}

(Ceci n’est pas en compréhension : {3}.)

¢) Pensemble des nombres impairs ;
Réponse 1 : {2i+1|ie€Z}
Réponse 2 : {i € Z |i%2 =1}
Réponse 3 : {n|(F €Z|2i+1=n)}
(Ceci n’est pas en compréhension : {...,—7,—5,-3,-1,1,3,5,7,...}.)

d) Pensemble des carrés dont la racine est située entre 10 et 22
Réponse 1 : {i*|i e NA10 <i < 22}
Réponse 2 : {n € N |10 < /n <22}
(Ceci n’est pas en compréhension : {10%, 112,122,132 ... 22%}.)

e) l’ensemble des puissances de 2.
Réponse 1 : {z? | x € N}
Réponse 2 : {(n e N| (Fi e N|n=2")}
(Ceci n’est pas en compréhension : {0, 1,2,4,8,16,32,64,128,...}.)



Exercice 2 : Donnez une description en langue fran¢aise des ensembles suivants :

a) {x €Z |0 <z Az est pair};

Réponse : L’ensemble des entiers strictement positifs pairs.

b) {reN*|0<zAxz%2=0};

Réponse : Méme réponse qu’en a)

) {plg€ZAr=2Ap>0Ap=q-7};

Réponse : Méme réponse qu’en a)

d) {zeN"|(FyeZ|2y=2)};

Réponse : Méme réponse qu’en a)

e){z€Z|-1<zN(Fze€Zl|z=x-yyNly=2Vy=3)};

Réponse : L’ensemble des entiers non négatifs qui sont divisibles par 2 ou par 3.

fY{zeZ|-1<zANl<y<4dAhz=uz-y}.

Réponse : Méme réponse qu’en e)

Exercice 3 :

2)

Définissez 1’ensemble suivant par compréhension. L’ensemble des nombres premiers
compris entre 10 et 30. Vous pouvez utiliser la fonction booléenne premier(i) qui
retourne la valeur de I’expression “z est un nombre premier”, c¢’est-a-dire vrai si ¢ est
premier, faux sinon.

Réponse : {i € Z | 10 < i < 30 A premier(i)}. Si on avait demandé de donner

I’ensemble en extension, la réponse serait {11,13,17,19,23,29} .
Décrivez I'ensemble suivant en francais.
{r|yeNAze {23} Nz =y*}
Réponse : L’ensemble des entiers positifs qui sont des carrés ou cubes. En extension :

{1,4,8,9,16,25,27,36,49,...} .



Exercice 4 : Soit ’ensemble de couleurs C' = {rouge, vert,bleu}. Ecrivez les ensembles
suivants en extensions :

a) P(C);

Réponse :

PC) = (0, {rouge}, {vert}, {bleu}, {rouge,vert}, {rouge, bleu},
| {vert,bleu}, {rouge,vert,bleu}

b) P(CYNO;
Réponse : P(C)NY = 0

c) P(C)YNP(D);
Réponse : P(C)NP(D) = P(C)n{d} = {0}

d) {ceP(C) 2> |c[};
Réponse : { 0, {rouge}, {vert}, {bleu} }

e) {ceP(C)|cC {rouge,bleu}};
Réponse : { 0, {rouge}, {bleu}, {rouge,bleu} }

f) {c € P(C) | {rouge,bleu} C ¢} .
Réponse : { {rouge,bleu}, {rouge, vert,bleu} }



Exercice 5 : Démontrez chacune des propriétés suivantes a l'aide des deux techniques de
démonstration vues jusqu’'a maintenant, c’est-a-dire (i) a l'aide de diagrammes de Venn

(démonstration par cas) et (ii) par une succession d’équivalences :

a) Complémentarité (Proposition 1.2.7-a) : (S€)¢ = S;
Réponse (7) : Soit S un ensemble. Démontrons “(S€)¢ = S” a 'aide de diagrammes

de Venn. Considérons la représentation suivante :

U

<

Démontrons que “(5¢)¢” équivaut a “S” :
C

S¢ S

Les diagrammes de Venn obtenus montrent que les éléments appartenant a ‘(.S€)<”

sont les mémes que les éléments appartenant a ’ensemble “S”.

C.Q.F.D.

Réponse (ii) Soit S un ensemble. Par I'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1,
avec [S := (59 et [T := 5]), 'expression a démontrée est équivalente a :

(Velee (S)=eecl).

Démontrons donc “e € (S)¢ < e e 57 :
Soit e, un élément quelconque.
e € (59°
& ( Prop 1.2.11-a — Complément, avec [S := S| )
(e € 59
& ( Prop 1.2.11-a — Complément )
(e € 9)
& ( Prop 1.1.5-a — Double négation )
ee S
C.Q.F.D.



b) Deuxieme loi de De Morgan appliquée aux ensembles (Proposition 1.2.6-b) :
(SUT)=5°NT°;
Réponse (i) : Soit S et T' deux ensembles. Démontrons la deuxieme loi de De Margan

a l’aide de diagrammes de Venn. Considérons la représentation suivante des ensembles
SetT:

U

GO

Batissons d’abord ’ensemble “(S'UT)“" :

C
U

SUT (SUT)®

Batissons ensuite I’ensemble “S¢NTC :

<l -He

SenTe

Les diagrammes de Venn obtenus montrent bien que les éléments appartenant a

“(SUT)® sont les mémes que les éléments appartenant a ’ensemble “S¢N T,
C.Q.F.D.

Réponse (i7) : Soit S et T deux ensembles. Par I'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1,
avec [S = (SUT) ) et [T := S°NTC)), I'expression a démontrée est équivalente a :

Velee (SUT) ©eeS°NT).



Démontrons donc “e € (SUT) < ee SCNT :

Soit e, un élément quelconque.

ee (SUT)”

& ( Prop 1.2.11-a — Complément )
—(ee (SUT))

& ( Prop 1.2.11-c — Union )
—-(e€ SveeT)

= ( Prop 1.1.4-b — De Morgan, avec [p:= (e € S)] et [¢ := (e € T)] )
—(e€ S)A—-(eeT)

& ( Prop 1.2.11-a — Complément, 2 fois )
ecSNeecT"

& ( Prop 1.2.11-b — Intersection )
ee S°NTe

C.Q.F.D.

c¢) Réécriture de la différence (Proposition 1.2.10-b) : S\ T =S NT*.
Réponse (i) : Soit S et T deux ensembles. Considérons la représentation suivante
des ensembles S et T :

U

GO

Batissons d’abord I'ensemble “S'\ 77 :

@)  (®_ €
>

Batissons ensuite ’ensemble “S NTC” :

@) » @D ] -

S T sSNnTe

Les diagrammes de Venn obtenus montrent bien que les éléments appartenant a “S\7”

sont les mémes que les éléments appartenant a I’ensemble “S NT¢”.
C.Q.F.D.



Réponse (i) : Soit S et T' deux ensembles. Par I'axiome d’extensionnalité, I'expres-

sion a démontrée est équivalente a :

Velee S\T&ee SNT°).

Démontrons donc “e € S\ T < eec SNTY .

Soit un élément e quelconque.

eec S\T

& ( Prop 1.2.11-d — Différence )
ec SA-(eeT)

& ( Prop 1.2.11-a — Complément )
ecSNheeT”

& ( Prop 1.2.11-b — Intersection )

C
e€SNT C.Q.F.D.

Différence d’une union (Proposition 1.2.10-e) : S\ (TUU) = (S\T)N(S\U);

Réponse (i) : Soit S, T et U trois ensembles. Considérons la représentation suivante :

U

Batissons d’abord I'ensemble “S'\ (TTUU)” :

U U U

S TUU S\ (TUU)
Batissons ensuite I'ensemble “(S\7T) N (S\U)” :

U U U

N —

S\T S\U (S\T)N(S\U)
Les diagrammes de Venn obtenus montrent que les éléments appartenant a “S\ (TUU)”

7

sont les mémes que les éléments appartenant a 'ensemble “(S\ T) N (S \ U)

C.Q.F.D.



Réponse (ii) — Voici deux démonstrations possibles :

Démonstration 1 (Par ’axiome d’extensionnalité et les propriétés de ’algebre booléenne) :

Soit S et T" et U des ensembles. Par I'axiome d’extensionnalité (définition 1.2.1, avec

[S:=S\(TUU)] et [T := (S\T)N(S\U)]), 'expression a démontrée est équivalente a :
(Velee S\ (TUU)=ec (S\T)N(S\U)).

Démontrons donc “e € S\ (TUU) < ec (S\T)N(S\U)" :

Soit e, un élément quelconque. On a :

eec S\ (TUU)
& ( Prop 1.2.11-d — Différence, avec [T :=T UU]| )
ee SAN=(eeTUU)
& ( Prop 1.2.11-¢ — Union )
ec SAN-(eeTVeel)
& ( Prop 1.1.4-b — De Morgan, avec [p:=e €T| et [¢ :=e € U] )
ee SA=(eeT)N=(eeU)
& ( Prop 1.1.6-c — Idempotence, avec [p:=e € S] )
ecSNheeSAN-(eeT)N—(eeU)
& ( Prop 1.1.6-d — Commutativité )
ee SA-(eeT)Nee SA—(eeU)
& ( Prop 1.2.11-d — Différence, 2 fois )
e (S\T)Nee (S\U)
& ( Prop 1.2.11-b — Intersection )
e € (S\T)N(S\U) C.Q.F.D.
Démonstration 2 (Utilisant directement les propriétés ensemblistes) :
Soit S et T des ensembles.

S\ (T'uU)
= ( Prop 1.2.10-b — Réécriture de la différence )
SN(TUU)°
= ( Prop 1.2.6-b — De Morgan )
SNTcNnuU*
= ( Prop 1.2.8-c — Idempotence )
SNSNT°NU°
= ( Prop 1.2.8-d — Commutativité )
SNTeNnsnue
= ( Prop 1.2.10-b — Réécriture de la différence, 2 fois )

(SAT)A(S\U) C.Q.F.D.






Section 1.3.9 —

Exercices sur les techniques de démonstrations

Important : Pour cette série d’exercices, vous devez écrire vos démonstrations sous la forme
d’un texte francais, similairement aux démonstrations présentées tout au long de la sec-
tion 1.3. Nous vous encourageons cependant a vous former une intuition en utilisant les

diagrammes de Venn.

Exercice 1 : Supposons que S, T et U sont des ensembles quelconques. On vous demande de
démontrer trois égalité d’ensembles ci-dessous. Nous vous suggérons deux stratégies possibles

pour démontrer une égalité d’ensemble :

— Utiliser 'axiome d’extensionnalité (Définiton 1.2.1) :
(x) S=T & Ve|lecS=eeTl).

— Utiliser 'antisymétrie de l'inclusion (Propriété 1.2.12-d) :
(xx) S=T & SCTATCS.

a) De Morgan : (SNT)¢=S°UT*"
Réponse (utilisant ’antisymétrie de l’inclusion) :
Soit S et T' des ensembles. Utilisons I'antisymétrie de l'inclusion (xx) et démontrons
a tour de role (SNT)* C SCUT et (SNT)¢ D SCUTC.

Soit un élément e € (SNT)° ( On veute € SCUT®)
Par la définition du complément d’un ensemble, on a donc e ¢ SNT.
Considérons les trois cas suivant :

— ler cas,e € Smaise ¢ T :
Puisque e ¢ T, on a e € T.

Donc e € SCUT® ( ler cas démontré )

— 2ecas,e€ Tmaise ¢ S:
Puisque e ¢ S, on a e € S€.

Donc e € SCUT® ( 2e cas démontré )

— 3ecas,e¢ Seted T:
Puisque e ¢ S, on a e € S€.

Donc e € SCUT® ( 3e cas démontré )

Les trois cas ayant couvert toutes les possibilités, I'inclusion est démontrée.



Soit un élément e € SCUT* ( Onveutee (SNT)C)
On a donc e € S€ ou e € T¢. Considérons les deux cas séparément :
— ler cas, e € S¢:
Donc e ¢ S.
Donce¢ SNT.
Ce qui est équivalent a e € (SNT)°. ( ler cas démontré )
— 2ecas,ec T
Donc e ¢ T.
Donce ¢ SNT.

Ce qui est équivalent a e € (SNT)°. ( 2e cas démontré )
L’inclusion inverse est démontrée.

C.Q.F.D.

b) De Morgan : (SUT)¢=8°NT*¢
Réponse (utilisant ’axiome d’extensionnalité) :
Soit S et T des ensembles et soit un élément e quelconque. Par 'axiome d’extension-

nalité (%), nous allons démontrer (S UT)¢ = S°NT° en démontrant
e (SUT) & e S°NTC.
Démontrons 'implication et 'implication inverse a tour de role.

Supposons e € (S UT)¢ est vrai ( On veute € S°NTC)
Par la définition du complément d’un ensemble, on a donc e ¢ SUT.
Donc I’élément e n’appartient ni & 'ensemble S ni a I'ensemble 7" (e ¢ S et e ¢ T).
Ainsi, e € S€et e € TC.
C’est donc dire que e € S NTC. ( Impication démontrée )

Supposons e € S°NT° est vrai ( On veutec (SUT)")
On a donc a la fois e € S€ et e € T°.
Autrement dit, e ¢ S et e ¢ T.
Puisque e n’appartient ni & .S ni a 7', on écrit e ¢ SUT.
Donc e € (SUT)". ( Impication inverse démontrée )
C.Q.F.D.



c)

S\T=8nNT¢

Réponse (utilisant ’antisymétrie de l’inclusion) :

Soit S et T' des ensembles. Utilisons I'antisymétrie de l'inclusion (xx) et démontrons
atour derole S\T C SNT%et S\T 2D SNTC.

SoitunélémenteES\T ( On veute e SNTC)
Par la définition de la différence, on a donc e € Set e ¢ T
Puisque e ¢ T, on a e € TC.
On a donc a la fois e € S et e € T, c'est-a-dire e € SNTC ( Inclusion démontrée )
SoitunélémenteeSﬂTC ( On veute e S\T)
OnaeecSeteecTC
Par la définition du complément, e € T¢ < e ¢ T.

Puisque e € Sete¢ T,onaec S\ T ( Inclusion inverse démontrée )

C.Q.F.D.

Exercice 2 : Supposons que S et T sont deux ensembles quelconques. Démontrez :

a)

SNTCT

Réponse : Selon la définition de l'inclusion (définition 1.2.4-a), il faut démontrer :

VeleeSNT =e€cT).

Soit e e SNT. ( OnveuteeT )
Alorsee SeteeT, ( Par la définition de l'intersection )
On a donc e € T' comme désiré.

C.Q.F.D.
S\T CS.
Réponse : Selon la définition de I'inclusion, il faut démontrer :

(Ve|lee S\T=e€9).

Soit e € S\ T. ( On veutee€ S)
Alorsee Sete ¢ T, ( Par la définition de la différence entre deux ensembles )

On a donc e € S comme désiré.
C.Q.F.D.



¢) Transitivite de C: SCTATCU=SCU;
Réponse :
Supposons (x) S C T et (%) T C U, et montrons S C U, c’est-a-dire :

(Ve|lee S=eclU).

Soit un élément e € S. ( On veute e U )
Comme SCT,onaecT. ( Voir (*))
Comme T CU,onaeeclU. ( Voir (**))
Ainsi, S C U. C.Q.F.D.

d) (Vo | P(z) = Q(z)) < {z| P(x)} S{z | Q(x)}
Réponse : Démontrons successivement l'implication et 'implication inverse :
= £)Supposons (1) (v | P(x) = Q(x)) ( On veut {a | P()} € {z | Q(&)} )
Démontrons (Ve | e € {x | P(z)} = e € {z | Q(z)}). ( Définition de l'inclusion )
Soit e € {x | P(x)}.
Comme e € {x | P(z)}, alors P(e) = vrai.

Donc Q(e) = vrai. ( Selon I’hypothese (1) )

Donc e € {z | Q(x)}. ( Implication démontrée )
(=] Supposons (2) {z | P()} € {z | Q) { On veut (2 | Pla) = Q) )

Soit un élément e choisi tel que P(e) = vrai. ( Montrons Q(e) = vrai )

Alors e € {x | P(z) }

Donc e € {z | Q(x) } ( Selon Uhypothése (2) )

Donc Q(e) = vrai. ( Implication inverse démontrée )

C.Q.F.D.



Exercice 3 : Supposons que S et T sont deux ensembles quelconques. Démontrez :

a) SCT & SNT =25,
Réponse : Démontrons successivement l'implication et I'implication inverse :
Supposons (V) S C T ( Montrons SNT =S )
Démontrons successivement SNT C Set SNT DS

( Par Uantisymétrie de linclusion

)
SoithSﬂT ( Montrons x € S )
)
)

Alorsz e Setxz e T ( Définition de lintersection
On a z € S comme désiré. ( Inclusion démontrée
Soit:EES ( Montrons x € SNT )
Comme SCT,onaquex €T ( Par Uhypothese (Q) )
Puisque x € Set x € T,onazxz e SNT ( Inclusion inverse démontrée )

On amontré SNT C Set SNT 2 S,donc SNT =5. ( Implication démontrée )

[< :|Supposons (VO)SNT =S ( Onveut SCT))
Soit x € S. ( Montrons x € T )
Puisque S=SNT,onaz e SNT. ( Par U’hypothese (V) )
Alorsz e Setz e T.

Comme voulu, ona e €T, donc S CT ( Implication inverse démontrée )

C.Q.F.D.



b) SCT & SUT=T
Réponse : Démontrons successivement I'implication et 'implication inverse :
Supposons (¢) S C T ( Montrons SUT =T )
Démontrons successivement SUT CT et SUT DT

( Par lantisymétrie de linclusion )

SOit:EESUT ( Montrons x € T )

Alorsx € Souxz eT ( Définition de l'union )
Examinons les deux cas possibles :

—Cas1: Siz €T, on ale résultat désiré.

—Cas2: Siz e S,comme S CT,onaaussiz € T. ( Par I’hypothése (O) )

Ainsi, on a nécessairement x € 7. (SUT C T démontrée )
SoithT ( Montrons x € SUT )
Peu importe S, On a nécessairement z € SUT (SUT DT démontré)

On a montré SUT CT et SUT O T,donc SUT =T. ( Implication démontrée )

Supposons (OQ0)SUT =T ( Onwveut SCT)
Soit x € S. ( Montrons x € T )
Alorsx € SUT.

Puisque SUT =T,onax € T. ( Par Uhypothese (O0) )
On a donc S CT. ( Implication inverse démontrée )

C.Q.F.D.



Section 1.4.7 — Exercices sur les relations et fonctions

Exercice 1 : (Vous pouvez faire cet exercice en représentant vos relations par des graphes.)
Etant données les trois relations p, o, 0 C {1,2,3,4} x {1,2, 3,4} suivantes :

— pP= {<1> 2>’ <27 3)? <3’ 4>> <4’ 1>}

— o ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(3,1), (4, 1) }

— 0={(z,y) |z <y}

1. Calculez po o, p?, 6€ et 671

2. Déterminez la (ou les) propriété(s) que la relation p satisfait parmi les suivantes :
(a) réflexivité (b) irréflexivité (c) symétrie
(d) antisymétrie (e) asymétrie (f) transitivité

3. Méme question pour la relation o.

4. Méme question pour la relation 6.

5. Existe-t-il un n pour lequel p™ = {1,2,3,4} x {1,2,3,4} 7 Si oui, trouvez le plus petit
de ces n.

6. Méme question pour la relation o.

7. Méme question pour la relation 6.

Réponses :
L poo = {(L1),(2,1),(3,1), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4)}
P2 = {<1,3>,<3,1>,<2,4>,<4, >}
0 = {(zy) x>y}
0~ {(y.2) |z <y} ou {(z,y) |z >y}
(b), (d) et (e) 3. (c). 4. (a), (d) et (f)
5. NON. 6. OUIL, n = 2. 7. NON.

Exercice 2 : (Pour ce numéro, aucune justification n’est demandée.)

Etant données les deux relations p,0 C Z x Z suivantes :
—p={Gali+1=7}
—0={{z,y) | (Fz€Z|2z=2—-y)}
a) Donnez p?, 6€ et 671,
b) Déterminez la (ou les) propriété(s) que la relation p satisfait parmi les suivantes :
(a) réflexivité (b) irréflexivité (c) symétrie
(d) antisymétrie (e) asymétrie (f) transitivité

¢) Méme question pour la relation 6.



Réponses :

a) 2 = {(i,j))eZ?|i+2=j}
0° = {(z,y) | (Fz€Z| 2241 =2 —1y)}
L= 9

b) (b)irréflexivité, (d)antisymétrie et (e)asymétrie.
c

)

) (a)réflexivité, (c)symétrie et (f)transitivité.

Exercice 3 : Quelles propriétés du numéro 2b) ci-haut les relations suivantes possedent-elles 7

a) b p cssibet csont des entiers tous deux négatifs ou tous deux positifs.
b) b p cssib et ¢ sont des entiers tels que b — ¢ est un multiple de 5.
¢) 0, ou 0 est une relation sur un ensemble non vide B.

d) Ip, la relation identité sur un ensemble non vide B.

@

) B x B ou B est un ensemble non vide contenant au moins deux éléments.

) = sur Z.
)

<
h) < sur Z.

—

sur Z.

o

i) b p cssi b est le pére de c.
j) b p cssibest le pére de ¢ ou vice-versa.
)

b p cssibest cou le pére de c.

Réponses :
réflexivité irréflexivité symétrie antisymétrie asymétrie transitivité

a) X X
b) X X
c) X X X X
d) X X
e) X X
f) X X X
g) X X X X
h) X X X
i) X X
i) x
k) X X




Exercice 4 : Démontrez la définition équivalente de l'antisymétrie (Proposition 1.4.15-¢) :

(Va,b€ S|apbAbpa=a=0b) & pnp ' Clg.

Réponses : On peut faire les démonstrations de chaque direction. Ca donne ceci :

[=]: Supposons (Va,b€ S |apbAbpa=a=0>) (O) (onwveut pNp t CIg) )
Soit {(a,b) € pN p~t. Voir note ( on veut {(a,b) € Ig) )
Donc {(a,b) € p et {a,b) € p~! ( Defden )
Donc (a,b) € p et (b,a) € p ( Defdep™t )
Donc a = b ( Par hyp. (V) )
Donc (a,b) € I ( Def deIg) )

= est démontré

a. Puisqu’on a affaire & des ensembles, pourquoi ne dit-on pas : soit z € pNp~! ? En fait on aurait
pu, mais on voit que p est en fait une relation et qu'on a besoin d’utiliser ce fait; dans ce cas, plus
loin, on aurait été obligé de dire donc x = (a,b) pour un a et un b pour pouvoir continuer. Ca revient
au méme, au sauve une étape.

[<]: Supposons pNp~t CIg (VV) ( on veut (Ya,b€ S |apbAbpa=a=0b) )
Soit a,b tels que (a,b) € p et (b,a) € p ( Onveuta=>b )
Donc (a,b) € p et {a,b) € p~* ( Defdep™ )
Donc (a,b) € pNp~! ( Defden )
Donc (a,b) € Ig ( Par hyp. (V) )
Donc a =b ( Def de Is) )

< est démontré
C.Q.F.D.

Toutefois en regardant la démonstration on réalise que les arguments sont exactement les
mémes dans les 2 directions. La démonstration suivante est moins longue et équivalente. Les
deux démonstrations sont acceptables.

(Va,be S|lapbANbpa=a=0)

& (Ya,be S| (a,b) € pA(bya) € p=a=10) ( réécriture )
& (Va,b € S| {a,b) € pAla,b) € p~! = a=0) ( Def de p=* )
& (Va,be S| {a,b) €epnpt =a=0) ( Def den )
& (Va,be S| {a,by € pNpt = (a,b) €ly) ( Def deIg )

S pnpt Cls.
C.Q.F.D.



Exercice 5 : (Pour cet exercice, aucune réponse n'a a étre justifiée.) Dites si chacune des

relations suivantes est (i) déterministe, (ii) totale, (ii7) injective, (iv) surjective, (v) une fonc-

tion, (vi) une fonction injective, (vii) une fonction surjective ou (viii) une fonction bijective.

a)

g)

p=A{G.5) eR*|i+1=j};
Réponse : p est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

bijective (c.-a-d. : injective et surjective).

o=A{{,j) eN*|i+1=j};
Réponse : o est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

injective, mais pas surjective (et donc pas bijective).

0 ={(i,j) e N? | i—1=j};
Réponse : 6 est une relation déterministe, mais pas totale (p n’est donc pas une

fonction) qui est bijective (c.-a-d. : injective et surjective).

d: R — R, définie par la regle de correspondance : d(z) = z?;

Réponse : d est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est ni

injective ni surjective (et donc pas bijective).

la relation inverse de la relation d définie en d);
Réponse : d~! est une relation qui est ni déterministe, ni totale (et donc pas une

fonction) mais qui est injective et surjective (et donc bijective)

f:RT — R, définie par la regle de correspondance : f(z) = z?;
Réponse : f est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

injective, mais pas surjective (et donc pas bijective).

g : RT — RT, définie par la régle de correspondance : g(z) = x?;
Réponse : g est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

injective et surjective (et donc bijective).

h:R — [—1,1], définie par la regle de correspondance : h(x) = sin(x);
Réponse : h est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

surjective, mais pas injective (et donc pas bijective).

i : R — R, définie par la régle de correspondance : i(z) = 23 ;

Réponse : i est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

injective et surjective (et donc bijective).



)

la relation inverse de la relation ¢ définie en i);

Réponse : i~! est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est
injective et surjective (et donc bijective).

Notez que la relation inverse d’une fonction bijective est toujours elle aussi une fonc-

tion bijective.

k:R — RT, définie par la régle de correspondance : k(z) = 2%;
Réponse : k est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est

injective et surjective (et donc bijective).

[ : R — R*, définie par la regle de correspondance : [(x) = loga(x) ;
Réponse : [ n’est pas bien défini, car la regle de correspondance () = logs(z) qui
la définie n’a pas de sens pour les valeurs de z < 0, on ne peut donc pas répondre a

cette question.

m : Rt — R, définie par la régle de correspondance : m(x) = logs(x).

Réponse : f est une fonction (c.-a-d. : une relation déterministe et totale) qui est
injective et surjective (et donc bijective).

Notez que, m = k™1

Exercice 6 : (Pour ce numéro, seuls le c) et le e) nécessitent quelques justifications et vous

pouvez définir toute relation par une représentation graphique.)

Construisez une relation p C A x B qui soit une fonction bijective.

Construisez une relation # C C' x D qui ne soit ni totale, ni déterministe, ni injective,

ni surjective.

Dans votre réponse en a), est-ce que |A| = |B|? Si oui, recommencez la question a)

de telle sorte que |A| # |B|. Si vous n’y arrivez pas, expliquez pourquoi.

Soit E = {1,2,3}. Construisez une fonction f : £ — P(E).

A partir de la fonction f que vous avez fabriquée en d), construisez 1’ensemble
T={ecEled f(e)}

Etant donné le f et le T que vous avez construits, est-ce que T" appartient a I’ensemble

d’arrivée de f7?

Etant donné le f et le T que vous avez construits, est-ce que T € Im(f)?
Si vous avez répondu non, refaites les numéros d) et e) de telle sorte que 7' € Im(f).

Si vous n’y arrivez pas, expliquez brievement pourquoi.

Solutions a venir



Exercice 7 : (Pour cet exercice, toute réponse doit étre pleinement justifiée.)

Soit les cinq relations :

A)

B)

p € N x N, définie par : p={(i,j) |i+1=7}

0 CZ x 7, définie par : 0 = {(z,y) | (Fz € Z |2z =2 —y)}

f 1 Z — 7Z, définie par la régle de correspondance : f(z) =z + 3
g : N — N, définie par la regle de correspondance : g(x) = = + 3
h : Z —s 7, définie par la régle de correspondance : h(z) = 22

Pour chacune d’elle, déterminez si oui ou non, il s’agit :

1) d’une relation déterministe

2) d’une fonction (c.-a-d. : déterministe et totale) ;

3) d’une fonction injective (c.-a-d. : déterministe, totale et injective);

4) d’une fonction surjective (c.-a~d. : déterministe, totale et surjective) ;

5) d’une fonction bijective (c.-a-d. : déterministe, totale, injective et surjective).

Donnez la fonction inverse de chacune des fonctions bijectives trouvées en A5).

Solutions de la question (A) :

(1) — pour p] (Intuitivement, p semble étre une relation déterministe.)

Démontrons donc que (Va,b,' € N |apbAapl =b=1V).

Soit a,b,b’ € N. Supposons que apbet apb'. ( et montrons que b=1V".)
Comme a pb, alors par la définition de p, on a b=a + 1.

Comme a pb/, alors par la définition de p, on a b/ = a + 1.

Donc, par la transitivité de =, on a b =1'.

C.Q.F.D.
p est donc une relation déterministe.

(2) — pour p] (Intuitivement, p C N x N semble étre une relation totale.)
Démontrons donc que (Va € N | (Ib € N | a p b))
Soit a € N. ( Montrons (3b €N |a p b))
Soit b = a + 1. ( Un tel b existe et appartient a N, propriété de l'arithmétique. )
Alors, on a bien a pb. ( Définition de p. )

C.Q.F.D.

p est donc une relation totale et comme elle est aussi déterministe (Voir [(1)- pour
pl), p est donc une fonction.



(3) — pour p] (On a déja montré en (1) et (2) que p est une fonction, et intuitivement,
elle semble étre injective.)

Comme p est une fonction, nous allons démontrer : (Vz,2’ € N | p(z) = p(2') = x =

).

Soit z, 2" € N et supposons que p(x) = p(z’). ( Montrons x =z’ )
Alorsonax+1=2a"+1. ( Définition de p. )
Alorsonax+1—-1=2"+1-1. ( Propriété de 'arithmétique. )
Alors on a x = 2. ( Propriété de 'arithmétique. )

C.Q.F.D.

p est bien une fonction injective.

(4) — pour p| (On a déja montré en (1) et (2) que p est une fonction, et intuitivement,
elle semble ne pas étre surjective, car 0 ne semble pas faire partie de l'image de p.)

Comme p est une fonction, nous devons donc démontrer :

~(Vy e N| 3z € N|p(z) =y)).

Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € N | =(Jz € N | p(z) =y)). ( De Morgan. )
Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € N | (Vo € N | p(z) # y)).

( De Morgan et définition de #. )
Démontrons donc (Jy € N | (Vo € N | p(x) # v)).
Soit y = 0. ( Un tely emiste, car clairement 0 € N. )
Soit x € N. ( Montrons p(z) # vy )
Alors clairement, p(z) =z + 1 # 0.

( Car siz € Nalorsz+1>0 et donc x + 1 # 0 — propriété de larithmétique. )
C.Q.F.D.

p n’est pas une fonction surjective.

[(5) — pour p] p n’est pas une fonction bijective parce qu’elle n’est pas surjective.

[(1) — pour 0] (Intuitivement, 6 semble ne pas étre une relation déterministe.)
Nous devons donc démontrer que —(Va,b,b' € Z | a0bANabb =b=1)

Ce qui est équivalent a démontrer (Ja,b,b' € Z | ~(a0bAabb = b=1)).
( De Morgan. )



Ce qui est équivalent a démontrer (Ja, b, b’ € Z | =(=(af@bANafl')Vb=1)).
( Définition de =. )
Ce qui est équivalent a démontrer (Ja, b, b’ € Z | =—(aO0bANabl') AN—=(b=1)).
( De Morgan. )
Ce qui est équivalent a démontrer (3a,b,0' € Z | a@bNa V' Nb# V). ( Réécriture )
Démontrons donc que (Ja,b,t/ € Z | abbANabb ANb#V).

Soita=2,b=4,V = ( Clairement, de tels a, b et b/ existent et appartiennent a Z.. )
Alors on a bien que a0b. ( Car 2 x —1 =2 —4, et -1 appartient ¢ Z— Définition de 0. )
Et que a 0¥’ ( Car 2 x —2 =2 —6, et -2 appartient a Z— Définition de 0. )
Et que b # V. ( Car4+#6.)

C.Q.F.D.

0 n’est donc pas une relation déterministe.

[(2), (3), (4) et (5) — pour 0] Comme 6 n’est pas déterministe, elle n’est donc pas
une fonction. La réponse est donc négative pour (2), (3), (4) et (5).

[(1) et (2) — pour f} f est nécessairement une fonction (a moins d’une erreur faite

par le professeur dans l’énoncé) puisque c’est ce que signifie la notation f : Z — 7.

)

[(3) — pour f} (Intuitivement, f : 7 — Z semble étre une fonction injective.)

Comme f est une fonction, nous allons démontrer :

Ve, 2" € Z| f(x) = f(2') =z =2).

Soit x,x" € Z et supposons que f(x) = f(a). ( Montrons © =x' )
Alorson a z + 3 =2’ + 3. ( Définition de f. )
Alorsonaxz+3—-3=2"+3-3. ( Propriété de 'arithmétique. )
Alors on a x = 2. ( Propriété de 'arithmétique. )

C.Q.F.D.

f est bien une fonction injective.
[(4) — pour f} (On a déja montré en (1) et (2) que f est une fonction, et intuitivement,
elle semble étre surjective.)

Comme f est une fonction, nous allons démontrer : (Vy € Z | (3x € Z | f(x) = y)).

Soit y € Z. ( Montrons (3z € Z | f(z) =y)) )
Soit z =y — 3. ( Un tel x existe et appartient a Z — Propriété de larithmétique. )



Alorson a f(x) = f(y—3)=(y—3)+3=uy.
C.Q.F.D.

(5) — pour f} Comme f est une fonction injective et surjective, elle est donc une fonc-

tion bijective.

(1), (2) et (3) — pour g] De facon tres similaire a ce qui a été fait pour f, on peut

montrer que g est une fonction injective.

(4) — pour g] (Intuitivement g semble ne pas étre surjective, car ni 0, ni 1, ni 2 ne
semblent faire partie de l'image de g.)

Comme g est une fonction de N vers N, nous devons donc démontrer :

~(Vy e N[ (FzxeN|g(z)=y)).

=1v)). ( De Morgan )
Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € N | (Va € N | g(z) # y)).
( De Morgan et déf de # )

Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € N | =(Jz € N | g(x)

Démontrons donc (Jy € N | (Vo € N | g(x) # v)).
Soit y = 0. ( Un tel y existe, car clairement 0 € N. )
Soit x € N. ( Montrons g(z) # vy )
Alors clairement, g(z) =z + 3 # 0.

( Car siz € N alors x+3 >0 et donc x + 3 # 0 — propriété de larithmétique. )

C.Q.F.D.

g n’est pas une fonction surjective.

[(5) — pour g] g n’est pas une fonction bijective parce qu’elle n’est pas surjective.

[(1) et (2) — pour h} h est nécessairement une fonction (@ moins d’une erreur faite

par le professeur dans [’énoncé) puisque c’est ce que signifie la notation h : Z — Z.

)

[(3) — pour h] (Intuitivement, h : 7 — 7. semble ne pas étre une fonction injective.)

Comme h est une fonction, nous devons donc démontrer :

Vo, € Z | h(z) = h(a') =z =2').

Ce qui est équivalent a démontrer (Jz,2’ € Z | =(h(x) = h(2') = = = 2')).
( De Morgan )



Ce qui est équivalent a démontrer (3x,2" € Z | =(=(h(z) = h(z')) V x = 2')).
( Def de = )
Ce qui est équivalent a démontrer (3z,2" € Z | =~ (h(x) = h(2')) A =(x = 2')).
( De Morgan )
Démontrons donc (Iz, 2" € Z | h(z) = h(z') A x # o). ( Réécriture )
Soit x =2 et ' = —2.
( De tels x et x' existent et appartiennent a Z — Propriété de l’arithmétique. )

Alors on a bien que h(z) = h(2) = 22 = (=2)? = h(-2) = h(2').
C.Q.F.D.

h n’est pas une fonction injective.

[(4) — pour h] (Intuitivement, h semble ne pas étre surjective, car les entiers négatifs

ne semblent pas étre dans l'image de h.)

Comme h est une fonction, nous devons donc démontrer :

~(Vy € Z| (Fr € Z| hiz) = y).

Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € Z | =(Ix € Z | h(x) =vy)).  ( De Morgan )
Ce qui est équivalent a démontrer (Jy € Z | (Vx € Z | h(z) # y)). ( De Morgan )

Démontrons donc (Jy € Z | (Ve € Z | h(z) # y)).
Soit y = —1. ( Un tel y existe, car clairement —1 € Z. )
Soit © € Z ( Montrons h(z) #y )
Alors clairement, h(z) = 2* > 0

( Car si xz € Z alors 2 >0 - propriété de larithmétique. )
On a donc que h(x) # —1.

h n’est pas une fonction surjective.

C.Q.F.D.

(5) — pour h] Comme h n’est ni une fonction injective ni une fonction surjective, elle

n’est donc pas une fonction bijective.

Solution de la question (B) : Seule f est une fonction bijective. Nous présentons deux

solutions possibles.

e Solution 1 : Par le corrolaire 1.4.21-d, comme f est une fonction bijective, on sait
que f~! est aussi une fonction. On calcule 'ensemble f~! & partir de la définition
d’une relation inverse :

[t ={{y,z)| (z,y) € f}. ( Définition 1.4.12)
Clest-a-dire que f~! = {(f(x),x) | (z, f(x)) € f}. ( Car f est une fonction. )
C’est-a-dire que f~' = {{z + 3,z) | v € Z}. { Définition de f )



Clest-a-dire que [ ={{(y —3)+3,(y —3)) | (y—3)€Z}. ( Onposey:=z+3)
C’est-a-dire que f~' = {{y,y —3) | (y — 3) € Z}. ( Propriété de 'arithmétique. )
Clest-a-dire que f~! = {{y,y — 3) | y € Z}.

( Car (y—3) € Z & y € Z — propriété de larithmétique. )
Réponse : La fonction inverse de f est f~! = {{y,y — 3) | y € Z}.
e Solution 2 : Soit k : Z — Z, défini par la regle de correspondance k(z) =« — 3.

Démontrons que k est la fonction inverse de f. Par le théoreme 1.4.22; il suffit de
démontrer fok=1Izet ko f =1y

A. fok=T,
Il faut ici démontrer que (Vx € Z | (f o k)(z) = Iz(x)).
Autrement dit, démontrons que (Vo € Z | (f o k)(z) = x). ( Définition de 1z, )
Soit x € Z. ( On veut (fok)(x)=ux)

On a donc (fok)(z) =k(f(z))=k(z+3)=(z+3)—3==x.

B. kof=1y
Il faut ici démontrer que (Vy € Z | (ko f)(y) = Iz(y)).
Autrement dit, démontrons que (Yy € Z | (ko f)(y) = v). ( Définition de 1z )
Soit y € Z. ( On veut (ko f)(y) =y )

On a done ko f(y) = f(k(y)) = fly—3) = (y—3) +3=y.

k est bien la fonction inverse de f.
C.Q.F.D.

Exercice 8 :

a)

Vous venez de démontrer qu’un élément quelconque d’un ensemble X est aussi élément
d’un ensemble Y. Ecrivez la phrase logique que vous venez de démontrer.
Réponse : X CVY.

Etant donnés deux ensembles A et B. En vous inspirant du numéro a), expliquez
comment “classiquement” on démontrerait I’énoncé : A=B

Réponse : Une fagon de faire serait de d’abord démontrer que A C B (en démontrant
qu’un élément quelconque de l’ensemble A est aussi élément de [’ensemble B) et ensuite
de démontrer que B C A (en démontrant qu’un élément quelconque de l’ensemble B

est aussi élément de [’ensemble A),



c) Etant donné deux ensembles U et V. Vous venez de démontrer quun élément quel-
conque de I'ensemble V est aussi élément d’un ensemble U. Puis vous avez démontré
qu’il existe un élément de I’ensemble U qui n’appartient pas a ’ensemble V. Ecrivez
la phrase logique que vous venez de démontrer.

Réponse : V C U.



Exercice 9 :
Etant donnée une fonction h : Z — Z
e h est strictement croissante < (Vr, 2’ € Z |z < 2’ = h(z) < h(z')
e h est strictement décroissante < (Vz, 2’ € Z | v < 2’ = h(z) > h(z'))

(A) Démontrez que la composition de deux fonctions est encore une fonction

Démonstration Soit deux fonctions f et g.
( On veut démontrer que f o g est une fonction )
Comme f et g sont des fonctions, elles sont des relations totales et déterministes.
Par le théoreme 1.4.18-a f o g est donc totale.
Par le théoreme 1.4.18-b, f o g est donc déterministe.

Donc f o g est une fonction.
C.Q.F.D.
(B) Démontrez ’énoncé suivant :

St f:Z —Z etqg:7Z — 7Z sont deuz fonctions strictement décroissantes alors

f og est une fonction strictement croissante.

Démonstration
En supposant (%) (Ve €Z|x<a = f(x) > f(a))
et 2O (Y eZly<y =gy >9(y))
Nous allons démontrer : Ve, o' € Z | x <2’ = fog(x) < fog(a))

Soit x, 2’ € Z. Supposons que x < x’

( montrons que f o g(x) < fog(z') ou, autrement dit, montrons que g(f(x)) < g(f(z')). )
Alors, on a f(z) > f(2'). ( Voir (%). )
Ce qui est équivalent a f(2') < f(x).

Ce qui impliaue g(f(2')) > g(f(@)).  ( Voir (), avee [yi= F()] et [f = (2. )
Ce qui est équivalent & f o g(z') > f o g(z). { Voir la définition de o. )
Ce qui est équivalent & f o g(z) < f o ().

f o g est donc une fonction strictement croissante.

C.Q.F.D.



(C) Démontrez ’énoncé suivant :

St f: 7 — 7Z et g:7Z — Z sont deux fonctions strictement croissantes alors

fog est une fonction strictement croissante.

Démonstration
En supposant o (x) (Ve €Z|x<a = f(x) < f(a))
ot Do) (Vg eZly <y =gly) <g(y))
Nous allons démontrer : Ve, o' € Z | x <2’ = fog(x) < fog(a))

Soit x, ' € Z et supposons que z < z’

( Montrons que f o g(z) < fog(z") ou autrement dit, montrons que g(f(z)) < g(f(z')). )

Alors, on a f(z) < f(2'). ( Voir (x). )
Ce qui implique g(f(x)) < g(f(x’)) ( Voir (»*), avec [y := f(x)] et [y := f(2')].)
Ce qui est équivalent a f o g(x) < fog(a'). ( Voir la définition de o. )

f o g est donc une fonction strictement croissante.
C.Q.F.D.

Exercice 10 : (Pour fin de réflexion et de discussion) Un hotel a un nombre infini de
chambres (pour chaque entier ¢ > 0, il y a une chambre portant le numéro (i). L’hotel est
plein (il y a un voyageur dans chaque chambre). Arrive un nouveau voyageur qui voudrait
bien dormir a I’hétel lui aussi. Alors 'hotelier lui dit qu’il va lui trouver une chambre. Il ne
mettra a la porte aucun voyageur, il ne mettra pas deux voyageurs dans une méme chambre

et il ne fera pas construire une nouvelle chambre. Alors comment I’hotelier fera-t-il ?

Exercice 11 : (Pour fin de réflexion et de discussions) Une charrue enléve la neige le long
d’une route qui s’étend jusqu’a l'infini. Tout au long de la route, il y a 15cm de neige. La
pelle de la charrue laisse écouler un quinzieme de la neige qui entre dans sa pelle (c.-a-d. :
lem de neige sur les 15). Supposant que la pelle a une capacité infinie et que les flocons
qu’elle laisse écouler sortent selon un principe “premier entré, premier sorti”, quelle quantité

de neige restera dans la pelle une fois le travail terminé ?

Exercice 12 : (Pour fin de réflexion et de discussions) Vous avez deux ensembles infinis,

comment savoir lequel des deux a le plus grand nombre d’éléments ?



Section 1.5.7 — Exercices sur les ensembles infinis

Exercice 1 :

Montrez que les ensembles suivants sont infinis dénombrables (c.-a-d. : qu’ils ont la méme

cardinalité que N). Pour ce numéro, vous pouvez, tout comme dans les notes de cours, donner

des définitions en extension de toute fonction bijective dont le domaine est N, et dans ce cas,

vous n’avez pas a démontrer qu’il s’agit effectivement d’une fonction bijective.

a)

N x {5,12,789}.
Solution : Pour montrer la dénombrabilité de N x {5,12, 789}, nous allons construire

une fonction bijective f: N — N x {5,12, 789}, en la définissant en extension de la

maniere suivante :

(0,5) (1,5) (2,5) (3,5) (4,5)

T T T T T
1(0) e 1) 1) 7(12)

0,12)  (1,12)  (2,12)  (3,12)  (4,12)

T T T T T
e 1(4) 1) 7(10) 7(13)

(0,780)  (1,789)  (2,789)  (3,789)  (4,789)

T T T T T
/() 1) 1® f(1n) F(14)

On a donc que ‘N‘ = ‘N x {5,12,789}|.

N x {5,12,789} est donc un ensemble (infini) dénombrable.
C.Q.F.D.

N\ {5,12,789}.
Solution : Pour montrer la dénombrabilité de N\ {5, 12,789}, nous allons construire

une fonction bijective f: N — N\ {5,12, 789}, en la définissant en extension de la
maniére suivante :

0 1 2 3 4 6 7 11 13 14 788 790 791

Tt T 7 L I | T T 7 L A
FO) ) f)FG) f@ fG) f6) T fA0)  fA1) fO12) T f(T86)  f(T8T)  f(788)

On a donc que ‘N‘ = ‘N \ {5, 12, 789}’.

N\ {5,12,789} est donc un ensemble (infini) dénombrable.
C.Q.F.D.



c) NxN.

Solution : Voir dans les notes de cours.

d) Z x Z.

Solution : Pour montrer la dénombrabilité de Z x Z,
nous allons construire une fonction bijective f : N — Z X Z, en la définissant en
extension de la maniere suivante :

(3,-3) (3,-2) 3,-1) (3,0 (3,1) (3,2) (3,3)
1) 1) T T 1) T 1)
f(36) f(35) f(34) f(33) f(32) f(31) f(30)

T T T T T T T
f(37) f(16) f(15) f(14) f(13) f(12) f(29)
(1,-3) (1,-2) (1,-1) (1,0) (L1) (1,2) (1,3)
T T T T T T T
f(38) f(17) f(4) 7(3) f(2) J(11) f(28)
<07 _3> <07 _2> <O7 _1> <07 O> <07 1> <0> 2> <07 3>
1) ) T T ) T 1)
f(39) f(18) f(5) 7(0) f@) 7(10) f(@27)
<71373> <717*2> <717*1> <71a0> <*131> <7172> <*1a3>
T T T T T T T
f(40) f(19) f(6) F(7) f(8) f(9) f(26)
<_2a _3> <_27 _2> <_27_1> <_270> <_2a 1> <_272> <_2a3>
T T T T T T T
f(41) f(20) f(21) f(22) f(23) 24(5) f(25)
<_37 _3> <_37 _2> <_37 _1> <_37 O> <_37 1) <_37 2> <_3a 3>
1) T T T ) T )
f(42) f(43) f(44) J(45) f(46) J(47) f(48)

On a donc que ‘N‘ = ‘Z X Z‘.

Z X Z est donc un ensemble (infini) dénombrable.
C.Q.F.D.



e) Pensemble de toutes les puissances de 2.

Solution : Pour montrer la dénombrabilité de {2" | n € N}, nous allons construire

une fonction bijective f : N — {2" | n € N}, en la définissant en extension de la

maniere suivante :

1 2
T T
1) F

(2

8 16 32 64

T T T T T
@

On a donc que ‘N‘ = ‘{2" | n e N}|.

{2" | n € N} est donc un ensemble (infini) dénombrable.

C.Q.F.D.

I’ensemble de tous les mots qu’on peut construire avec un alphabet qui soit composé

uniquement des lettres “a”,

Solution : Notons par M, ., 'ensemble de tous les mots finis sur ’alphabet { “a”, “b”, “c” }.

((b)? et CLCW

Soit f : N — M., une fonction bijective définie en extension de la maniére sui-

vante :
du mot
0 €
4
£(0)
1 a
4
f(1)
2 aa
T
f(4)
3 aaa
T
f(13)

f(2)

ab

£(5)

aab

f(14)

Mfinis
c
+
f(3)
ac ba bb be ca
T T T T T
1(6) f(7) f(8) 1(9) f(10)
aac aba
T T
f(15) f(16)

Ainsi, il existe une fonction bijective de N vers M, .,

cb cc
T T
f(11) f(12)

cce

£(39)

L’ensemble de tous les mots finis sur 'alphabet {“a”, “b”, “c”} est donc dénombrable.

C.Q.F.D.



Exercice 2 :

a) Démontrez que la fonction f: N — N x {23},
(£,2) si ¢ est pair

(51,3)  sid est impair

| Nl

définie par la regle de correspondance f(i) =

est bijective.
Solution :

e Pour montrer que f est une fonction, il suffit ici de montrer que la regle de corres-
pondance est bien définie, autrement dit qu’a chaque i de ’ensemble de départ N
correspond un et un seul élément de 'ensemble d’arrivée N x {2, 3}.

Comme un élément de N est soit pair soit impair (et jamais les deux en méme

temps), on a donc

i
2
I’ensemble d’arrivée et comme alors ¢ n’est pas impair, il ne peut y en avoir

- sii est pair il y a (%,2) qui lui f-correspond, ce qui est bien un élément de

d’autre.

- si i est impair il y a (%, 3) qui lui f-correspond, ce qui est bien un élément
de I'ensemble d’arrivée et comme alors ¢ n’est pas pair, il ne peut y en avoir

d’autre.

e Comme f est une fonction, pour montrer que f est surjective, nous allons montrer
que
(Vj e Nx{2,3} | (Fi e N[ f(z) = j))

Soit j € N x {2,3}. ( Montrons (3i € N | f(i) =j) )

Il y a deux cas a considérer.

Cas 1 : La deuxieme composante de j est un 2.
Alors j = (k,2) pour un certain k € N.
Posons © = 2k
Un tel i existe et appartient a N, car un nombre naturel multiplié
par 2 donne un nombre naturel — propriété de l'arithmétique. >
Alors f(i) = f(2k) = (%£,2) = (k,2) = j.
( Voir la déf. de f, 2k étant un nombre pair. )

Cas 2 : la deuxieme composante de j est un 3.
Alors j = (I,3) pour un certain [ € N.
Posons @ = 21 + 1
Un tel i existe et appartient a N, car multiplier par 2 un nombre naturel >

et y ajouter 1 donne un nombre naturel — propriété de ’arithmétique.

Alors f(i) = f(20+1) = (CFD=L 9y — (2 9y = (1,2) = j.

2
( Voir la déf. de f, 2l+1 étant un nombre impair. )




Dans tous les cas, nous avons trouvé un i € N tel que f(i) = j.
C.Q.F.D.

f est donc une fonction surjective.



b) En déduire que N x {2,3} est dénombrable.
Solution :
de a), on déduit que ‘N‘ = )N X {2,3}‘.
N x {2,3} est donc (infini) dénombrable.

Exercice 3 : (Pour ce numéro, aucune justification n’est demandée.) Etant donnés les en-

sembles A, B, C' et D, que peut-on conclure sur leurs cardinalités ?

a) — il existe une fonction bijective de A vers C';
— il existe une fonction surjective de A vers B

— il existe une fonction injective de A vers D.

Réponse : |D| > |C| = |A| > |B].

b) — il existe une fonction bijective de A vers C';
— 1l existe une fonction surjective de A vers B
— il existe une fonction injective de A vers D ;

— il existe une fonction surjective de B vers D.

Réponse : |A| = |B|=|C|=|D|.

¢) — il existe une fonction surjective de A vers B';
— il existe une fonction surjective de B vers C';
— il existe une fonction surjective de C' vers D ;

— il existe une fonction surjective de D vers N.

Réponse : |A] > B > |C| > D] = |N]|.
Et donc que A, B, C et D sont tous des ensembles infinis.

d) — il existe une fonction surjective de A vers B,
— il existe une fonction bijective de B vers C,

— il n’existe pas de fonction injective de C vers N.

Réponse : |A| > |B| =|C| > |N|.

Et donc que A, B et C sont tous trois non dénombrables.



Exercice 4 :
X

Rappel : L’ensemble Q “ { , | T€E L,y € L* } est l’ensemble des nombres rationnels.

a) Démontrez que Z x Z* est dénombrable en construisant en extension une fonction
bijective.

Solution :
e Démontrons que Z* est dénombrable en construisant la fonction bijective f : N — Z*

suivante :

e On sait déja que Z est dénombrable (Voir I'exemple 1.5.7 a la page 102)
o 7 x Z* est donc dénombrable (Voir le théroreme 1.5.21(2).)

b) Démontrez que la relation F' suivante est une fonction surjective :

F: ZxZ" — Q

T

<$,y> — y
Solution :
o f: ZxZ* — Q estune fonction surjective, car...
(z,y) — 7

(Vous étes capable de le faire vous-méme!)

¢) En utilisant a) et b), démontrez que Q est dénombrable.

Solution :

e De b), on conclu que |Z x Z*| > |Q].
e De a), on déduit que |N| = |Z x Z*|
e Donc |N| = |Z x Z*| > |Q|.

Q est donc dénombrable.



Exercice 5 :
(A) Sans justifiez vos réponses, dites si les énoncés suivants sont VRAIS ou FAUX.

a) une relation asymétrique est toujours antisymétrique et irréflexive.  _VRAI___.

b) Sip={(z,y) e N* | x <y}, alors p' = {(z,9) e N* | = > y}
et p¢ = {(z,y) e N* | z > y}. _VRAI __.

c) Sif={(A,B) e P(N)? | AcC B}, alors 0~' = {(A, B) € P(N)? | AD B}

et 0° = {(A,B) € P(N)? | A D B}. _FAUX .
d) ‘N{O’l} - ‘{0, 1}N‘. _FAUX__.
e) NZ est dénombrable. _FAUX _.

(B) Complétez et justifiez briévement :
a) S'il n’existe pas de fonction surjective de A vers N, alors A est _FINIT___.

Justification : Par le théoreme 1.5.18 (1+9), on sait que ‘A‘ <

N’.
Comme en plus ‘N ‘ est la plus petite cardinalité infinie (voir le théoreme 1.5.16),

on a donc que I'ensemble A doit étre un ensemble fini.

b) S’il n’existe pas de fonction surjective de N vers A, alors A est
_NON DENOMBRABLE_ ..

Justification : théoreme 1.5.20 (1+3).

c) Soit (A;)ien, une famille d’ensembles finis, alors 'union de tous les ensembles de
cette famille (notée |J; Ai ) est __DENOMBRABLE___.

Justification : Notons n; la cardinalité de I’ensemble A;. Pour chaque A;, on
considere une fonction bijective a; : {z € N|z < n;} — A;. Une telle fonction

bijective existe car |[{z € N|z < n;}| = |A4;|.



On peut construire en extension fonction surjective de k :

Ao

Az

On en conclu que |N| > |

ao(0) ao(1) ao(2)
k(0) k(1) k(2)
a1(0) ai(1) a1(2)

) ) )
k(no) k‘(no-‘rl) k(no+2)
ag(O) a2<1) a2(2)

) ) )

k(no+n1) k(no+ni1+1) k(no+mn1+2)
az(0) as(1) a3(2)

) ) )

k(no+ni+nz) k(no4+ni+na2+1) k(no4+ni1+n2+2)

N — UiENAi .

ap(no—1)

T

k(no—1)

al(nl — 1)

T

k(no+ni—1)

ag(nl — 1)

T

k(no+ni1+na—1)

a3(n1 — 1)

T

k(no+ni+no+ns—1)

sen Ail, et donc que |, A; est un ensemble dénombrable.

Notez que notre construction montre “seulement” que k est une fonction surjective

(ce qui est suffisant pour démontrer que 1’ensemble est dénombrable). On ne peut

pas conclure que k est bijective car il peut y avoir des éléments commun a plusieurs

ensembles A;. Dans ce cas, il existe deux y,y" € N tels que k(y) = k(y') et y # ¥/,

k n’est donc pas une fonction injective.

d) Soit (A;)ien, une famille d’ensembles infinis dénombrables, alors | ;. Ai est
_INFINI DENOMBRABLE___.

Justification :

(1) L’ensemble | J,.y A est dénombrable :

Pour chaque ensemble A;, on considere une fonction bijective a; : N — A,.

Une telle fonction bijective existe car |A4;| = |NJ.



On peut construire en extension fonction surjective de k : N — | J, o 4

ap(0)  ao(l)  ao(2)  ao(3)  ao(4)

A T T T T
0 k(0) k(2) k(5) k(9) k(14)

al(O) al(l) a1(2) a1(3) a1(4)
A T T T T
1

k(1) k(4) k(8) k(13) k(19)

CLQ(O) CLQ(l) GQ(Q) a2(3) a2(4)

A T T T T T
2 k(3) k(7) k(12) k(18) k(25)
az(0)  a3z(1)  a3(2)  a3(3)  a3(4)

A T T T T T
3 k(6) k(11) k(17) k(24) k(32)
as(0)  as(l)  as(2)  as(3)  aa(4)

A T T T T T
4 k(10) k(14) k(23) k(31) k(40)

On en conclu que |N| > [{J,cyA4il, et donc que [J;cy Ai est un ensemble
dénombrable.

(2) L’ensemble | ;o A; est infini :
Soit Aj un ensemble de cette famille (kK € N). On a nécessairement A, C
Uien Ai et donc [Ax| < [{U;en Al (Voir la proposition 1.5.15). Comme Ay, est

un ensemble infini, on en conclu que (J,.y A; est aussi infini.

Exercice 6 :

a) Démontrez que ’ensemble de tous les mots finis sur 'alphabet { “a”, “b” } est dénombrable

alors que ’ensemble de tous les mots infinis sur ce méme alphabet ne l'est pas.

b) Est-ce que 'ensemble de tous les mots (finis et infinis) sur 'alphabet {“a”, “b” } est

dénombrable 7 Justifiez briévement.



Solution de 6a — partie I : Il y a un nombre dénombrable de mots finis sur
P’alphabet 4 deux lettres

On remarque facilement que sur 'alphabet {“a”, “0” },

— il n’y a qu’un nombre fini de mots de longueur 0. En fait il n’y en a qu’un, le
mot vide qui est généralement noté par ¢.

— il n’y a qu'un nombre fini de mots de longueur 1. En fait il n’y en a que deux,
a et b.

— et en général pour chaque n € N, il n’'y a qu'un nombre fini de de mots de
longueur n.

Notons par M fin;s, 'ensemble de tous les mots finis sur alphabet {“a”, “b” }.

Soit f : N — M 4ns, une fonction bijective définie en extension de la maniere

suivante :
Longueur M finis
du mot
0 €
4
f(0)
1 a b
T )
(1) f(2)
2 aa ab ba bb
T ) ) T
f(3) f(4) f(5) f(6)
3 aaa aab aba abb baa bab bba bbb
T 1) ) T T 0 1) T
f(7) f(8) f(9) f(10) f(11) £(12) f(13) f(14)

Ainsi, il existe une fonction bijective de N vers M s,

L’ensemble de tous les mots finis sur I'alphabet {“a”, “b”} est donc dénombrable.

C.Q.F.D.



Solution de 6a — partie IT : 11 y a un nombre non dénombrable de mots

infinis sur ’alphabet a deux lettres

Notons par M, finis, I'ensemble de tous les mots infinis sur Ialphabet {“a”, “b0” }.

Ainsi un élément de M, fin;s est un élément de la forme

<O[0, aq, O, 03, .. >

ou chacun des «; est soit la lettre “a” soit la lettre “b”.

Un mot infini (g, aq, e, g, . ..) est donc une fonction f : N — {“a”, “0”} on

f(O):O[(), f(l) =, f(2) = Qo, f(3) =aqQs3, ...
Et inversement, une fonction f : N — {“a”, “0” } est le mot (f(0), f(1), £(2), f(3),..".)

Ainsi, I’ensemble de tous les mots infinis sur 'alphabet {“a”, “b”} est égal a I’en-

semble {“a”, “b” }N.

Comme ‘{“a”, “b”}’ > 2 et comme N est infini, par le théoreme 1.5.26, on a donc

que {“a”, “b” } est un ensemble non dénombrable.

L’ensemble de tous les mots infinis sur 'alphabet { “a”, “b” } est donc non dénombrable.

C.Q.F.D.

Solution de 6b) Puisque M, finis © M finis U M finis, o1 a donc par Proposi-
tion 1.5.15 que
)Mznfzms

Comme on a démontré en (6a— partie II) que M, finis €st non dénombrable,
on a donc que M finis U My finis est lui aussi un ensemble non dénombrable.
L’ensemble de tous les mots (finis et infinis) sur 'alphabet {“a”, “b” } est donc non

dénombrable.

C.Q.F.D.



Exercice 7 :
Démontrez que I’ensemble de tous les sous-ensembles finis de N est dénombrable alors que

I’ensemble de tous les sous-ensembles de N ne l'est pas.

Solution :

1.- P(N) est non dénombrable.
Par le théoreme 1.5.22 (Cantor) [avec A := N], on a que |P(N)| > |N|.

P(N) est donc non dénombrable.
C.Q.F.D.

2.- L’ensemble de tous les sous-ensembles finis de N est dénombrable. On remarque

facilement :

— qu’il n’y a qu'un nombre fini de sous-ensembles finis de N dont la somme des
éléments est égale & 0. En fait il n’y en a que deux, () et {0}.

— qu’il n'y a qu'un nombre fini de sous-ensembles finis de N dont la somme des
éléments est égale a 1. En fait il n’y en a que deux, {1} et {0, 1}.

— qu’en général pour chaque n € N, N ne contenant aucun nombre négatif, il n'y a
qu’'un nombre fini de sous-ensembles finis de N dont la somme des éléments est

égale a n.

Notons par A, I'ensemble de tous les sous-ensembles finis de N.
Soit f : N — A, une fonction bijective définie en extension de la maniere illustrée

par le diagramme (*) a la page suivante.

Ainsi, il existe une fonction bijective de N vers A,

A est donc dénombrable.
C.Q.F.D.



Diagramme (*) :

Somme des

éléments du

sous-ensemble

[Mustration de la fonction f: N — A.

+
£(0)

{1}
1)
1)

{2}

F(4)

{3}

1(6)

{4}
£(10)
{5}
0
f(14)

{6}

£(20)

{0}

+
()

{0,1}
0
£3)
{0,2}
0
£(5)
{0,3}
0
£(7)

{0,4}
0

f(Q1)

{0,5}

+
£(15)

{0,6}

+
f(21)

A

{1,2}
T

f(®)

{1,3}
)

f£(12)

{1,4}

+
f(16)

{1,5}

+
7(22)

{0,1,2}
T
£(9)

{0,1,3}
U
f(13)

{0,1,4}
T
£

{0,1,5}
0
£(23)

{2,3}

+
f(18)

{2,4}
T

f(24)

{0,2,3}
1
£(19)

{0,2,4}
1
£(25)

{1,2,3}
1
£(26)

{0,1,2,3}
1
f27)



Exercice 8 :

a)

Les données d’entrée et de sortie d'un programme sont des séquences de bits. On peut
donc considérer une séquence de bits comme un nombre naturel exprimé en binaire
(en ajoutant un bit “1” au début de la séquence, de sorte que les “0” initiaux du
programme soient significatifs). Donc un programme calcule une fonction de N vers
N.

L’ensemble de toutes les fonctions de N vers N est-il dénombrable ?

Un programme en JAVA est construit a partir d’'un nombre fini de symboles et est de
longueur finie. On peut donc considérer un programme comme un mot écrit a l'aide

d’un certain alphabet.

L’ensemble de tous les programmes en JAVA est-il dénombrable ?

Si on suppose qu’on n’a aucun probleme de mémoire, est-ce que n’importe quelle

fonction de N vers N peut-étre calculée en JAVA 7 (Justifiez brievement.)

Solution de 8a)

Par le théoréme 1.5.26, on obtient directement que N, (’ensemble de toutes les fonc-

tions de N vers N) est non dénombrable.
C.Q.F.D.

Solution de 8b)

Comme L’ensemble des symboles utilisables dans un programme JAVA est fini, On a
donc que pour chaque n € N\ {0}, il y a au plus un nombre fini de programmes JAVA

de longueur n.

e Soit n; le nombre de programmes JAVA de longueur 1.

Et soit J{, J;, ... J} , ces programmes de longueur 1.
e Soit ny le nombre de programmes JAVA de longueur 2.

Et soit JZ, JZ, ... Jzz, ces programmes de longueur 2.
e Soit nz le nombre de programmes JAVA de longueur 3.

Et soit J3, J3, ... ‘]22’ ces programmes de longueur 3.
e ctc...

Soit J, 'ensemble de tous les programmes JAVA.
Et soit f, une fonction bijective de N vers [J, définie en extension de la maniere

suivante :



Longueur du j
programme
1 Ji J3 .. Ji
0 T T
£(0) ) f(ni-1)
2 J? J3 e Jr
) T T
f(n1) f(n1+1) f(ni4n2—1)
3 J3 J3
T T
f(ni+n2) f(ni+n2+1)

Ja,
X
f(ni+nz+nz—1)

Ainsi, il existe une fonction bijective de N vers I’ensemble de tous les programmes

JAVA,

cet ensemble est donc dénombrable.

C.Q.F.D.

Solution de 8c) Non, parce que si chacune de ces fonctions était calculable en JAVA,
il faudrait qu’il y ait au moins “autant” de programmes JAVA que de fonctions de N

vers N. Or il existe un nombre non dénombrable de fonctions de N vers N, mais

seulement un nombre dénombrable de programmes JAVA.

Exercice 9 : Expliquez brievement pourquoi {0, 1,2} est non dénombrable.

Voir le théoreme 1.5.26 et 'exemple 1.5.27.

Exercice 10 : Soit la fonction f, définie par f: [1,100] — [0, 1]
-1
x e

a) Démontrez que f est injective, mais pas surjective.

Solutions :

f est injective.

Comme f est une fonction, il suffit de montrer :

(Va, 2’ € [1,100] | f(z) = f(2') = x=2)



/

Soit x, 2" € [1,100] et supposons que f(z) = f(a'). ( Montrons x = x

Alors ona %= = 2=l ( Définition de f )
Donc r—1=2"-1 ( Propriété de larithmétique )
Donc x=2a ( Propriété de larithmétique )

f est donc une fonction injective.

C.Q.F.D.

f n’est pas surjective

Comme f est une fonction, il suffit de montrer :
~(Vy € [0,1] | (3z € [1,100] | f(z) = y))

Ce qui par la loi de De Morgan (pour le V) est équivalent & montrer :
(Fy € [0,1] | =(3z € [1,100] | f(z) = y))

Ce qui par la loi de De Morgan (pour le 3) est équivalent & montrer :

By €[0,1] | (Vo € [1,100] | f(x) #y))

Soit y =1 ( Clairement, un tel y existe et appartient a [0,1]. )
Soit x € [1,100] ( Montrons f(x) #y )
Alors,
flx) = :iT_()l (Définition de f.)
< 12%61 (Car f est un fonction croissante et x < 100.)
_ 99
100
< 1
Donc f(x) # 1 (car f(z) <1. )

Done f(z) #y

f n’est donc pas une fonction surjective.
C.Q.F.D.

b) Peut-on conclure de a) que }[1, 100]’ < ’[O, 1]’ 7 Pourquoi ?
Solution : OUI, voir la définition 1.5.11.



c¢) Peut-on conclure de a) que ’[1, 100]’ < ‘[O, 1]‘ ?  Pourquoi?
Solution :
NON, car ce n’est pas parce que la fonction f : [1,100] — [0, 1] n’est pas surjective

qu’il n’existe pas de fonction surjective de [1,100] vers [0, 1].

d) Est-ce que [1,100] est dénombrable?  Justifiez.
Solution :

NON.

(1) - Montrons que h : [0,1] — [1,100]  est une fonction injective.
r +— x+1
Pour montrer que h est une fonction, il suffit de monter que la regle de corres-
pondance est bien définie, ce qui est clairement le cas, car :
— pour chaque élément = de I'ensemble de départ [0, 1] il existe un et un seul
élément qui lui correspond, soit 1’élément = + 1,

— et cet élément = + 1 est bien dans 'ensemble d’arrivée [1,100] si 2 € [0, 1[.

Montrons donc que h est injectif en montrant :

Vo, € [0,1] | h(z) = h(2') =z =2')

Soit z, 2" € [0, 1] et supposons que h(x) = h(z'). ( Montrons x =1’ )
Alors z+4+1=2"+1 ( Définition de h. )
Donc z =2 ( Propriété de l’arithmétique. )

C.Q.F.D.

h est donc une fonction injective.
(2) - De (1), on conclu que ‘[O, 1[’ < ’[1, 100]‘.

(3) - Comme dans les notes on a démontré que ’N‘ < ‘[0, 1[‘

On a donc que ‘N‘ < ‘[0,1[) < ’[1,100]’.

[1,100] est donc un ensemble non dénombrable.



Section 2.1.4 — Exercices sur les suites

Exercice 1 : Evaluez la valeur de la sommation suivante :

s =) > (i*+7).

3
i=1 j=1

(2

Solution 1 : Comme les sommes comportent peu de termes, il est facile de les calculer

“a la main” :

S

dO> (P +5)

i=1 j=1

D+ 1)+ +2))

1

w |l

)

> (2% +3)

=1
(2-1243)+(2-22+3)+(2-32+3)
5411 +21

37

w |l

Solution 2 : En utilisant les propriétés des sommes en notation sigma, on obtient :

S

2

Y (i +5)

i=1 j=1
3 2 2
Z [ZZQ + Z] ( Prop 2.1.2-c)
i=1 Lj=1 j=1
32 32
ZZ@Q + ZZ] ( Prop 2.1.2-c)
i=1 j=1 i=1 j=1
3 2
Z 22 + 3 Z] ( Prop 2.1.2-b, cas particulier (2 fois) )
i=1 =1
3 7y
2> i+ 3> ] ( Prop 2.1.2-b)
i=1 j=1
2
2:3+1)-3+1)-3
5 (234 )6( +1):3 3;]‘ ( Prop 2.1.2-¢ )
2:3+1)-3+1)-3 2-(2+41
2.( + >6( +1) + 3.% ( Prop 2.1.2-d)
74+ 3-3 (  Arithmétique )

37



Exercice 2 : En vous servant de la notation en extension des sommes, illustrez les égalités

suivantes (la réponse du premier exercice vous est donnée a titre d’exemple) :

n

a) Zz = 1+) i

1=2

Solution :

Z@' = 14243+...4n

= 1+@2+3+...+n)

=2

b) nz‘:iz‘
bt =1

=0

Solution :

Zz’ = 04+14+24+3+...4+n
=0

= 1+4+24+3+...4+n

3
i
AN

c) Z(n—z) = i

i=1 =1

Solution :

Z(n—i) = (n-D4+m-2)+...+(n—n-2)+(n—(n=1))+ (n—n)
- = n-D+n-2)+...+2+1+0
= 0+14+24+...+4(n=2)+(n—-1) >
I1+24+...+4(n—=2)+(n—-1)

n

=1



d) Zk\/; = k:Z\/;, pour tout k € R
i=1 i=1
Solution :

zn:k\/% = EVI+kV2+kV3+... +kyn
[ S SRV TV SRy
= kY Vi

n—1 n
e) Y 241 => 2-1
=0 =1
Solution :
241 = (2:0+41)+ (2141 + 224D +...+(2-(n—1)+1)

= 2-1-2+1)+(2-2—-24+41)4+2-3-2+1)+...+(2-n—2+1)
2-1-H)+(2-2-1)+(2-3-1)+...+(2-n—1)

= i%—l.
i=1

f) 1 = nd—n?
i=1 j=1 k=1
Solution :
n—1 n n n—1 n
> L= ) > (Q+1+...+1)
—
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 n fois
n—1 n
=2 >
i=1 j=1
n—1

= §]p+nt:_+@

i=1 n fois
n—1

= Znn

i=1
n—1

=1
= n’+n’+...+n°
(n—1) fois
= (n—1)-n?

— 32




Exercice 3 : Soit la suite (vy,),,cy. dont le nieme terme correspond a la valeur retournée par

'algorithme suivant exécuté avec le parametre n en entrée (avec n > 1).

Algo_Jouet Trois (n )

v+ 0
Pour i = 1 a n Faire
Pour j =i+ 1 a n Faire
vi—v+1
Fin Pour
Fin Pour

Retourner v

a) A Taide de la notation sigma, donnez ’expression permettant de calculer un terme v,

quelconque (avec n € N*).

Solution :
Up = Z Z 1.
i=1 j=it+1

b) A partir de la réponse précédente, calculez le terme général de la suite (v,) Pour

neN**
ce faire, utilisez les propriétés arithmétiques des sommes en notation sigma.

Solution :

U, = 2”32"31

i=1 j=i+1

— Z(n — 1) ( Prop 2.1.2-a )
i=1
n—1

= Zz ( Voir Uezercice 2-c ci-haut )
i=1

= (n=1)-((n=1)+1) ( Prop 2.1.2-d )

-1
= % ( Arithmétique )

c¢) Donnez la définition par récurrence de la suite (vy,), .-

Solution :
v = 0

Uy, = Up1+(n—1) VYne N\ {1}.



d) Calculez les 5 premiers termes de la suite (v,), .. & l'aide de chacune des trois ex-

pressions trouvées en (a), (b) et (c). Assurez-vous que les réponses sont identiques.

Solution :
(v,ﬁneN* = (0,1,3,6,10,...) .



Section 2.2.3 —

Exercices sur la méthode des substitutions a rebours

Exercice 1 : Calculez le terme général des récurrences suivantes a 1’aide de la méthode des

substitutions a rebours :

Tp = Tp_1+5 VneN\{1l}

Solution :

Tp = Tp_1+9 ( Définition par récurrence de ,, )
= Zp2+5+5 ( Car vy =2p—2+5)
= X,—3+5+5+5 ( Car xp—o=1xp-3+5)
= ZTp_4+5+54+5+5 ( Car xp_3=1ap-s+5)
= Tpi+5+5+...45 (VieN*)

—_———
1 fois
= x1+5-(n—1) ( Avec [i :=n—1])
= 5-(n—1) ( Carzy=0)
= -5
1) =4
b) y(1)
y(n) = 3-y(n—1) VYneN\ {1}
Solution :

y(n) = 3-y(n—1) ( Définition par récurrence de yy )
= 3-3-y(n—2) ( Caryn—1)=3 -y(n—-2))
= 3-3:3-y(n—23) ( Cary(n—2)=3-y(n—3))
= 3:-3-3-3-yln—4) (Caryin—3)=3-y(n—4))
= 3:3-...-3y(n—1) ( Pour tout i € N* )

1 fois
= 3 yln—1)
= 3nL. y(l) < Avec [i :=n — 1] >

= 4.3m1 ( Cary(l)=4)



0 2(0) = 0
z(n) = z(n—1)+2n—1 VneN*

Solution

z(n)
= z(n—1)+2n—1 ( Définition de z, )
= z(n—-2)+2(n—-1)—1+2n-1 ( Substitution de z(n —1) )
= z(n—-2)+2(n—1)+2n—-2 ( Arithmétique )
= 2(n—3)+2(n—2)—1+2(n—1)+2n—2 ( Substitution de z(n —2) )
= z(n—3)+2(n—2)+2(n—1)+2n—3 ( Arithmétique )
= zn—4)+2(n—=3)—1+2(n—2)+2(n—1)+2n—3  ( Substitution de z(n —3) )
= z(n—4)+2(n—3)+2(n—2)+2(n—1) +2n—4 ( Arithmétique )
= z(n—4)+2[(n=3)+(n—2)+(n—1)+n]—4 ( Arithmétique )
= z(n—i)+2[(n—(i—1)+(n—(i—2))+ ...+ (n—1)+n] —1i (VieN*)

2(0)+2[(n—(n—1))+(n—(n—=2))+...+ (n—=1)+n]—n ( Avec [i:=n] )
= z(0)+2[14+2+...4+(n—=1)+n]—n ( Arithmétique )
= 2z(0)+n+2[1+2+...+(n—1)] (Car2n—n=n)
= n+2[14+2+...4(n—-1)] ( Car z(0)=0)
= n+2- Z] ( Notation sigma )

(n—=1)-((n—1)+1)

n+2- 5 ( Prop 2.1.2-d, avec [n:=n—1])
-1

n+ 2 (n 2) n ( Arithmétique )

n+n®—n



Section 2.3.4 — Exercices sur 'induction mathématique

Exercice 1 : Etant donnée la formule :
> 2 = nn+1).
i=0

a) Vérifiez cette formule pour n = 1, 2, 5 et 10.

b) Démontrez par induction que cette formule est vraie pour tout n € N.
Démonstration

Prenons le prédicat P(n) : Z 2i = n(n+1).
i=0

Alors nous devons démontrer que (Vn e N| P(n)).
Et par le principe d’induction mathématique,
il suffit de démontrer que P(0) A (Vn € N*| P(n—1) = P(n)).

1=0

0
Montrons P(0). < C’est-a-dire, montrons Z 2i =0-(0+1). >

0
ZQZ’ = 2.0, ce qui est bien égal & 0- (04 1).

=0

Montrons (Vn € N* | P(n — 1) = P(n)).
Soit n € N*, choisi tel que P(n — 1) est vrai.

n—1
Clest-a-dire, tel que Y 2i = (n—1)((n—1)+1) >
=0

Montrons P(n). < C’est a dire Z 2i = n(n+1) >
i=0

n
S
i=0
= ( Passage de l’écriture en notation sigma a l’écriture en extension )
2:0+2-14+2-24+...4+2-n

2042142 24...42-(n—1)+2-n

<2~0+2~1+2~2+...—|—2~(n—l))+2-n

= ( Passage de ’écriture en extension a l’écriture notation sigma. )

n—1
< 22’) +2-n
1=0



= ( Par Uhypothése d’induction. )

= ( Développement de ’expression. )

= ( Mise en évidence. )
n(n+1).

On a démontré (Vn € N* | P(n — 1) = P(n)).
Conclusion : on a bien (Vn eN| P(n)),

c’est & dire : Z 2i =n(n+1).
=0 C.Q.F.D.

Exercice 2 : Soit f : N — R, une fonction qui satisfait la regle de récurrence suivante :

a)

f(0) = 3
flk+1) = 2 f(k)+2k—4 Vke N

Evaluez f(0), f(1), £(2), f(5) et f(10).
Réponse : f(0) =3, f(1) =2, f(2) =2, f(5) =24 et f(10) = 1006.

Démontrez par induction que f(n) =2"—-2n+2 Vn e N.

Démonstration

Prenons le prédicat P(n) : f(n) =2" —2n+ 2.

Alors nous devons démontrer que (Vn € N | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique,

il suffit de démontrer que P(0) A (Vn € N| P(n) = P(n+1)).?

Montrons P(0). ( C’est-a-dire, montrons f(0) =2°—-2.0+2.)

20-2.04+2=1-0+2 = 3, ce qui est bien égal & la définition de f(0).

3. Notez que nous avons choisi cette forme du principe d’induction car elle est mieux adaptée a ce probleme.



Montrons (Vn € N | P(n) = P(n+1)).
Soit n € N, choisi tel que P(n) est vrai. ( C’est-a-dire, tel que f(n) =2" —2n+2. )

Et montrons P(n + 1). ( cest a dire f(n+1)=2""T1 —2(n+1)+2.)

f(n+1)

— ( Définition de f, carn € N.")
2-f(n)+2n—-4

= ( Par U’hypothése d’induction. )
22" —2n+2)+2n—4

= ( Simplifications algébriques. )
2:2"—4n+4+2n—4

= ( Simplifications algébriques. )
2ntl —9n — 242

= ( Mise en évidence. )
2mtl —2(n 4+ 1)+ 2.

On a démontré (Vn € N | P(n) = P(n+1)).

Conclusion : on a bien (Vn eN| P(n)),

cest adire: f(n)=2"—-2n+2 VneN.
C.Q.F.D.

Exercice 3 : Soit la suite (a,,), .,y définie par récurrence par :

neN

ag = 2
an, 3,1 +2 VneN*.
Montrez par induction que le terme général de la suite (an), oy est :
a, = 3" -1 VneN.

Démonstration

Prenons le prédicat P(n) : a, = 3" — 1.

Alors nous devons démontrer que (Vn € N | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique,

il suffit de démontrer que P(0) A (Vn € N*| P(n —1) = P(n)).

Montrons P(0). ( C’est-a-dire, montrons ag = 3071 — 1. )

3071 —1 = 3 -1 = 2, ce qui est bien égal a la définition de ay.



Montrons (Vn € N* | P(n — 1) = P(n)).
Soit n € N*, choisi tel que P(n— 1) est vrai. (C’est-a-dire, tel que a,_, = 3D+ 1)

{ Et montrons P(n). (c’est a dire a, = 3" —1.)

Qn

= ( Définition de la suite {an)nen, car n € N*. )
3,1+ 2

= ( Par U’hypothése d’induction. )
33—+ — 1) 42

= ( Simplification algébrique. )

3(3" — 1) +2

- ( Par distributivité. )
3-3"—3+2

= ( Simplifications algébriques. )
3t —1.

On a démontré (Vn € N* | P(n — 1) = P(n)).

Conclusion : on a bien (Vn eN| P(n)), c’est & dire : a, =3""' -1 Vn e N.

C.Q.F.D.

Exercice 4 : Soit la suite (by), . définie par récurrence par :

bp = —4
b, = 3b,—1 +4n +4 VneN*.
Montrez par induction que le terme général de la suite (by,), . est :
b,=3"—2n—-5 VneN.

Démonstration

Prenons le prédicat  P(n) : b, = 3" — 2n — 5.

Alors nous devons démontrer que (Vn € N | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique,

il suffit de démontrer que P(0) A (Vn € N*| P(n—1) = P(n)).

Montrons P(0). { C’est-a-dire, montrons by =3° —2-0—5. )

3-2.0-5=1-0-5 = —4, ce qui est bien égal & la définition de by.



Montrons (Vn € N*| P(n — 1) = P(n)).

Soit n € N*, choisi tel que P(n — 1) est vrai.

(C’est-a-dire, tel que b, 1 =3""1—2(n—1)—5.)

Montrons P(n). (c’est a dire b, = 3" —2n —5.)
bn

= ( Définition de la suite (by)nen, car car n € N*. )
3b,—1 + 4n + 4

= ( Par I’hypothése d’induction. )
331 —2(n—1)—5) + 4n + 4

= ( Simplification algébrique. )
3-3"1—6n+6—15+ 4n + 4

= ( Simplifications algébriques. )
3" —2n — 5.

On a démontré (Vn € N* | P(n — 1) = P(n)).

Conclusion : on a bien (Vn eN| P(n)),

cestadire: b, =3"—2n—-5 VneN.

C.Q.F.D.
Exercice 5 : Soit la suite (c,), . définie par récurrence par :
Coy = 1
T = 1

¢n = 4 ch1—4-che YneN\{0,1}.
Montrez par induction que le terme général de la suite (c,), oy est :
cn = 21 (2—-n) VYneN.

Démonstration

Prenons le prédicat P(n): ¢, =2""1-(2—n).

Alors nous devons démontrer que (Vn € N | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique a deux cas de base,

il suffit de démontrer que P(0) A P(1) A (Vn € N\{0,1} | P(n—2) A P(n—1) = P(n)).
Montrons P(0). ( C’est-a-dire, montrons co =2°71- (2 -0). )

2071 (2—0) = -2 = 1, ce qui est bien égal & la définition de c.



Montrons P(1). ( C’est-a-dire, montrons c; =271 (2 -1).)

2171.(2-1) = 1-1 = 1, ce qui est bien égal & la définition de c;.

Montrons (Vn € N\{0,1} | P(n —2) A P(n — 1) = P(n)).
Soit n € N*, choisi tel que P(n —2) et P(n — 1) sont vrais.

Nous avons donc :

Chg = 27D71(2— (n—2))
Coo1 = 2070712 — (n—1))

Montrons P(n). (c’est a dire ¢, = 2" (2 —n).)

Cn

= ( Définition de la suite {cp)nen, car n € N\{0,1}. )

4'Cn—1 _4'Cn—2

= ( Par l’hypothése d’induction. )

4(2<n—1>—1 (2—(n— 1))) . 4(2<n—2>—1 (2—(n— 2)))

= ( Simplification algébrique. )

4(2”*2 (3— n)> - 4(2”*3 (4— n))

= ( Simplifications algébriques. )

12-272 _4p . 2n2 _ 162773 4 4p - 273

= ( Réécriture de l’expression. )

6-2-2772 202272 —4.4.2"3 4 n.4.2"3

= ( Simplifications algébriques. )

6-2n71 —2n .20t —4.2n"t 4.0t

= ( Mise en évidence. )

21 (6 —2n — 4 +n))

= ( Simplifications algébriques. )

271 (2 —n).

On a démontré <Vn e N\{0,1} | Pmn—=2)AP(n—1) = P(n)>

Conclusion : on a bien (Vn eN| P(n)),

cest adire: ¢, =2""1-(2—n) VYneN.

C.Q.F.D.



Section 2.4.5 —

Exercices sur les cas particuliers de recurrences

Exercice 1 :

a) Est-ce que la suite (¢, ),en, définie par le terme général ¢, = 5n—6 Vn € N, est une
suite arithmétique ?

Réponse : oui, voir le théoreme 2.4.2 (3. = 1.)

b) Donnez ¢y, ¢1 et cago-

RépOl’lSG ¢ Cop = —6, C1 = —1let Co00 = 994.
. . o , Sp = —6
¢) Soit la suite (S, ),en définie par récurrence par :
S, = S,_1+5n—6 VneN*-.

Montrez (sans utiliser I'induction) que le terme général de la suite (S, )nen est

5 - (n+1)(25n—12) vneN.

Démonstration

Comme la suite (a,)nen est une suite arithmétique (voir a)), S, est donc une suite de
somme de premiers termes d’'une suite arithmétique, par le théoreme 2.4.6, on obtient

donc

5 - (a0+an2)(n—|— 1) _ (—6+5n;6)(n—|— 1) _ (n+ 1)(25n— 12) Vn € N

C.Q.F.D.

Exercice 2 :Soit la suite (d,) ey définie par récurrence par :

dg == 5 : 23
dy = dy1+5-2"3 VneN*.
Montrez (sans utiliser I'induction) que le terme général de la suite (d,)nen est

5_23 1_2n+1
d, = (_1 ) Vn € N.




Démonstration

Soit la suite {(a,)nen définie par le terme général a, =5-2"" V¥Yn € N,

Comme 5 - 2" = (5-23) . 2" et comme ag = 5 - 2%, par le théoréme 2.4.4 (3. = 1.) on
remarque que :

la suite (a,)nen est une suite géométrique de premier terme a = 5 - 23 et de raison
r=2.

On a donc que la suite .S, est une suite de sommes de premiers termes d’une suite

géométrique, par le théoreme 2.4.7, on obtient donc

_5.23_(1_2n+1) _5_23_<1_2n+1)

C.Q.F.D.

Exercice 3 : Vous placez $1000.%° dans un compte a intérét composé de 5% par année.

Ainsi, aprés un an il y aura dans votre compte, $1000.°° + (5% de $1000.%°), c’est-

a-dire, en tout $1050.%°. Aprés deux ans, il y aura dans votre compte, $1050.%° +
(5% de $1050.99), etc...

Soit ($,,)nen, la suite qui donne le montant d’argent qu’il a dans votre compte aprés n années.

2)

Définissez (3$,,),en par récurrence.
. $o = 1000
Réponse :
$n = $n_1 + 0.05 - $n_1 Vn € N*

ou encore
1000

1.05-$,1 Vn € N*

&
o
|

Réponse :

o
3
|

Trouvez le terme général de ($,,),en.

Démonstration

En se basant sur la deuxiéme réponse du numéro b) et sur le théoreme 2.4.4(2. = 1.),
on constate que ($,,),en est une suite géométrique de premier terme ay = 1000 et de

raison r = 1.05.

Par le (2. = 3.) de ce théoréme on obtient donc que le terme général de cette suite
est :
$,=1000-1.05" VneN



C.Q.F.D.

c) Aprés 10 ans, combien d’argent y aura-t-il dans le compte ?
Réponse : $;5 = 1000 - 1.05!% = 1628.89 dollars.

Exercice 4 : Trouvez le terme général des suites suivantes :
a) a, = 1+3+5+74+9+---4+(2n+1) VneN.

Réponse : a, = (n+1)> VneN

b) b(] = —2
b, b1 +5n—2 VYn e N*.
(5n —4)(n+1)
2

Réponse : b, = Vn € N.

) bo 0
b, = b,.1+n VYneN*.

Solution :
On remarque qu’il est possible que (b, )nen S0it une suite sommes de premiers termes

d’une suite arithmétique. (Voir théoréeme 2.4.6 et Définition 2.4.5.)

Soit (a,)nen, la suite définie par le terme général a,, = 0+n-1 Vn € N.
Alors,

(1) par le théoreme 2.4.2, on a que (a,)nen est une suite arithmétique de 1 terme
a = 0 et de différence d = 1.

bo = ap
bn bn—l +an vn 6 N*
<Cara0:O eta,=0+n-1=n. >

(2) Et en plus, on a bien que {

(a0 +an)(n +1)
2
0+0+n-1)(n+1) nn+1)

Réponse : b, = 5 = 5 Vn e N

Vn € N.

Donc, par le théoreme 2.4.6, on a b, =




dy = 1
d = 8
dn = 6‘dn,1—9'dn,2 VHEN\{O,l}

Solution : (La méthode des récurrences linéaires homogénes )

Nous allons appliquer le théoreme 2.4.9.

Soit p(z) = z* — 6z +9, le polynome caractéristique de la suite (dy,)nen-
Par la formule quadratique, on constate facilement que les zéros de du polynome p

sont x1 =3 et xy =3.

Comme x; = x5, on a donc, par le théoreme 2.4.9, que le terme général de la suite
(dp)nen est de la forme

dy = C1-(3)" + Cy-n-(3)" VneN

ou C et 'y sont deux constantes.

Déterminons les valeurs de ces deux constantes :
On sait que dy = 1 et d; = 8.

Doncona Cj-(3)° + Cy-0-(3)°
Cl<3)1+021(3)1 - 8

Donc on a Ci-14+0 =1
Ci-(3)+Cy-1-(3) = 8

Donc on a c, =
3-Ci +Cy-1-3 = 8

Donc C; = 1

_ 8-3.C

Cy = -
Donc C; = 1
-

Réponse : Le terme général de la suite (d,)nen est

d, = 3" + 5n-3"¢ Vn e N



Exercice 5 : Evaluez la somme suivante :

1 1
2 24+ - +... .
2 st +2+ +524288

32 (1

1—

)12+1)

Réponse :

N Ll NN

Exercice 6 : En utilisant le théoreme sur les récurrences linéaires homogenes d’ordre 2,

exprimez les suites suivantes sous forme de fonctions rationnelles :

fo = 0 bp = 2
a) fi =1 b) b = 6
fn = fac1+ fn2 YneN\{0,1} by, bp—1+bn—2 VYneN\{0,1}
co = 1 do = 1
C) c1 = 4 d) d1 =1
¢n = 4-cp1—4-cpo VneN\{0,1} d, = 4-dp—1—4-d,—2 VneN\{0,1}
Réponses

S

YARE 2
b)bn:(1+\/5)<1+\/g) +(1—\/5)<1_¢3) Vi eN

a) J%:L(l—i_\/g — ! (1_\/§> Vn € N

2 2

c) ¢y =2"-(n+1) VneN

d) d, =2"1'-(2—-n) VneN



Section 2.5.5 —

Exercices sur la méthode des séries génératrices

Exercice 1 : Exprimez les séries génératrices des suites

suivantes sous forme de fonctions

rationnelles :
0) ag b) 0
anp, = 2-ap—1+3" VneN* b, = bp_1+n VneN*
co = 1 dg = 1
C) c1 = 1 d) d1 =1
Chph = Cp_1+tcep_9 Vne N\{O,l} dyp, = 4-dp1—4-dp_o Vn GN\{O,l}
Réponses : a) G(z) = m b) G(z) = I(f‘?rgl c) G(z) = 17— d) G(z) = (11:2392?)2'

Exercice 2 : Décomposez en fractions partielles les fonctions rationnelles suivantes :

1

W) o0) =t pary Y b('”):u—x)f(lm) 9 C(x):(w—l)(xi2)(w—3)
0) d(x)zl—lzl;j—xélaﬂ e) e(:c):(ll__jf)? f) f(x)=(;jf)§f;_32)
Réponses :

D) = G e P T e s 90 T T
@) Voir 20) ) ele) = L+ s 0 S =

Exercice 3 : Trouvez la série de puissances associée a chacune des fonctions suivantes.

1
(1 —5z)

a(z) =

Réponses en extension :
a)1—|—5 r+ 522 + 5% 2%+ -
_ —3 + —31_$+ —53<5)
c) 1—|— 1 -+ (22—2~21)'a:2—|— (23—

Réponses en notation sigma :

3
b($)_:c—5
_|_5n. v 4+ .
2 4 2 () cr 4

3-2%).2° +(2 —4.2%). 24

a) 2595 b) i:; <—g) - (%)x ¢) Z

) @) = T Y AT
_|_?3(%) R A E
gt (202

— - 2’1 -



Exercice 4 : Pour chacune des suites définies par récurrence suivantes, résolvez la récurrence

par la méthode des séries génératrices.

) ag = 2
a
a, = 30,1 +2" Vn e N*

Solution :

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e On remarque que : a, — 3-a,1—(2") = 0 Vn € N*;

e ce qui en extension donne : ar—3-a9—2 =0
CL2—3'(I1—22:0
a3—3-a2—23:O

ag—3-a3—2*=0

ete...
e Posons G(ac) = ay + a1 x + (IQLUQ + a3x3 + -+ a, " + -
Alors,
Gx) = a + ax + azr? + azr® + - + anx™ + -
-3z-G(z) = + —=3-apr + —3-a12® + =3 -ax® + -+ + =3 -a,_12" + -
= = -1 +  “2z4 —(2022+ -2+ +  —(2")a" + -
G(z) —32G(z) — %5 = ao—1+ O0x + 0z2 + 03 + -+ + O™ + ---
Ce qui donne G(z) =32 G(x) — =5 = 1 ( Car ap—1 =2-1=1.)
Donc, on a G(z)(1—3z) = 1+ =5
Donc, on a  G(z)(1 —3z) = 724
Donc, on a  G(z)(1 —3z) = =2
Donc, ona G(x) = %
( ) —2x+2

I)OHC7 ona G T—32)(1—22)°



Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a )

A B
= + Théoré .5.5-
G(z) 1 —3:  1—22 ( Théoréme 2.5.5-a )

= ZA 32t + ZB 22 ( Théoréme 2.5.1-a (2 fois) )
i=0 i=0
= [A 3"+ B- Zi] ' ( Arithmétique )
i=0
Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)
Le terme général de la suite (ay), oy est donné par : a,, = A-3"+ B-2".

Par la définition de la récurrence, nous savons que ag = 2 et a; = 3 - ag + 2! = 8.

Donc :
ap = 3A+2°B = A+ B = 2
& B = 2-A, (%)
ag = 3'A+2'B =3A+2B =38
& 3A = 8-2B, ()
3A = 8—-2(2—-A) = 4+2A ( Substitutions de (*) dans (**))
s A = 4, (5 * *)
B = 2-4 = -2. ( Substitutions de (***) dans (*))

Avec ces valeurs de A et B, on obtient le terme général suivant :

a, = 4-3"+(-2)-2"
= 4.3" _9ontl

Réponse : La définition par terme général est a, = 4-3" — 2L V¥n e N.

b) bo 0
by, b,—1+n VneN*

Solution :

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e On remarque que : b, — b,_1—n = 0 Vn € N*;



e ce qui en extension donne : by —bp—1 =0

bo —b; —2=0

b —by —3 =0

by —bs—4=0
etc...

e Posons G(z) = by + byx + bya?® + bya® + -+ + bya™ + - -.

Alors,
G(z) = b+ biax + bo 2% + bya® 4+ - + bpx™ + -
—z-G(z) = + —bozr+ b+ by 44 —bp_gz” + -
_ﬁ = 0+ (-1)-2+(=2)-22+(=3)- 23+ -+ (—n)-a" + -
G(z) — 2G(z) — oz = bot O0x + 0z% + 0% + -+ + O0x™ + ---
Ce qui donne G(z) — 2 G(x) — T ( Car by = 0.)
(1—z)?
DOHC, on a G(I)(l - .T) = ﬁ
D G(x) &
onc, on a r) = —7/m/5 -
’ =)

Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a (7)

A B C o
G(z) = 1 + 1= + TEE ( Théoréme 2.5.5-¢ )

- R o= (D) +2) A
= Az + 1+ 1)B-2" + - C 2 Théoréme 2.5.1-a,b,d
2 I 2 < |

- [A+@+DB+
=0

(t+1)(i+2)

5 C] ' ( Arithmétique )

Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)

Le terme général de la suite (by), o est donné par :

(n+1)(n+2)

5 C.

b, = A+ (n+1)B+



Par la définition de la récurrence, nous savons que by = 0 et by = 1 et by = 3. Donc :

0 = A+B+C ( Carbg=0)
< A = —-B-C, (%)
1 = A+2B+3C ( Carby=1)
= —B—-C+2B+3C ( Parl’équation (*))
& B = 1-2C, (%)
3 = A+3B+6C ( Carby =3)
= —B—-C+3B+6C ( Parl’équation (*))
= 2B+5C
= 2(1-20)+5C ( Par ’équation (**))
s C =1,
B =1-2-1= —1, ( Substitution de C dans (**) )
A = —(-1)—(1) = 0. ( Substitution de B et C dans (*) )

Avec ces valeurs de A et B, on obtient le terme général suivant :

(n+1)(n+2)

b, = —(n+1)+ 5
4124+ (n+2)]
B 2
_ n-(n+1)
= : .
1
Réponse : La définition par terme général est b, = % Vn € N.

1 — 9o +2" VneN\{0,1}

Solution :

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e On remarque que : ¢, — 6-¢,_1+9-¢, 2—2" = 0 VneN\{0,1};



e ce qui en extension donne : g —6-c1+9-¢cg—22 =0
C3 — 6'02+9'Cl—23 =0
Cy — 6'Cg+9'02—24 =
C; — 6'C4+9'03—25 =0
etc...
e Posons G(z) = ¢y + 1@ + cox® + c3a® + -+ + cpa”™ + .
Alors,
G(x) co + caxr + cow? + ezt 4+ -+ Cnx™ 4 -
—62-G(z) = + —6cor + —6c1a? + —6cga® + -+ —6cp g™+ -
+922 - G(x) = + 9¢pz®+ 9+ - 4+ 9Ycpox™ + -
- = -1 + -2z + —(22)2% + —(2%)23 + -+ —(2)2" + - -
G(z) — 62G(x)
+9x2G(m)—(17712x) = (co—1) 4 (c1 —6co —2)z + 0z% + 03 + -+ + Oz™ + ---
Ce qui donne G(z) — 6z G(z) + 92> G(z) — ﬁ =0
<Car cg—1=1—-1=0 et ¢4 —6cg—2=8—-6-1—-2=0. >
Donc, on a  G(z)(1 — 6z + 92?) = (1_1%)
Donc, on a  G(z)(1 —3x)* = ﬁ
Donc, on a G(z) = (1_31)21(1_233).

Etape 2 : (on trouve la série de puissances associée a G)

A N B N C
1-3z (1-32)%2 (1-—22)

G(z) = ( Théoréme 2.5.5-d )

= Y A3.a2' + ) (i+1)B3 2" + > C2-a'  ( Théoréme 2.5.1-a,b)
i=0 i=0 i=0
- [3%’ A+3(i+1)B+2 (J} & ( Arithmétique )
=0
Etape 3 : (on trouve le terme général de la suite)

Le terme général de la suite (c,), . est donné par :

¢, = 3"A+3"(n+1)B+2"C.



Par la définition de la récurrence, nous savons que :
co=1letcy=8etcy=6-8—9-1+2%=43.

Donc :
1 = A+B+C ( Carcp=1)
< A = 1-B-C, (%)
8 = 3A+6B+2C ( Carcy =8)
= 3(1-B-C)+6B+2C ( Par l’équation (*))
= 3-3B-C
< O = 3B-—5, (%)
43 = 9A+27TB+4C ( Car cy =43)
= 9(1-B—-C)+27TB+4C  ( Par ’équation (*))
= 9+18B-5C
94+ 18B—-5(3B—15) ( Par ’équation (**))
34+3B
& 9 3B
& B 3,
C = 3-3-5 =4, ( Substitution de B dans (**) )
A =1-3-4 = —6. ( Substitution de B et C dans (*) )

Avec ces valeurs de A et B, on obtient le terme général suivant :

cn = (=6)-3"+3(n+1)-3"+4.2"
= (=2)-3""' 4+ (n+1) 3" 422
= (n—1)-3" 4 20¥2,

Réponse : La définition par terme général est :

cn = (n—1)-3""142"2 vyneN.



Section 2.6.4 —
Exercices sur approximation par une intégrale

Exercice 1 : En vous inspirant de la figure 2.3 (page 188), illustrez le théoreme 2.6.2-b qui

permet de borner une sommation possédant la forme suivante :

b
Z f(@), ou f est une fonction non croissante sur l'intervalle [a — 1,0+ 1] .

i=a

Solution :

Fla) femmmmeaa

JACESY] EEEEEEEREY EETEY CEEEEY EEPEE EEERE EEEEE TN —
fla) |fla+1)] fla+2)| fla+3)| =v= | f(B) fla)

»
>

Y

b b+1

b b+1 a-1 a a+1 a+2 a+3

(a) Borne inférieure de la sommation. (b) Borne supérieure de la sommation.

Exercice 2 : En appliquant la méthode d’approximation par une intégrale, trouvez une

borne inférieure et une borne supérieure des suites suivantes.

a) a, = 5-ii4
=1

Solution : Considérons la fonction f(x) = z*. Cette fonction est non décroissante sur

I'intervalle [0,n 4 1] pour tout n > 1. Calculons 'intégrale selon la variable = de la

5
/x4-dx = %—FC’.

fonction f(z) :



En appliquant le théoreme 2.6.2-a, nous obtenons :

5,

o

n
27
i=1

IN

.735 n+1
5],

n®  0° = (n+1)>° 1°

s ——-— < o< L

5 5 - ;Z = T3 5

n® = (n+1)° -1

PN M o< 17 -
5 = ZZIZ = 5

& n < 5-) it < (1) -1

=1

Ainsi, n® < a, < (n+1)°—-1 VneN*.

5-zn:z‘4

i=—2

b, =

Solution : La fonction f(z) = 2* est décroissante pour # < 0 et croissante pour

x > 0. Pour pouvoir appliquer ’approximation par une intégrale, réécrivons b,, ainsi :

85+5-zn:i4 =
=1

ou a, est correspond au nieme terme de la suite définie a ’exercice précédent. Nous

by = 5 [(=2)" + (D) + 0 + ) it = 85+ ay
=1

pouvons donc réutiliser directement le résultat de I’exercice précédent :

85+n° < b, < 84+ (n+1)° VneN*.

n
Cpn = Z ik, pour une constante k € N*.

i=1
Solution : Considérons la fonction f(z) = z*. Cette fonction est non décroissante sur
I'intervalle [0,n + 1] pour tout n > 1, peu importe la valeure de la constante k € N*.

L’intégrale de f(z) selon la variable x est :

k+1
i x
cdr =
/x x 1

+C.



En appliquant le théoreme 2.6.2-a, nous obtenons :

sk . o K
< <
=, < 2= =

- nk+1 Ok+1 - Z " (n+ 1)k+1 1k+1
k+1 kE+1 — - k+1 k+1
P+l (n+ 1)k — 1
VAN < k<
E+1 = ;Z = k41
nkJrl (n_|_ 1)k+1 -1
Aj < ¢, < Vn,k € N*.
st k+1 — - k+1 ™k e
1
d) d Z—z

1
Solution : Réécrivons d’abord d,, ainsi : d, = 1+ Z - -
i

1
Considérons la fonction f(z) = —;, qui est non croissante sur l'intervalle [0,n + 1]

pour tout n > 1. L’intégrale de f(z) selon la variable x est :

/— dr = /x_Q-dx = x_—l—FC' = ———I—C

En appliquant le théoreme 2.6.2-b, nous obtenons :
Nk "1 1"
14 |—= < 1 = 1+ [——
B g e

& 1- ! +1 <1+Z—

IN

IA
—_
|
S
+
| =

3 1 1
Ainsi, = — <d, < 2—-—— VYneN*.
2 n+1 n
e) e, = (i +1ni—1).

Solution : Récrivons e,, ainsi: e, = 1+In 1—1—|—Z (t+lni—1) = Z (t+Ini—1).
i=2 i=2
Considérons la fonction f(z) = x + Inxz — 1, qui est non décroissante sur l'intervalle

[0,n + 1] pour tout n > 1. L’intégrale de f(z) selon la variable x est :

2
z+Inx—1)-de = z-dr+ [ Inx-de — l-dx:x——l—x-lnm—Zx—I—C’.
2



En appliquant le théoreme 2.6.2-a, nous obtenons :

LL’2 n n - ' .IQ n+1
?+x-lnx—2x11 < ;(z—l—lnz—l) < 3—{—1;.111:6—2:62
2 3 n 1)2
& %+n-lnn—2n+§ < ) (i+hli-1) < M+(n+1).1n(n+1)—2(n+1nz)
=2
2—dn+3 2—2n+1
Ainsi, %—l—n-lnn < e, < %+(n—i—1)-ln(n+1)—21n2 Vn € N*.

f) Jo = lOg(n')
Rappels:n! = 1-2-3-...-n et log(a-b) =loga+logh Ya,b>0

Solution : Récrivons f, ainsi :
fo = ) log(i) = log(1) + Y log(i) = > log(n).
i=1 i=2 i=2

Considérons la fonction g(z) = log(z), qui est non décroissante sur 'intervalle [0, n + 1]

pour tout n > 1. L’intégrale de g(z) selon la variable x est :

/log(:c) ~dr = xlog(x) — lné()) :

En appliquant le théoreme 2.6.2-a, nous obtenons :

& mlog(n) — e+ gy € Je S (i Dlog(nt 1) — s — 2log(2) + s

—1
< fo S (w+Dlogln+1) ~log(t) — L Vo €N

Donc, nlog(n)— In(10)

Exercice 3 : Décrivez une circonstance ou la méthode d’approximation par une intégrale
donne la valeur exacte de la sommation. Autrement dit, exprimez une fonction f pour laquelle
les bornes inférieure et supérieure obtenues par le théoreme 2.6.2 sont égales a la valeur de

la sommation.




Solution : Lorsque la fonction f est constante.

En effet, considérons une constante k& € R et une fonction f(z) = k. On veut calculer :

On constate que f est non décroissant pour n’importe quel intervalle [a — 1,b+ 1]. Ainsi, par

le théoreme 2.6.2-a, on obtient :

b b b+1
/ k-dx < Zk < / k- dx
a—1 i—a a
b
& keapy < Y k < [k-a)"

b
& kb—k-(a—1) < Yk < k-(b+1)—k-a

IA

b
& ke(b-atl) < Dk k-(b—a+1)

b
Ainsi, on conclut que : Z f(i) = k-(b—a+1).



Section 3.1.8 — Exercices sur les éléments de base de la

théorie des graphes

Exercice 1 : Six équipes sont inscrites a un tournoi de Hockey de garage. Dans la premiere

phase du tournoi, chaque équipe doit affronter toutes les autres une et une seule fois.
a) Construisez un graphe représentant toutes les parties possibles.

Solution : Dans le graphe suivant, chaque équipe est représentée par un sommet et

une partie entre 1'équipe x et y est représentée par une aréte [x,y.

b) Quel type de graphe obtenez-vous ?

Solution : Il s’agit du graphe complet a 6 sommets, noté K.

¢) Combien de parties comporte la premiere phase du tournoi ?

Solution : Pour connaitre le nombre de parties, on compte le nombre d’arétes. Un peu
plus loin dans les notes, le théoreme 3.3.1 (voir page 209) nous permettra de calculer
directement le nombre d’arétes d'un graphe complet :

6-(6—1)

[B(Ko)| = ——— = 15.

La premiere phase du tournoi comporte donc 15 parties.

Exercice 2 : Le représentant d’une compagnie de balayeuses centrales doit visiter quatre
résidants d’'un méme immeuble en une méme soirée. Chaque visite dure une heure et le
représentant a suggéré aux résidents quatre plages horaires : 18h00, 19h00, 20h00 et 21h00.
Voici les disponibilités des résidents :

Résident || 18h00 | 19h00 | 20h00 | 21100 |
Sébastien v v v
Jean-Francis v v

Brice v v
Alexandre v v




a) Représentez cette situation par un graphe.

Solution :
Jean-Francis 18h00
Sébastien 19h00
Alexandre 20h00
Brice 21h00

b) Quel type de graphe obtenez-vous ?
Solution : Il s’agit d’un graphe biparti.
c¢) Expliquez comment déduire du graphe un horaire possible pour le représentant (notez

qu’on peut voir un horaire comme une fonction bijective entre I’ensemble des résidents

et 'ensemble des plages horaires).

Solution : Il suffit de sélectionner quatre arétes de telle sorte qu’aucune de ces quatre

arétes ne partage un meme sommet. Le graphe suivant donne un exemple :

Jean-Francis .—‘18h00

Sébastien 19h00

Alexandre 20h00

Brice . 4‘21h00

d) Donnez tous les horaires possibles pour ce probleme.

Solution : Il y a trois horaires possibles :

(1) {(Jean-Francis, 18h00) , (Sébastien, 19h00) , (Alexandre, 20h00) , (Brice, 21h00)}
(2) {(Jean-Francis, 18h00) , (Sébastien, 20h00) , (Alexandre, 19h00) , (Brice, 21h00)}
(3) {(Jean-Francis, 19h00) , (Sébastien, 18h00) , (Alexandre, 20h00) , (Brice, 21h00) }

Exercice 3 :

a) Sept étudiants vont en vacances. Chacun va envoyer une carte postale & exactement
trois des autres étudiants. Est-ce possible que pour chaque étudiant x, les étudiants

qui écrivent a x soient exactement ceux a qui x a écrit ?



b) Qu’arrive-t-il si on remplace “trois” par un autre nombre entre 0 et 6 (inclusivement)

a I'exercice précédent ?

La solution a ’exercice 3 sera discutée en classe.

Exercice 4 : Considérons la matrice d’adjacence M; d’un digraphe GG; et la matrice d’adja-

cence M, d’un digraphe G5 :

01 01 0100

1 010 0 011
M, = M, =

00 01 1000

0101 0 010

a) Donnez une représentation graphique des digraphes G et Gs.

Solution :
MY )
‘\1,»><%\2/ @ 2)
. I 9) L/ J
¢ Y P Y
‘\'}/)' ‘1/" (_3/\ G/"

b) Calculez le produit matriciel suivant* : Mz = M; x M, .

Réponse :
0 0 2 1
1 1 .00
M; =
0 01 0
0 0 2 1

¢) En examinant la matrice M3 calculée précédemment, dites comment on peut in-

terpréter le produit matriciel de deux matrices d’adjacence.

Solution : Le produit matriciel des matrices d’adjacence de deux graphes GG; et Go
correspond a la matrice d’adjacence de la composition G o Gy (voir la discussion a la

fin de la section 3.2.1 pour plus de détails.)

4. Pour un rappel sur le produit matriciel, voir : http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_matriciel


http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_matriciel

Section 3.2.3 — Exercices sur les graphes en tant que

relations

Exercice 1 : Considérez ’ensemble de sommets S = {1,2,3,4} et les deux digraphes sui-

vants :

G = {<273>’< v3>7<473>} CSQ»
H = {(1,2),(2,4),(3,1),(4,3)} c S%.

a) Calculez GUH, GNH, G, H', GoH, G* et H

Solution :
GUH = {(2,3),(3,3),(4,3),(1,2),(2,4),(3,1) }
GNnH = {{43)}
G° = {(11),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2) ,(2,4),

1),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2) ,(4,4) }
H = {(2,1),{4,2) (1,3),(3,4)}
GoH = {(2,1),(3,1),(4,1) }
ee
o = {(1,4),(2,3),(3,2), (4, 1)}

b) Donnez la représentation graphique des digraphes G, H et H?Z.

Solution :

O—® OO

© @
(/@4@ CID<—QD @gg@

c¢) Donnez la matrice d’adjacence des digraphes G, H et HZ.

Solution :
0000 0100 000 1
0010 000 1 0010

Mg = My = My =

¢ 0010 " 1000 H? 0100
0010 0010 1000



d) Dites lesquelles des propriétés suivantes les relations G et H possedent :

réflexivité, irréflexivité, symétrie, antisymétrie, asymétrie, transitivité, équiva-

lence, totalité, surjectivité, déterminisme, injectivité, fonction partielle, fonc-

tion, fonction bijective, ordre partiel, ordre partiel strict, ordre total.

Propriétés de G : antisymétrie, transitivité, déterminisme, fonction partielle.

Propriétés de H : irréflexivité, antisymétrie, asymétrie, totalité, surjectivité, déter-

minisme, injectivité, fonction partielle, fonction, fonction bijective.

Exercice 2 : Montrez que les deux graphes suivants sont isomorphes.

oO———

) 1
— ( —_— )]
) 2) (b) ©)

3 /@ /(h)
@
® ®

e

S

cS

Solution : Désignons le graphe de gauche par G et le graphe de droite par D. Pour montrer
que G et D sont isomorphes, construisons une fonction bijective f : V(G) — V(D) :

f =

{(0,a),(1,0),(2,¢),(3,d),(4,€),(5,f),(6,9),(7,h) }.



Section 3.4.3 — Exercices sur les arbres

Exercice 1 : (Aucune justification n’est demandée pour ce numéro.)

a) Enumérez (a isomorphisme prés) tous les arbres binaires ayant exactement 6 feuilles.

Solution : Il y a 6 arbres possibles :

B

b) Combien de sommets peut avoir un arbre binaire ayant exactement 6 feuilles.
Solution : 11 sommets.

¢) Combien de sommets peut avoir un arbre binaire ayant exactement k feuilles (avec
k> 2).

Solution : Considérons un arbre binaire 7' comportant n sommets, dont k feuilles.

1. Calculons d’abord la somme des degrés des sommets de T'. Par la définition des arbres
binaires (définition 3.1.14) on sait que 7' compte exactement k sommets de degré 1
(les feuilles), 1 sommet de degré 2 (la racine), et que les autres (n — k — 1) sommets
sont de degré 3. Aussi, par le théoreme 3.3.3, on sait que la somme des degrés de T’
est égale a deux fois le nombre d’arétes. Donc :

1-k+2-143-(n—k—1)  3n—2k—1

B(T)| = : e

2. Par le théoreme 3.4.2, puisque 7" est un arbre, on sait que |V(T')| = |E(T)| + 1. Ainsi :

3n—2k—1 3n—2k+1
n = STl o 2T AT

2 2
&S 2n = 3n—2k+1

& n = 2k—1.



Exercice 2 : Définissons un arbre trinaire comme un arbre qui contient un sommet de degré 3

(la racine) et dont tous les autres sommets sont de degré 1 (les feuilles) ou de degré 4. Comme

pour un arbre binaire, le niveau d’'un sommet x d'un arbre trinaire équivaut a la longueur de

I'unique chaine allant de la racine au sommet z et la hauteur d’un arbre trinaire est égale au

niveau maximal de ses feuilles. Finalement, un arbre trinaire complet est un arbre trinaire

dont toutes les feuilles sont au méme niveau.

a)

b)

Dessinez trois arbres : un arbre trinaire complet de hauteur 2, un arbre trinaire complet
de hauteur 3 et un arbre trinaire complet de hauteur 4.

Donnez 'expression du nombre de feuilles d'un arbre trinaire complet en fonction de
sa hauteur.

Solution : Considérons la suite L(h) donnant le nombre de feuilles d’un arbre trinaire

en fonction de sa hauteur L(h). La suite se définit naturellement de fagon récursive :

=
>

~—
I

3.-L(h—1) VheN:

Par le théoreme 2.4.4, on constate qu’il s’agit d’'une somme géométrique de premier

terme 1 et de raison 3. Le terme général est donc :

L(h) = 3".

Donnez 'expression du nombre de noeuds d'un arbre trinaire complet en fonction de
sa hauteur. (Indice : Vous pouvez vous servir du résultat obtenu en (b) et des résultats

présentés a la section 2.4.3 sur les suites des sommes de premiers termes d’une suite.)

Solution : Le nombre de noeuds N(h) d’un arbre trinaire complet de hauteur h sera
égale a la somme du nombre de feuilles des h + 1 arbres trinaires complets de hauteur
0 a h. Ainsi :

N(h) = L(0)+ L(1) + L(2) + ... + L(h) =Y L(i).

1=0

La suite N (h) est donc la suite des sommes des premiers termes de la suite géométrique
L(h) définie en (b). Par le théoreme 2.4.7, on obtient :

1. (1 _ 3h+1) 3h+1 -1
N = ——3— = —3



Exercice 3 : Un arbre est toujours un graphe biparti. Décrivez une méthode pour créer une
bipartition a partir de n’importe quel arbre (Rappel : les concepts de graphe biparti et de

bipartition ont été introduits par la définition 3.1.3-c).

Solution : Soit 7" un arbre non vide et x € V(T') un sommet quelconque de cet arbre. Voici

comment on peut séparer les sommets de T en bipartition A et B :

A = {y e V(T) | La longueur de la chaine élémentaire entre = et y est de longueur paire }

B = {y e V(T) | La longueur de la chaine élémentaire entre x et y est de longueur impaire }

Notez qu’il y a toujours qu'une seule chaine élémentaire entre x et y (voir le théoreme 3.4.4-c).



Section 3.6.4 — Exercices sur les chalnes et chemins

Exercice 1 : Pour chacun des graphes ci-dessous, dites s’il s’agit d'un graphe
a) eulérien. Si oui, exhibez un cycle eulérien.

b) hamiltonien. Si oui, exhibez un cycle hamiltonien.

Ky K33 Le dodécaedre

& & ©

Le graphe de Petersen Le graphe d’Heawood Le graphe d’Herschel

Solution :
a) Seuls les deux graphes K7 et K, sont eulériens :

b) Les graphes K7, K33, le dodécaedre et le graphe d’Heawood sont Hamiltoniens. Voici

un cycle hamiltonien pour chacun d’eux :

=3

K; Kyo Ky Le dodécaedre

% & ©

Le graphe de Petersen Le graphe d’'Heawood Le graphe d’Herschel




Exercice 2 : On veut asseoir cinq couples autour d’une table ronde de telle sorte que pour
chaque deux couples, au moins un des membres du premier couple soit assis a coté d’au moins
un membre du deuxieme couple. Est-ce possible ?

Solution : Oui! Voici un raisonnement qui le montre :

1. On considere un graphe G ou chaque sommet correspond & un couple (donc, |V(G)| =
5) et chaque aréte (x,y) € E(G) correspond a la relation “un des membres du couple
x est assis a coté d'un des membres du couple y”. Le graphe G comporte une aréte
entre chaque sommet. Il s’agit donc du graphe K3, c’est-a-dire le graphe complet a 5

sommets.

2. 11 y a une solution au probleme si et seulement si il existe un cycle eulérien dans le

graphe G.
3. Un tel cycle eulérien existe car aucun des sommets de G n’est de degré impair (théo-

reme 3.6.5). Plus précisément, deg,(z) =4 Vo € V(G).

4. De plus, il suffit de parcourir un cycle eulérien de G pour obtenir l'ordre dans lequel
on peut asseoir les membres des couples autour de la table ronde pour satisfaire le

probleme.



Exercice 3 : L’algorithme de Dijkstra présenté a la page 225 retourne la longueur du plus
court chemin entre le sommet d’origine et le sommet de destination z, mais ne permet pas de
connaitre la nature de ce chemin. Suggérez une modification a I’algorithme afin qu’il retourne

le chemin le plus court (sous la forme, par exemple, d'une liste de sommets).

Solution : Dans le pseudo-code ci-dessous, le texte en rouge indique les lignes modifiées et /ou

ajoutées par rapport a l'algorithme original. La fonction fusionner effectue la jonction entre

deux listes, de telle sorte que : fusionner( [ug], [u1, us, ..., uy) e [Ug, Up, Uy .oy Uy

Algorithme Dijkstra Modifié ( Digraphe G, valeurs w, origine a, destination z )

Initialiser :
o () V(G) ( Pendant ’ezécution, Q contient les sommets non visités )
o dist(v) - oo Yv e Q\{a} ( La distance de tous les sommets (sauf a) est inconnue )

e dist(a) < 0 ( Le sommet source est a une distance nulle de lui-méme )
Tant que |@Q| > 0 Faire ( Tant qu’il reste des sommets a visiter... )

u <— Un élément de @) dont la valeur dist(u) est minimale
Q<+ Q\{u} ( On sélectionne le sommet u a visiter )

Si u = z alors
chemin < [ul ( Reconstruit le chemin en sens inverse )
Tant que u # a Faire
u < prec(u)
chemin < fusionner( [u], chemin )
Fin Tant que
Retourner chemin
Fin Si

Pour tout v € N(u) N Q Faire ( Mise a jour de la distance des voisins de u )
Si dist(u) + w({u,v)) < dist(v) alors
dist(v) < dist(u) + w((u,v))
prec(v) < u ( Le sommet u précéde le sommet v )
Fin Si
Fin Pour

Fin Tant que

Retourner || ( Aucun chemin trouvé (retourne une liste vide) )







Définition 1.1.1 Opérateurs booléens de base.

Négation : Conjonction : Disjonction :
p ‘ P p q|DpAg p q|pVyg
v £ v v v v v v
£ v v f £ v f v

f v f f v v
f f f f f f

Définition 1.1.2 Opérateurs d’implications
Vg
q=p

def
a: p=q =
def
b: p&=q =

(Implication)

(Implication inverse)

Définition 1.1.3 Opérateur si et seulement si.

def
peq = (=9 AN(q=>Dp)

Proposition 1.1.4 Lois de De Morgan.
a: -(pAg) & -—pV-g (liere loi de De Morgan)
b: —(pVg) & -pA-g (2eloi de De Morgan)

Proposition 1.1.5 Propriétés de la négation.
a: —(-p) & p (Double négation)
b: pV-p < vrai (Tiers exclu)

c: pA-p & faux (Contradiction)

Proposition 1.1.6 Propriétés de la conjonction.

a: pAvrai & p (EL neutre)

b: pAfaux <& faux (El absorbant)
c: pAp S p (Idempotence)
d: pAg &S gAp (Commutativité)
e: (pA@QAr & pA(gAT) (Associativité)
f: (pvoAr < (pAr)V(gAr) (Distributivité)

Proposition 1.1.7 Propriétés de la disjonction.
a: pVfaux <& p (EL neutre)

b: pVvrai <& vrai (ElL absorbant)
c: pVp S p (Idempotence)
d: pVg S qVp (Commutativité)
e: (pvVgVr & pV(gVvr) (Associativité)
f: (pAgVr & (pVr)A(gVvr) (Distributivité)

Proposition 1.1.8 Contraposition.
p=q < —q=7p

Définition 1.2.1 Axiome d’extensionnalité
def

S=T = (Ve|leeS<eeT).

Définition 1.2.2 Notation abrégée des quantificateurs
a: (VeeT|Px) ¥ (Vx|zeT= P))
b: (FreT|Pk) ¥ (Gz|zeTAP@))

Définition 1.2.3 Opérateurs de composition d’ensembles.

a: S¢ L le]eg¢S) (Complément)
b: SNT ¥ {e|ecSAecT} (Intersection)
c: SuT ¥ {e|e€SVeecT} (Union)

d: S\T ¥ {e|leecSAe¢T} (Différence)

Définition 1.2.4 Opérateurs d’inclusions.

a: TCS ¥ (Ve|leeT=eceb) (Incl.)

b: TcS ¥ TCSA3eleeSAedT) (Incl. stricte)
c: TDOS N cT (Incl. inverse)
d: ToOS8 ¥ ScT (Incl. stricte inverse)

Définition 1.2.5 Ensemble puissance.

PS) ¥ {e]eC S}

Proposition 1.2.6 Lois de De Morgan (version ensembliste).
a: (SNT)¢ = SCuTC¢
b: (SUT)C senTe

(Premiere loi de De Morgan)
(Deuxiéme loi de De Morgan)

Proposition 1.2.7 Propriétés du complément.
a: (89¢ = §
b: SusS¢® = U
c: SNS¢ = 0

(Complémentarité)
(Tiers exclu)

(Contradiction)

Proposition 1.2.8 Propriétés de l'intersection.

a: SNU = S (EL neutre)

b: SNO = 0 (EL absorbant)
c: SNS = S (Idempotence)
d: SNnT = TnS (Commutativité)
e: (SNT)NU = SnNn(TnNU) (Associativité)
f: (SuT)nU (SNU)U(T'NU) (Distributivité)

Proposition 1.2.9 Propriétés de I'union.

a: SuUp = S (EL neutre)

b: SUU = U (EL absorbant)
c: SuUS = S (Idempotence)
d: SuT = TuUuS (Commutativité)
e: (SUTHYUU = SU(TUD) (Associativité)
f: (SNTYUuU (SUU)N(TUU) (Distributivité)

Proposition 1.2.10 Propriétés de la différence.

a: S\0 = S (Elément neutre)

b: S\T = SNnT¢ (Réécriture de “\”)
c: SU(T\S) = SUT (Union de “\”)

d: SN(T\S) = 0 (Intersection de “\”)
e: S\(TUU) = (S\T)Nn(S\U) (Différence de “U”)
f: S\(T'nD) (S\T)uU(S\U) (Différence de “N”)

Proposition 1.2.11 Appartenance d’un élément & un en-
semble obtenu par composition.
a: eeS¢ & —(e€f) (

b: eeSNT & ecSNneeT (Intersection)
c: eeSUT & ecSveeT (Union)

d: e€eS\T & eeSA—(eeT) (

Complément)

Différence)



Proposition 1.2.12 Propriétés d’équivalences de I'inclusion. Définition 1.4.7 Composition de deux relations

a: PCS & vrai (Omniprésence de “0”)  (a,c) € poo def (FbeT | {(a,by € pAi{bc)€o),
b: SCS & vrai (Réflexivité) De maniére équivalente : a (poc) ¢ = (Ibe T |apbiboc).
c: SCS & faux (Irréflexivité)
d: S=T & SCTATCS (Antisymétrie) Proposition 1.4.8 Propriétés de la composition
e: SCT & ScTvS=T (Réécriture de “C”) a: Isop = poly = p (EL neutre)
f: SCT & SCTAT#S (Réécriture de “C”) b: Qop = pold = 0 (El absorbant)
c: (poag)od = po(cob) (Associativité)
Proposition 1.2.13 Propriétés d’implications de U'inclusion. 4. ,cCo = polCool (Monotonie)
a: ScT = SCT
b: ScT = T¢S Définition 1.4.9 Puissance d’une relation
c: ScT = T¢S Sin>1: " € popo...op (nfois),
d: SCTANUYZT = U¢S sinon (n=0): p° ¥ Ig.
e: SCTATCU = SCU (Transitivité (1))
f: SCTANTCU = ScU (Transitivité (2)) Proposition 1.4.10 Propriétés de 'opérateur puissance
g: SCTANTCU = ScU (Transitivité (3)) a: plopt = pntn (Somme des exposants)
h: SCTATCU = ScU (Transitivité (4)) b: () = pm" (Produit des exposants)
Proposition 1.3.1 Lois de De Morgan (Généralisées aux Définition 1.4.12 Inverse d'une relation
quantificateurs). pl € {(ba) | (a,b) € p}.
a: -(VzeT|Px) & @BxeT|-P(x)) (lereloi)
b: —=(FxeT|P(x) & (MreT]|-Plx)) (2e]loi) Proposition 1.4.13 Propriétés de la relation inverse
a: Dom(p~!) = Im(p) (Domaine d’une rel. inv.)
Définition 1.4.1 Produit cartésien de deux ensembles b: Im(p 1) = Dom(p) (Image d’une rel. inverse.)
SxT < {{a,b) |ac SAbET}. c: 071 =0 (Inverse de la rel. vide)
d: (poo)™t = o7lop™! (Inverse de la composition)
Définition 1.4.2 Produit cartésien de n ensembles e: (puU ) = o 'Up! (Inverse de l'union)
e 51 xSyx...xS, f: (pN = o 'Np! Inverse de I'intersection)

def {<€1,62,...,6n>|61€Sl/\62€SQA.../\6n€

S, Définition 1.4.14 Familles de relation (1)
aer . a: p est réflexif & MaeS|apa)
o S = Sx8x...x 5 (nfois) . b: pest irréflexif & MaeS|-(apa))

Proposition 1.4.3 Propriétés du produit cartésien c: p est symétrique & (Va,beS|lapb=bpa)

a: SxT=TxS & S=0vT=0vS=T d: pestasymétrique < (Va,beS|apb=-(bpa))

b: Sx(TUU) = (SxT)U(SxU)(Dist. sur “U”) e: pestantisymétrique < (Ya,beS|apbAbpa=a=>h)

c: Sx(TnU) = (SxT)N(SxU)(Dist. sur “N")  £: p est transitif & (Va,b,ceS|lapbAbpec=apc)

d: Sx(T\U) = (SxT)\(SxU) (Dist. sur “\”)

e: SCUANTCV = SxTCUXV Proposition 1.4.15 Définitions équivalentes a 1.4.14

f: SXxTCSxU = S=0VTCU a: p est réflexif & IsCop

g: (SNT)x(UNV) = (SxU)N(TxV) b: p est irréflexif s Isnp=10

h: |SxT| = |S|-|T] siS et T sont finis. c: p est symétrique & pl=

d: p est asymétrique & pnpt=0

Définition 1.4.4 Appartenance d'un couple & une relation e: pest antisymétrique < pNp~ ! Clg
apb & (a,b) € p. f: p est transitif s pPCop
Définition 1.4.5 Domaine et image d’une relation Définition 1.4.16 Familles de relation (2)

a: Dom(p) £ {aeS|(3@veT|apb)} (Domaine) a: pest total & (VaeS|(FeT|aph))

b: Im(p) = {peT|(GFaeS|apb)} (Image) b:  p est surjectif & (WeT[(FacS|aph))

c: p est déterministe

Définition 1.4.6 Relation identité s MaeSbVeT |apbhapl =b=1V)
Is &f {(a,a) € 5? | a € 5}, d: p est injectif

De maniére équivalente : (a,a) €Ig < a€S. & (Va,d €S,beT |apbhd pb=a=4d)



Théoréme 1.4.17 Dualité totalité—surjectivité et dualité

déterminisme—injectivité
1

a: p est total & pT o est surjectif;

b: pest déterministe < p~! est injectif;

c: p est injectif & p~ ! est déterministe ;
d: p est surjectif & p~!oest total.

Théoréme 1.4.18 Composition de relations totales, surjec-
tives, déterministes et injectives.

a: petosont totaux p oo est total;
p et o sont déterministes p oo est déterministe;

p oo est injectif;

el

b:
c: p et o sont injectifs
d:

p et o sont surjectifs p oo est surjectif.

Proposition 1.4.19 Définitions équivalentes d’une fonction
surjective

a: (VWeT|(ZaeS|afb))

b: (VWeT|(FaeS| fla)=0)

Proposition 1.4.20 Définitions équivalentes d’une fonction
injective

a: (WVaeS,deSbeT|afbrd fb=>a=d)

b: (MVae€ S,d eS| fla)=f(d)=a=d)

c: (VaeS,aeS|a#d = f(a)# f(d))

Corollaire 1.4.21 Inverses de fonctions et de relations
a: f est une fonction

& f~1 est une relation bijective
b: f est une fonction injective

& f~! est une relation bijective et déterministe
c: f est une fonction surjective

& 7! est une relation bijective et totale;
d: f est une fonction bijective

& f~1 est une fonction bijective.

Théoréme 1.4.22 Composition de fonctions inverses
Les relations p C S x T et ¢ C T x S sont deux fonctions

1

bijectives et p~" = o si et seulement si :

poo =1Is et ocop = Ir.

Définition 1.4.23 Relation d’équivalence
La relation relation ~ est une relation d’équivalence si elle

possede les propriétés suivantes :

— Réflexivité (MaeS|a~a);
— Symétrie (Va,be S|a~b=>b~a);
— Transitivité (Va,b,ce S|a~bANb~c=a~c).

Définition 1.4.24 Ordre partiel
Une relation = est un ordre partiel sur ’ensemble S si elle

possede les trois propriétés suivantes :

— Réflexivité MaeS|a=a);
— Antisymétrie (Va,beS|a<XbAb=<a=a=D);
— Transitivité (Va,b,ce S|a=bAb=<c=a=c).

Définition 1.4.25 Ordre partiel strict
Une relation < est un ordre partiel strict sur I’ensemble S si

elle possede les trois propriétés suivantes :

— Irréflexivité VMae S| =(a<a);
— Asymétrie (Va,beS|a<b=-(b=<a));
— Transitivité (Va,b,ce S|a<bAb<c=a=<c).

Théoréme 1.5.1 Deux ensembles finis A et B ont le
méme nombre d’éléments ssi il existe une fonction bijective

f:A— B.

Définition 1.5.2 On dit que A a autant d’éléments que B
(ou que la cardinalité de A est égale a la cardinalité de B) ssi

il existe une fonction bijective de A vers B.

Proposition 1.5.3 Soit A un ensemble, la relation I est

une fonction bijective.

Théoréme 1.5.4 Soit f C A x B. Alors la relation f est une
fonction bijective ssi la relation inverse f~! C B x A est une

fonction bijective.

Théoréme 1.5.5 Soit fC AxBetgC BxC.Si fetg
sont deux fonctions bijectives, alors f o g sera une fonction

bijective de A vers C.

Définition 1.5.6 Un ensemble A est dit dénombrable s’il est

fini ou de la méme cardinalité que ’ensemble N.
Proposition 1.5.8 L’ensemble N x N est dénombrable.

Lemme 1.5.9 Etant donné un ensemble infini B. Alors,
B est dénombrable
< (3A | A est infini dénombrable = |A| = |B|).

Théoréme 1.5.10 Soit A et B, deux ensembles non vides.
3 fonction injective f: A — B

ssi 3 fonction surjective g : B —» A.

Définition 1.5.11 On dit que A a une cardinalité plus pe-
tite ou égale a la cardinalité de B ssi il existe une fonction
injective de A vers B. (ou, ce qui est équivalent, ssi il existe

une fonction surjective de B vers A.)

Axiome 1.5.12

mille infinie d’ensembles non vides. Alors il existe une famille

(Axiome du choix) Soit (A;)icr, une fa-
d’éléments (a;);cr telle que pour chaque i € I, a; € A;.

Théoréme 1.5.13 (Bernstein-Schréder) S’il existe une fonc-
tion injective de A vers B et une fonction injective de B vers
A, alors il existera une fonction bijective de A vers B.
Autrement dit : |A| < |B|A|B| < |4| = |4]| = |B|.



Théoréme 1.5.14 Soit f C Ax Bet g C Bx C.Si f et
g sont deux fonctions injectives, alors f o g sera une fonction

injective de A vers C.

Proposition 1.5.15 Si A C B alors la fonction
A — B est bien définie et est injective.

a +— a

IAQB .

Théoréme 1.5.16 Soit A un ensemble infini. Alors |A] > |NJ.

Théoréme 1.5.17 Les énoncés suivants sont équivalents :
1. |A| =|B|.
2. 3 fonction bijective f: A — B.
3. d fonction bijective g : B —» A.
4. |A| < |B] et |A|>|B].
5. 3 fonction injective f: A — B
et 3 fonction injective g : B — A.
6. 3 fonction injective f: A— B
et 3 fonction surjective h: A —» B.

7. 3 fonction surjective k: B —» A
et 3 fonction surjective h: A —» B.

8. 1 fonction surjective k: B —» A
et 3 fonction injective g : B — A.
Théoreéme 1.5.18 Les énoncés suivants sont équivalents :
1. |A] < |B|.
2 A< |B| et |A|#]B.
3. 3 fonction injective, f: A — B
mais A fonction bijective g : B — A.
4. [Al<|B| et |A]Z[B].
5. 3 fonction injective, f : A — B
mais A fonction injective g : B — A.
6. 3 fonction injective, f : A — B
mais A fonction surjective g : A —» B.
7. |A| 2 |B|.
8. A fonction injective g : B — A.
9. A fonction surjective g : A — B.
Théoreme 1.5.19 Les résultats suivants sont équivalents :
1. A est dénombrable.
|| < IN|
3 fonction surjective f : N —» A.
3 fonction injective f: A — N.
4] < IN| ou |A] = |N]
A est fini ou 3 fonction bijective f: A — N.

NS e N

A est fini ou 3 fonction bijective f: N»— A.

Théoreme 1.5.20 Les résultats suivants sont équivalents :
1. A est non dénombrable

|A] > |NJ.

A fonction surjective f: N — A.

A fonction injective f: A — N.

1] # IN].

A fonction bijective f: A — N.

A est infini et

A A

A est infini et
7. Aestinfini et
1.5.21

dénombrables (finis ou infinis). Alors
1. AU B est dénombrable,
2. A x B est dénombrable.

Théoréme 1.5.22 (Cantor)
[A] < [P(A)].

A fonction bijective f: N »— A.

Théoréme Soit A et B, deux ensembles

Pour tout ensemble A,

Définition 1.5.23 Etant donnés deux ensembles A et B , on
définit B4 comme étant ’ensemble de toutes les fonctions de
Avers B. Autrement dit : BA={f: A— B | }.

Proposition 1.5.24 Pour tout ensemble A, on a

[P(A)] = 1{0,1}4].
Corollaire 1.5.25 {0,1}" est un ensemble non dénombrable.

Théoréme 1.5.26 Soit A un ensemble ayant au moins deux
éléments et B un ensemble infini.

Alors AP est un ensemble non dénombrable.

Théoréme 1.5.29 R est non dénombrable.



Définition 2.1.1 Notation sigma : Z g(i) £ gng) + glno+1) + glng +2) + ...+ g(n).

’i:ng

Proposition 2.1.2 Propriétés arithmétiques des sommes en notation sigma.

a: Z 1 = n—ng+1 (En particulier, Zl =n) d: Zz _ w
i=no P g

b Y k-g(i) = k- Y g(i) (Enparticulier, ¥ k=Fk-n) or S i = (2n + 1)6(n + 1)n
1=no i=no P} P

ci > g@)+h() = > g@)+ Y h)

Théoréme 2.3.1 Principe d’induction mathématique faible.

a: [p(om(\memp(n);»p(nﬂ))} = (VneN|P(n)
b [P(O)/\(VneN*|P(n—1):>P(n))] = (YneN|P®))

Théoréme 2.3.2 Principe d’induction mathématique faible sur {ng, no+ 1, no+ 2, ...}.

[ P(ng) A (Vn € I\{no} | P(n—1) = P(n)) } = (Vnel|P(n)), oul £ (no, no+1, no+2, ...}
Théoréme 2.3.3 Principe d’induction mathématique & deux cas de base.
P(0) A P(1) A (Yn € N\{0,1} | P(n—2) A P(n—1) = P(n)) } = (WmeN|P@n)).

Théoréme 2.3.4 Principe d’induction mathématique forte.

P(0) A (VneN* = (VneN|P)).

(VkeN| (k<n) AP(k)) = P(n))

Théoréme 2.3.5 Principe d’induction mathématique forte sur {ng, ng+ 1, ng+ 2, ...}.

P(no)/\<Vn € I\{no} ‘ (Vk € T| (k<n)AP(k)) = P(n)) = (Vnel|Pn)), ot T % {ng, no+1, no+2, ...},

Théoréme 2.4.2 Terme général d’une suite arithmétique. Les énoncés suivants sont équivalents :
L. {an), cy est une suite arithmétique de premier terme a et de différence d.
2. (an),cy est définie par récurrence par: a9 = a et a, = a,_1+d Vn e N".

3. (@n),cy est définie par terme général par :  a, = a+nd VYneN.

Théoréme 2.4.4 Terme général d’une suite géométrique. Les énoncés suivants sont équivalents :
L. (an),cy €st une suite géométrique de premier terme a et de raison 7.
2. (an),ecy est définie par récurrence par : ap = a et  ap = ap_1-7 Vn €N*.

3. {@n),cy est définie par terme général par : a, = a-r" VneN.

Définition 2.4.5 Suite des sommes de Théoréeme 2.4.6 Sommes de premiers Théoreme 2.4.7 Sommes de premiers

premiers termes d’une suite. termes d’une suite arithmétique termes d’une suite géométrique
n
_ , ag + an)(n+1 (1 =ttt
Sp =Y ai VneN. Sn:% Vn € N. S, = L=t ) (1 ) VneN.
i=0 S

Théoréme 2.4.9 Récurrences linéaires, homogenes d’ordre 2

ap = a sipr #£p2: an = A-(p1)" + B-(p2)" neN.
ap = b sipp=p2: an = A-(p1)" + B-n-(p1)" neN.

Ap = T Qp_1+5-0p_o Vn e N\ {0,1} Ol p; et pa sont les zéros du polynéme p(r) = 2% — ro — s.



Théoreme 2.5.1 Modeles de séries de puissances

a: ¢ = Zabixi = a+abx +ab?2? +abP2d+. -+ aba™ +---
1—bx P
b: = i(i—l—l)abixi = a+ 2abx + 3ab® 2% + - + (n+ab"z" + ---
(1—bx)? —
c: ﬁ = ;iabiflxi = 0+azx + 2abx? + 3ab?2® + -+ nab o™ +...
a = (i+2)(i+1)abt , 2-1a  3-2ab 4-3ab® ,  5dab® (n+2)(n+1)ab™
d: ——— = b= "
(1— ba)3 ; 2 o p Ty ThT Tyt 2
Corollaire 2.5.2 Cas particuliers des modeles de séries de puissances
1 o~
a: = Zox = l+ao+a?+a°+2t +- +2" + -
1 &
. _ i _ 2,2 3.3
bl = ;(—1)33 = 14 (=Dz + (=1)222 + (-1)32 + -
1 = ; :
e ;(141)1” = 1+22+322 4423+ -+ (n4+1Da" + -
d: ﬁ: gzxz = 0+ +22% + 323 + 42+ - + na" + -+
1 L (i+2)(i+1) 2:1 32 43, (n+2)(n+1)
°f U—ap ;f”” I R R e S S S
Théoréme 2.5.3 Décomposition en fractions partielles
ar+b B A L B 4 az? +bx +c _ A L B L C
(cx+ d)(ex + f)  cxt+d ex+f o (dr+e)2(fr+g) drte (dv+e)?  frtg
az +b _ A n B o ar?4br+c _ A N B N C
(cx +d)? cx+d  (cx+d)? e (dz +e€)? de+e (dr+e)? (dz+e)d
ar? +br +c B A n B n C
(de+e)(fr+g)(he+i)  dr+e fr+g hrti
Définition 2.6.1 Fonctions non décroissantes et fonctions croissantes.
a: f est non décroissant sur [a,b] < (Vr,y€[a,b]|z<y= f(x) < f(y))
b: f est non croissant sur [a,b] & (Vryy €lab] |z <y= f(z) > f(y))
Théoréme 2.6.2 Bornes d’une sommation.
b b b+1
a: fl@)dz < Z f@) < f(x)dx  si f est non décroissant sur [a—1,b+1]

a-1 i=a

b41 b b
b: / flx)dz < Z f@) < / f(x)dx  si f est non croissant sur [a—1,b+1]
a a—1

i1=a

Formules d’intégration

a+1
a: /k-da: = k-xz+C b: /a:a~dx -z + C pour a# —1
a+1
1 c c
c: /*'dﬂ? = Infz[+C d: / dr = —Inlaz+b[+C
x ax+b a
e: /6I~d:17 = e+ C f: /a‘”‘daj — L+C’
Ina
g: /1nx~dm = zhe—-z+C h: /logax~dm = xlogax—liJrC
na

i /(f(z)+g(:z:))~dx - /f(x)~dx+/g(a:)~dz
b

Ennotanth/f(x)-dx,ona: /abf(x)-da: = [F(J:)] = F(b)— F(a).

a






Définitions des opérateurs booléens
Négation —; conjonction A ; disjonction V ; implication =,

implication inverse < ; si et seulement si <.

Lois de De Morgan
a: ~(pAg & Vg
b: -(pVg <&

(liere loi de De Morgan)

—-pA—q (2eloi de De Morgan)

Propriétés de la négation
Double négation : —(—p); Tiers exclu p V —p;

Contradiction p A —p .

Propriétés de la conjonction

El neutre pAvrai; El. absorbant p A faux
Idempotence p A p; Commutativité p A q;
Associativité (p A gq) Ar.

Propriétés de la disjonction

EL neutre pV faux; El. absorbant pVvrai
Idempotence p V p; Commutativité p V q;
Associativité (p V q) Ar.

Axiome d’extensionnalité
def

S=T = (Ve|leecS<eeT).

Notation abrégée des quantificateurs
a: (VeeT|Px) ¥ (Vx|zeT= P))
(Fz|zeTAP(z))

b: (GzeT|Px) ¥
Définitions des opérateurs de composition

Complément ©; Intersection N, Union U, Différence \.

Opérateurs d’inclusions.
a: TCS &« (VeleeT=ecbH) (Incl.)
TCSA(JeleeSAe¢T) (Incl. stricte)

b: Tcs &
Ensemble puissance

PS) = {elecC S

Lois de De Morgan (version ensembliste).
a: (SNT)¢ = SCuT¢
b: (SUT)® SenTe

(Premiére loi de De Morgan)

(Deuxieme loi de De Morgan)

Propriétés du complément.
Complémentarité (S€)¢; Tiers exclu S U S€
Contradiction S N S¢

Propriétés de l’intersection

El neutre SN U ; EL absorbant SN ()
Idempotence S NS ; Commutativité SNT ;
Associativité (SNT)NU.

Propriétés de I’union

EL neutre S U (; El. absorbant S U U
Idempotence S U S ; Commutativité SUT ;
Associativité (SUT)UU.

Antisymétrie de I’inclusion
S=T & SCTANTCS

Lois de De Morgan (quantificateurs)
a: -(VzeT|P) & (@zxeT|-P(zx))
b: —=(FzeT|P(z)) & (VMreT|-P))

(1ere loi)
(2e loi)

Produit cartésien
def

e SXxT = {{(a,b) |lae SAbeT}.
e 51 XSy x...x8,
ef {{e1,ea,...,en) |1 €S1 Nea € SoN... Ney €
Sn}.
o 5" L 9% Sx... xS (nfois) .
Appartenance d’un couple a une relation

apb & (a,by € p.

Domaine et image d’une relation
L (aeS|(3@eT |aph)}
{beT | (FacS]|apbd)}

a: Dom(p) (Domaine)

b: Im(p)

def

(Image)

Relation identité
Is € {{a,a) € S% | aeS}.

Composition de deux relations

(a,c) € poo & (FbeT| (a,b)€pAbec)ea).

Puissance et inverse d’une relation
def
n

p =
o def

p’ = Ig,
p~t = {(ba) | (a,b) € p}.

popo...op (nfois, pour n > 1),

Familles de relation (1)

Vae S|apa)

Vae S| —(apa))

Va,be S|lapb=bpa)
Va,be S|lapb=—-(bpa))

a: p est réflexif
p est irréflexif
p est symétrique

=
54
=
p est asymétrique &
p est antisymétrique &

=

H ©o Q O

P

p est transitif

Familles de relation (2)
a: pest total & (MaeS|(FeT |aph))
b: p est surjectif & (WeT|BaeS|aph))

c: p est déterministe

& VMaeS b eT|lapbhapb =b=10)

d: p est injectif

& Va,d €S,beT |apbhd pb=a=4d)

Définitions équivalentes d’une fonction surjective
a: (WeT|@acS|afb))
b: WeT|(FaeS| fla)=0)

Définitions équivalentes d’une fonction injective
a: (MaeS,adeSbeT|afbrd fb=a=d)
b: (VaeSad eS| fla)=f(d)=a=4d)

c: (VaeS,deS|a#d = fla)# f(d))

VYa,be S|lapbAbpa=a=5b)
Va,b,ce S|apbAbpc=apc)



Définition 1.5.2 On dit que A a autant d’éléments que B
(ou que la cardinalité de A est égale a la cardinalité de B) ssi

il existe une fonction bijective de A vers B.

Définition 1.5.6 Un ensemble A est dit dénombrable s’il

est fini ou de la méme cardinalité que I’ensemble N.

Définition 1.5.11 On dit que A a une cardinalité plus
petite ou égale a la cardinalité de B ssi il existe une fonc-
tion injective de A vers B. (ou, ce qui est équivalent, ssi il

existe une fonction surjective de B vers A.)
Théoréme 1.5.16 Soit A un ensemble infini. Alors |A| > |N].

1.5.21

dénombrables (finis ou infinis). Alors

Théoréme Soit A et B, deux ensembles

1. AU B est dénombrable,

2. A x B est dénombrable.
Théoreme 1.5.17 Les énoncés suivants sont équivalents :
1. |A] =|B|.
2. 3 fonction bijective f : A — B.
3. 3 fonction bijective g : B —» A.
4. |A|<|B| et |A|>|B|.

5. 3 fonction injective f: A — B
et 3 fonction injective g : B — A.

6. 3 fonction injective f: A — B
et 3 fonction surjective h: A —» B.

7. 3 fonction surjective k: B —» A
et 3 fonction surjective h: A —» B.

8. 3 fonction surjective k: B —» A

et d fonction injective g : B — A.

Techniques de démonstration

Théoreme 1.5.18 Les énoncés suivants sont équivalents :

1.
2.
3.

7.

8
9

A < |B|.

Al <|B| et |A]#|B].

3 fonction injective, f: A — B

A fonction bijective g : B — A.

Al <[B| et |A] Z|BJ.

mais

3 fonction injective, f: A — B
mais A fonction injective g : B — A.
3 fonction injective, f: A — B
mais

Al 2 |BJ.

A fonction surjective g : A —» B.

A fonction injective g : B — A.

A fonction surjective g : A — B.

Théoréme 1.5.19 Les résultats suivants sont équivalents :

L.
- Al <IN

A est dénombrable.

. 3 fonction surjective f: N —» A.

2
3
4.
5)
6

3 fonction injective f: A — N.

- |A] <|NJ ou |A] = |N|
. Aest fini ou 3 fonction bijective f: A —» N.
7.

A est fini ou I fonction bijective f: N »— A.

Théoreme 1.5.20 Les résultats suivants sont équivalents :

1.

NS o e N

A est non dénombrable

[A| > |N].

A fonction surjective f: N —» A.

A fonction injective f: A — N.

4] # N,

A fonction bijective f: A — N.

A est infini et
A est infini et

A est infini et A fonction bijective f : N — A.

e P = (@ : On suppose que P est vrai; puis on montre que ) est vrai.
e P & (@ : Démonstration de P = @ ET Démonstration de P < Q.

(Ve e X | P(x)) :

— Démonstration “directe” : Soit x € X, puis on montre P(z) est vrai.

— Démonstration par cas : On choisit des ensembles X7, ... X,, dont I'union donne X.
On montre ensuite chaque cas : (Vo € X; | P(x)), ..., (Vz € X,, | P(x)).

Puis on montre que P(x) est vrai.

P A Q : Démonstration de P ET Démonstration de Q.
PV Q : Démonstration par cas (Cas 1 : P est vrai; Cas 2 : P est faux et on montre que @ est vrai).

(3z € X | P(z)) : Soit @ € X, choisi de telle fagon. On montre que z existe et est bien dans X.

(Vx € X | Q(x) = P(x)) : Soit € X, choisi tel que Q(x) est vrai; donc P(z) est vrai.



Propriétés arithmétiques des sommes en notation sigma

a: Zl = n—ng+1 (Enparticulier,Zl:n) d- ZZ _ M

i=ng i1 = 2
b: libo k-g(i) = k- 12) g(i) (En particulier, é k=k-n) e: if = (2n + 1)6(n + Un
c: Xn: g(i) +h(t) = i g(i) + i h(7)
i=ng i=ng i=ng
Principes d’induction
{ P(0) A (Vn € N*| P(n—1) = P(n)) } = (Vn e N| P(n)) ( Induction faible )

[P(O) A P(1) A (¥n € N\{0,1} | P(n—2) A P(n—1) = P(n)) } = (YneN|P(n)). (2 cas de base)
{P(O) A (vneN*

(VkeN|[(k<n)AP(k)) = P(n)) } = (VneN|Pn)).  (Induction forte )
Théoréme 2.4.2 Terme général d’une suite arithmétique. Les énoncés suivants sont équivalents :

L. {(an),cy est une suite arithmétique de premier terme a et de différence d.

2. (an),cy est définie par récurrence par: a9 = a et an, = a,_1+d Vn € N*.

3. (a@n),cy est définie par terme général par :  a, = a+nd VYneN.

Théoreme 2.4.4 Terme général d’une suite géométrique. Les énoncés suivants sont équivalents :
L. (an),cy €st une suite géométrique de premier terme a et de raison r.
2. (an>n€N est définie par récurrence par : ag = a et ap, = an_1-r Vn €N,

3. (@n),cy est définie par terme général par : a, = a-r" Vn € N.

Définition 2.4.5 Suite des sommes de Théoréme 2.4.6 Sommes de premiers Théoreme 2.4.7 Sommes de premiers

premiers termes d’une suite. termes d’une suite arithmétique termes d’une suite géométrique
B n ‘ . 1 (1 — n+1
S’n, - Zaz VnEN Sn — (a0+a )(n+ ) vneN Sn — G/O ( r ) VnEN
i=0 2 1—1r
Théoréme 2.4.9 Récurrences linéaires, homogenes d’ordre 2
ap = a sipr #£p2: an = A-(p1)" + B-(p2)" neN.
ap = b sipp=p2: an = A-(p1)" + B-n-(p1)" neN.
Ap = T Qp_1+5 Ap_o Vn € N\ {0,1} Ou p; et pa sont les zéros du polynéme p(r) = 2% — ro — s.
Théoreme 2.5.1 Modeles de séries de puissances
a: 1—abx = ;abixi = a4+ abx +ab?2® +ab323 4+ + ab?2” +---
b: L = i(i—l—l)abixi = a+ 2abx + 3ab® 2% + -+ + (n+1)abz™ + ---
(1—bx)? —
ax &
c: m = ;iabl_lxl = 0+4+ax + 2ab2?® + 3ab?23+---+ nab” taz" 4.
a = (i4+2)(i+1)abt , 2-1a  3-2ab 4-3ab® ,  5dab® (n+2)(n+1)ab™
d: ——mm = t— .. n
(1—bx)? ; 2 v p T TTT Tt 2
Théoréme 2.5.3 Décomposition en fractions partielles
ax +b B A n B 4 ar® +bx +c B A n B n C
(cx+d)(ex + f)  cx+d ex+f " (dr+e)2(fr+g)  drt+e (dv+e)?  fr+g
axr+b B A L B ar® +br +c A . B . C
(cx 4 d)? cx+d  (cx+d)? (dx + e)? de+e (dz+e)? (dr+e)s
ax? +bx +c A B C

(dz +e)(fr+g)(ho +i) da:+e+fas+g+hx+z’



Fonctions non décroissantes et fonctions croissantes

a: f est non décroissant sur [a,b] < (Vz,y € [a,b]|z<y= f(r) < f(y))
b: f est non croissant sur [a, ] & (Vryy €ab] |z <y= f(z) > f(y))
Théoréme 2.6.2 Bornes d’une sommation.
b b b+1
a: fl@)de < Z f@) < f(z)dz  si f est non décroissant sur [a—1,b+1]

a—1 i1=a

b+1 b b
b: / flx)de < Z f(@) < / f(z)dx  si f est non croissant sur [a—1,b+41]
a a—1

i=a

b

a

b
Formules d’intégration En notant F = /f(x)dx, ona: / f(x)-dx = [F(w)} = F(b)—F(a).
a

a+1
a: /k‘-dm = k-z+C b: /az“~d$ = Z + C pour a# —1
a+1
1 c c
c: —-dzx = Injz|+C d: der = —lnlaz+b+C
x axr+b a
e: /6x'dx = e+ C f: /a””-dx = L+C
Ina
g: /lﬁf'df = zhhe—-2+C h: /logax~dx = xlogaa:—liJrC
na

[N

Méthode des substitutions & rebours

[(r@+9@) de = [1@)-do+ [gla) iz

1.

2
3.
4

Méthode des séries génératrices

Substituer & rebours 1. Exprimer la série génératrice G sous la forme d’une
. Déduire I’expression apres i subtitutions. fonction rationnelle

Substituer la valeur du cas de base 2. Trouver la série de puissance associée a G
. Calculer le terme général 3. Trouver le terme général de la suite

Lexique de la théorie des graphes

Un graphe (ou graphe non orienté) est une relation binaire symétrique et irreflexive.

Un digraphe (ou graphe orienté) est une relation binaire.

Un graphe régulier d’ordre k est un graphe dont tous ses sommets sont de degré k.

Un graphe complet d’ordre n (noté K,,) est un graphe qui a exactement n sommets et olt pour tout z,y € V(K,)
tels que x # y, on a [x,y] € E(K,).

Un graphe G est un graphe biparti de bipartition A et B si A et B forment une bipartition de V(G) (c.-a-d. :
ANB=0et V(G) = AU B), et pour toute aréte de G, une extrémité appartient & A et Pautre & B.

Un graphe H est dit sous-graphe d’un graphe G (noté : H < G)si  V(H) CV(G) et E(H) C E(G).

Un graphe H est un sous-graphe couvrant d’'un graphe Gsi: H < Get V(H)=V(G).

Un graphe H est un sous-graphe induit d’'un graphe G si H < G et (Va,y € V(H) | [z,y] € E(G) = [z,y] €
Un arbre est un graphe qui est connexe et ne contient aucun cycle.

Un arbre binaire est un arbre qui contient un sommet de degré 2 et dont tous les autres sommets sont de degrés 1
ou 3.

Un arbre binaire complet est un arbre binaire dont toutes les feuilles sont toutes au méme niveau.

Un cycle eulérien d’un graphe est un cycle passant par chacune des arétes du graphe. Un graphe qui contient un
tel cycle est un graphe eulérien.

Un cycle hamiltonien d’un graphe est un cycle élémentaire passant par chacun des sommets du graphe. Un graphe
qui contient un tel cycle est un graphe hamiltonien.

Un graphe planaire est un graphe qui peut étre tracé dans un plan sans qu’aucune de ses arétes en croise une autre.

Une représentation planaire est une représentation dans le plan R? d’un graphe planaire.



Proposition 3.5.4 Soit G un graphe planaire connexe tel que ‘V(G)‘ > 4, alors ’E(G)‘ <3 ‘V(G)’ — 6.
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