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Classification binaire et marge du prédicteur

SVM a marge rigide (1992)

SVM a marge floue (1995)

Astuce du noyau

La régression de ridge a noyau

Approximation du noyau par Random Fourier Features (2007)
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Classification binaire

Ensemble d'apprentissage :

S= {(x17YI)7 (x2;)/2)7 ) (men)}, )

avec x; € R? et y; € {—1,+1}.

Prédicteur linéaire :

1 siw-x—b>0
fW,b(X) :Sgn[W'X—b] — {+ SI W - X >

—1 sinon.

Note : fiy p(X) = fur p(x) avec W' = cw et b’ = ¢ b pour tout ¢ > 0.



Marge d'un prédicteur linéaire sur un exemple

Marge fonctionnelle du prédicteur £, 5 sur I'exemple (x, y) :

y(w-x—b)

Marge géométrique du prédicteur f, p sur I'exemple (x,y) :
y(w-x—b)
[[w]
Note 1 : Un exemple bien classifié (£ p(x) = y) ssi sa marge est positive.

Note 2 : Avec ¢ > 0, w = cw et b’ = c b les prédicteurs fy p, et fu/ p
possedent la méme marge géométrique.



Marge d'un prédicteur linéaire sur un ensemble

d’apprentissage

Marge fonctionnelle du prédicteur f, , sur I'ensemble S :

s =)

Marge géométrique du prédicteur £, p sur I'ensemble S :

[yi(w'xi_b)]

min
[[w|

(xi,yi)€ES

Note : On dit qu'un ensemble S est linéairement séparable lorsqu’il existe
un couple (w, b) € RY x R tel que la marge sur I'ensemble S est positive.



SVM a marge rigide

Supposons que I'ensemble d’apprentissage S soit linéairement séparable.

Le SVM a marge rigide trouve un prédicteur f, ;, de marge géométrique

maximale :
. oin | Yi (WX — b)
(w,b)ERIXR \ (xi,i)€S [[wil

Il existe une multitude de solutions (w, b) a ce probleme... Prenons la
solution telle que la marge fonctionnelle sur I'ensemble S vaut 1,

c'est-a-dire :
i(w-x;—b 1
min yiw-x ) =
(xi,yi)eS [lwl [lw]




SVM a marge rigide

Etant donné :

S= {(Xl,)/1)7 ce (Xnv)/n)} :

Minimiser : %HWHZ
sous contraintes : yi(w-xj—b)>1
pouri=1...,n.

On nomme vecteurs de supports les exemples dont la marge fonctionnelle

est 1.



SVM a marge floue

Pour d’adapter a la situation oll S n'est pas linéairement séparable, on
introduit des variables d'écarts.

G = max{O7 1—yi(w-x;— b)}

n
Minimiser : L lwl|?+ CZ{,-
i=1
sous contraintes : yiw-x;i—b)>1-¢ et >0
pour i=1,...,n.
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SVM a marge floue

% La valeur de chaque &; s'interprete

7 ainsi :

0 & > 1: L'exemple est mal
classifié.

0 0 <& <1: L'exemple est
bien classifié, mais il est

situé a l'intérieur de la
marge du SVM.

0 & =0 : L'exemple est bien
classifié et il est situé a

|'extérieur de la marge du
SVM.
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SVM a marge floue

n
Minimiser : %HWH2 + nghinge(fw,b(xi)ayi)
i=1

avec
ehinge(ya)/) = max{O,l -y X y}

Perte «hinge»

0
y(w-x-b)
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Le noyau linéaire

Etant donné :
5 = {(x17y1)7 sy (Xm)/n)} .

Représentons le vecteur w € R? par un vecteur de variables duales

a € R", tel que
n
w = Za,-x,-.
i=1

Nous pouvons réécrire le prédicteur £ p :

fw,b(X) = sgn[w - x + b] =sgn [Za;x; X+ b
i=1

Y

= sgn [Z aj k(xj,x)+ b

i=1

ou k(xj,x) = x; - x est la fonction de noyau linéaire .
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Le noyau linéaire

Il = ww = (znja,-x,-) - (znja,-x,-)

i=1 i=1

n n
= E E Oé,'OéJ'X,'-Xj

i=1 j=1

= Z Z ajaj k(xj, X;)

i=1 j=1
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Astuce du noyau

Une fonction k : RY x RY — R est un noyau ssi il existe une
transformation ¢ : R? — RP telle que

k(xi, x) = ¢(x;) - (x)

Autrement dit, un noyau calcule a un produit scalaire dans un espace
augmenté.
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Le SVM dans I'espace des noyaux

Définissons la matrice de noyau K € R"*" telle que
Kij = k(xi,xj) = d(xi) - p(x))

Le probleme d’optimisation en fonction de w € RP ...

Minimiser : Lw|® + CZ&,-

sous contraintes : yiw-o(xj)) —b)>1—¢ et >0 Vie{l.n}

...se réécrit en un probleme d'optimisation en fonction de & € R" :

Minimiser : 22204% ,J+CZ£,

i=1 j=1

sous contraintes : Vi (Zaj Kij— b> >1—¢& et >0 Vie{l..n}
i=1
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Théoréeme du représentant

Soit un noyau k(x;,x;) = ¢(x;) - #(x;), une fonction de perte quelconque
{:R xR — R, un ensemble d'apprentissage S de n observations et un
parametre de régularisation A > 0.

La solution au probleme

w* = argmin [Z £(w - ¢(xi), i) + >\||W||2]

WGRD i—=1

peut s'écrire
n
wh =" a;¢(x))
Jj=1

ol « est une solution

ar21i1£d Zé(ZaJk(x,,xJ) y,)—l—)\ZZan Xi, X;j) y>

i=1 j=1
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Par I'astuce du noyau, la représentation x' € RP
est utilisée de maniéere implicite!

Démo : https://www.youtube.com/watch?v=31iCbRZPrZA
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https://www.youtube.com/watch?v=3liCbRZPrZA

Quelques exemples de noyaux

Noyau polynomial

Noyau linéaire (degré 2) Noyau gaussien
_ 2 —[|x;—x;
k(xi, xj) = i - X k(xi,x;) = (xi-xj+1)>  k(x;,x;) = el
0®0 000 000
.-.. :..‘ ..“---.. :..' °° "¢.~ :‘.‘
-----.------_ ’ Q0 §‘ ’é o0 §~
E318 v ) R TN
“Nemnas’ R L TP SRR
s s 8
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Le noyau polynomial

kpoly(p) (X, X') = (1 +x-x')P avec p e N*

Montrons que le noyau polynomial de degré 2 correspond bien a un
produit scalaire. On considére que xp = xj = 1.

kpoly(Z)(x7 X/) = (1 +x- X,)z
= (xox(’) + X1 X] 4 X0 X5 4 . A xg x5)?

_ZZ(X’ (% )

10_/0

d
= Z (X/X.I) X))
i=0 j

= ¢poly(2) (X) : ¢poly(2) (XI)
ou

— d+1 2
¢poly(2)(x) - (X0X07 X0X1y .-y XOXds - -5 XdX05 XdX15-- -, XdXd) € R( ) :
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Le noyau polynomial

kpoly(P)(x’x/) =(1+x-x)P avec p e N*

Le résultat précédent se généralise a

kpoly(p) (X, X/) = ¢p01y(p) (X) ’ ¢poly(p) (XI)
ol chaque élément du vecteur ¢pq1y(p)(X) € R4+ est de la forme :

XiyXiy -+ X, pour {i,...ip} €{0,1,2,...,d}?
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Le noyau gaussien (ou RBF, pour Radial Basis Function )

/”2 ’ _ HX—X,HZ 1
ou kyx,x') =e 207 avecy =55 >0

key(x,x') = e x=x
_ Y2
ky(x,X') = e lIx=x]|
— e YUXIP+IX2=2xx")
/“2

_ 2 ol
— oK g X2 gy2xex

0 !
— el eIy (y2x-x)"

n=0 Z
o]
_ 2 /1|12 2’7 +
—e Y|l e 11X Z%kpoly(n)(x’x/)
n=0 '

= $1(x) - 65(xX)

ol ¢(x) € R* est la concaténation (infinie) des vecteurs

2 n
%e”x”%poly(n)(x) pour tout n € N
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Noyaux PSD

On peut aussi montrer qu'une fonction k est un noyau en montrant que la
matrice de noyau K est toujours positive semi-définie.

Autrement dit, pour tout ensemble d’apprentissage S de n observations et
pour tout z € R”, on a

Z Zz,-zjk(x,-, xj) >0

i=1 j=1
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La régression de ridge a noyau

Condidérons un probléme de régression, ou (x,y) € R" x R,
et un noyau k(x;,x;) = ¢(x;) - 4(x;).

fu(0(x)) = w- $(x) = Y aik(x,x;)
i=1

Le probleme de la régression logistique en fonction de w € RP ..

1S
A [ = ;(YI —w - (1)) + Allwl]? ]

...s'exprime en fonction des variables a € R"

1 n n 2 n n
150 o) 0 S
j=1

i=1 i=1 j=1
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La régression de ridge a noyau

Le probleme de la régression logistique en fonction de w € RP ...

argmin [ lH)’ — dwl? + \[|w]]? ] = (@ o+ ) oy
weRD n

...s'exprime en fonction des variables a € R"

acR"”

1
min [ ;HY — Ka|? + ) a"Ke ] = (K+ Anl)"ty
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Random Fourier Features (RFF)

Considérons un noyau invariant par translation k(d) = k(x —x') = k(x,x’).

Soit p(w) la transformée de Fourier de k(d),

1 iws
— 1w 6
pw) = 5 | K8)eTw0ds,

Exemple du noyau gaussien

Le noyau gaussien (RBF) correspond a

1
Kol X') = exp (= 55k = X12).

La transformée de Fourier associée est

d
2\ 2
po(w) = <;_7r> e 27 = Ni(w; 0, 741).
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Random Fourier Features (RFF)

Considérons un noyau invariant par translation k(8) = k(x —x’) = k(x,x’).

Soit p(w) la transformée de Fourier de k(d),

_ 1 —jw-o

Alors,

k(x —x') = /Rd p(w)e’ ) d o

_ E eiw~(x—x’)
w~p

— E [cos (- (x=x) +isin (w- (x—x))]

wr~p

= E cos(w-(x—x))+i E sin(w-(x—x))

w~p wn~p

= E cos(w-(x—x)).

w~p
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Soit w ~ p et b ~ UNIFORME(|0, 27]) :
z,p(x) = V2cos(w-x+b),

La variable aléatoire z, p(X) - o, p(X’) est un
estimateur non biaisé de k(x—x').

E E z,5(x)zus(xX)

wn~p by

= E E [2cos(w-x+b)cos(w-x’+b)}

w~p b~u

= E E [cos(w-x+b—w-x’+b)+cos(w~x+b+w-x’+b)}

w~p brou
= B, B, [cos (- () eos (- (e ) 28]
27
_ v 1 . ,
= pr[Cos(w (x x))—i—/o 27Tcos(w (X+X)+2b)db}

= E cos(w-(x—x))+0

w~p
= k(x—x).
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Procédure d'apprentissage

o Echantillonner D points selon p : wi,ws,...,wp.

o Echantillonner D points selon u : by, by, ..., bp.

o Transformer chaque exemple d'apprentissage x; € R9 en un nouveau
vecteur ¢(x;) € RD -

1
o(xj) = ﬁ(cos(wl-xj—i—bl), cos(wa-xj+bo), ..., cos(wD-xJ-—i—bD)).

o Apprendre un prédicteur linéaire w € RP sur I'ensemble transformé

{(&(x;), y)}=1
D
fx) = D widi(x),
j=1

La magie opere!
Quand D est “suffisamment grand”, on obtient k(x — x') = ¢(x) - p(x). J
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Quelques références vers scikit-learn

https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/
sklearn.svm.LinearSVC.html

https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/
sklearn.svm.SVC.html

https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/
sklearn.kernel_ridge.KernelRidge.html

https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/
sklearn.kernel_approximation.RBFSampler.html
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