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Préambule

Ce document est un syllabus en cours de finalisation.

Un syllabus, c’est bien. Participer en coursﬂ, c’est mieux.

Les pages qui suivent constituent un document de référence pour tou.te.s les étudiant.e.s du cours
MATHF201 "Calcul Différentiel et Intégral 2" (souvent abrégé en CDI2). Ce document présente
I’ensemble de la matiére vue en cours, mais se veut aussi plus complet, avec des résultats plus
précis et des réponses a certaines questions qui ne sont pas nécessairement abordées en cours tous
les ans. A quelques rares exceptions prés qui sont par ailleurs signalées, les résultats présentés
(lemmes, propriétés, théorémes et corollaires) sont intégralement prouvésEl, de sorte que ce syllabus
est, le plus possible, auto—contenulﬂ L’utilisation de ce syllabus ne remplace aucunement le cours
dispensé et discuté a I’Université Libre de Bruxelles, que j’invite chacun.e chaleureusement a suivre
en y prenant ses propres notes : le cours a I'université est sans doute bien plus vivant, et permet
bien plus d’interaction et de motivation(s), qu'un syllabus au format PDF. De méme, ce syllabus ne
dispense pas d’assister et de participer activement aux séances d’exercices qui suivent les séances de
théorie et qui permettent véritablement de s’approprier les notions et les résultats vus en cours. Ce
syllabus répond toutefois aux demandes réitérées des étudiant.e.s d’avoir un document de référence
pour le cours de CDI2.

Méme si ce syllabus est désormais complet et présente I’ensemble du cours de CDI2, il n’est
pas parfait. Je tenterai de I'améliorer, de le reformuler par endroits et de corriger les typos qui
me seront signalées chaque fois que possible. Je continuerai de mettre régulierement en ligne de
nouvelles versions.

Perspective historique

Le cours de CDI2 est un cours d’Analyse qui introduit des notions fondamentales et qui ne
manquent pas d’applications. Certaines de ces application sont présentées dans le cours. L’essentiel
des notions abordées a été formalisé au XIXeéme siecle, méme si la présentation qui en est faite
dans ce syllabus tente de coller au mieux a 1’époque actuelle. Le nom d’Augustin Cauchy (1789-
1857) figure abondamment dans chaque chapitre, et cotoie ceux de Niels Abel (1802-1829), de
Friedrich Bessel (1784-1846), de Johann Dirichlet| (1805-1859), de|Jean-Marie Duhamel (1797-1872),
de Joseph Fourier (1768-1830), de Joseph Liouvillel (1809-1882), de Rudolf Lipschitz (1832-1903),
de Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), de Bernhard Riemann| (1826-1866), et de Karl
Weierstrass (1815-1897). Les quelques inclusions dans le XXeéme siécle seront succintes et ne feront
qu'évoquer des notions qui portent les noms d’Emile Borel (1871-1956), d’Henri-Léon Lebesgue
(1875-1941), et de Laurent Schwartz (1915-2002).

Espérons que ces notions fondamentales et leurs applications donneront aux étudiant.e.s ’envie
de découvrir plus avant les mathématiques du XXeme siecle, et de contribuer a écrire les mathé-
matiques du XXIeme siecle !

1. en présentiel ou & distance, par exemple en cas de confinement

2. Par exemple, on ne montre pas dans ce syllabus le théoreme de Cauchy—Peano—Arzelé, qui nécessiterait une
théorie de I'intégration en dimension d > 2 afin de pouvoir régulariser le champ de vecteurs, dans sa preuve classique,
ni le théoréme qui assure qu’une matrice carrée a coefficients complexes possede, dans sa classe de similitude, une
matrice dite réduite de Jordan, car ce résultat a bien plus naturellement sa place dans un cours d’Algebre.

3. Et certains "petits" résultats sont laissés en exercice, avec parfois une indication.

4. Bien sir, il repose néammoins sur le cours de CDI1 a de plusieurs endroits, pour éviter les redites.
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Plan du syllabus

Quatre chapitres constituent ce syllabus. Décrivons-les rapidement.

Le premier chapitre est consacré aux suites et séries de fonctions. Il s’agit de généraliser les
résultats vus en CDI1 sur des séquences d’objets (un)nen & des séquences d’objets a parametres
(un(z))nen. Apres quelques rappels de topologie dans les espaces métriques en section on
introduit les notions de convergence simple et de convergence uniforme en section On s’intéresse
en section a donner des conditions suffisantes pour avoir, lorsque cela a un sens,
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On adapte ensuite les résultats sur les suites de fonctions aux séries de fonctions en section [I.4] et
I’on introduit notamment la notion de convergence normale et le critere d’Abel. Les deux derniéres
sections du chapitre [I] sont des applications des résultats précédents. En section [I.5] on étudie les
séries de puissances : on introduit la notion de convergence, et I'on étudie la continuité de la somme,
a lintérieur du disque ouvert de convergence et au bord de ce disque. On montre que la somme
d’une série de puissances est infiniment dérivable sur son intervalle ouvert de convergence et on
en déduit en particulier 'unicité des coefficients d’'un développement en série de puissances. Ces
résultats seront trés utiles au chapitre @l En section [L.6] on traite des séries de Fourier associées
aux fonctions 27-périodiques sur R Riemann-intégrables sur une période. On montre notamment
des théoremes de Dirichlet et le théoréme de Parseval-Plancherel.

Le deuxiéme chapitre traite de la généralisation de I'intégrale de Riemann sur un segment [a, b]
de R a lintégration sur un intervalle quelconque I de R, qui n’est pas nécessairement ni fermé ni
borné. On se focalise en section [2.1] sur les fonctions absolument intégrables, et on introduit en
section [2.2] la notion d’intégrale convergente. On étudie en section [2.3] les fonctions de la forme
x — [; f(z,t)dt, c’est-a-dire les intégrales a parametres. On applique les résultats présentés dans
les sections précédentes dans les deux derniéres sections du chapitre 2] En section [2.4] on étudie
quelques propriétés de la convolution, dans le but notamment d’obtenir des résultats de régularisa-
tion. On montre notamment le théoréme d’approximation polynomiale de Weierstrass. En section
on développe une théorie de la transformation de Fourier dans la classe de Schwartz sur R. On
calcule notamment la transformée de Fourier d’une gaussienne, on montre le théoréme d’inversion
de Fourier dans la classe de Schwartz, on s’intéresse aux liens entre convolution et transformation
de Fourier et I’on montre finalement le théoréeme de Plancherel.

Le troisieme chapitre présente une théorie de Cauchy pour les équations différentielles. En
section [3.1] on montre comment se ramener & un probleme du premier ordre, et on introduit la
formulation d’intégrale d’un probléme de Cauchy. En section [3.2] on rappelle un théoréme de point
fixe et on montre comment on peut 'utiliser pour obtenir un résultat local en temps d’existence
de solutions & un probléme de Cauchy avec une forme d’unicité. La section [3.3] globalise le résultat
d’existence et d’unicité précédent en introduisant la notion de solutions maximales d’un probléme
de Cauchy et en étudiant les bouts des solutions maximales. La section [3.4] introduit la notion de
flot associé a une équation différentielle et présente la notion d’intégrale premiere. Un résultatlﬂ
d’existence de solutions maximales avec des hypotheses plus faibles que précédemment est présenté
en section[3.5] Enfin, on traite en section[3.6]le cas des équations différentielles linéaires, introduisant
la notion de matrice résolvante, de systeme homogene et de systéme inhomogene, on présente la

5. Il s’agit du théoreme de Cauchy-Peano-Arzela, qui est le seul résultat important du cours dont la preuve
n’est pas présentée dans ce syllabus.



méthode de Duhamel de variation des constantes et 'on conclut en développant une théorie de
I’exponentielle de matrices pour la résolution des systemes d’équations différentielles linéaires a
coeflicients constants.

Le quatriéme chapitre propose une présentation, tres inspirée de celle de [10], des notions et
résultats de base de la théorie des fonctions d’une variable complexe. En section [£.I] on rappelle
quelques points communs et différences entre C et R?, et l'on établit les relations de Cauchy-
Riemann qui font le lien entre la différentiabilité d'une fonction d’une variable de R? et la différen-
tiabilité d’une fonction d’une variable complexe. On conclut cette section en introduisant la notion
de fonction holomorphe sur un ouvert de C. On montre en section que les sommes de séries
de puissances d’une variable complexe sont holomorphes sur leur disque ouvert de convergence. La
section [4.3] est consacrée a la preuve d’une forme de réciproque : une fonction holomorphe sur un
ouvert de C est somme d’une série de puissances sur toute boule ouverte incluse dans I'ouvert. Elle
introduit notamment dans ce but la notion d’intégrale d’une fonction continue le long d’un chemin,
fait quelques rappels de connexité dans le plan complexe, introduit la notion d’indice d’un point par
rapport a un chemin fermé, et présente le théoréme de Cauchy dans un ouvert convexe qui permet
de montrer la formule de Cauchy. On liste en section [£.4] quelques conséquences du théoréme de
représentation en séries de puissances d’une fonction holomorphe, parmi lesquelles le principe des
zéros isolés pour une fonction holomorphe sur un ouvert connexe (qui permet ensuite la classifi-
cation des singularités isolées d’une fonction holomorphe sur un ouvert), le théoréme de Liouville
relatif aux fonctions entieres, le principe du maximum, le théoréme fondamental de l’Algébrelﬂ et
les estimations de Cauchy. La section vise a généraliser le théoreme et la formule de Cauchy a
la fois & des ouverts non nécessairement convexes, et a des cycles (des "sommes" de chemins fermés)
plutét qu’a des chemins fermés. Outre le théoreme de Cauchy "global", qui résume cette générali-
sation, elle traite aussi de I’homotopie entre chemins fermés, et aboutit & un résultat qui permet
de changer les cycles d’intégration sans changer la valeur des intégrales que 1’on souhaite calculer.
Enfin, la section présente le théoreme des résidus pour une fonction méromorphe (c’est-a-dire
holomorphe n’ayant que des singularités isolées de type polaire) sur un ouvert de C, qui permet
notamment le calcul d’intégrales. Elle se conclut par le théoréme de Rouché et un exercice de calcul
effectif d’intégrale, qui s’interpréte par ailleurs comme un calcul de transformée de Fourier.

Références pour le cours de Calcul Différentiel et Intégral 2

Il existe de nombreuses excellentes références pour ce cours. J'invite chaque étudiant.e a faire
ses propres choix : il n’y a sans doute pas d’absolu dans les recommandations d’ouvrages de mathé-
matiques. Ceci étant dit, on trouvera une référence solide pour le chapitre [1| sur les suites et séries
de fonctions, pour le chapitre [2[ sur 'intégration (dans le cadre un peu plus restrictif des fonctions
continues par morceaux sur un intervalle) et pour le chapitre [3|sur les équations différentielles dans
lexcellent cours de mathématiques de Jean Voedts [12]. Pour le chapitre , on pourra consulter
les chapitres correspondants du livre de Walter Rudin [I0], qui est par ailleurs une référence pour
les premieres années d’Analyse partout sur la planéteﬂ Les chapitres correspondants de ces deux
ouvrages couvrent, a eux seuls, presqu’intégralement, I’ensemble des compétences nécessaires pour
le cours de CDI2.

Mentionnons quelques autres références pour permettre a chacun.e de faire ses propres choix.
Je commence par une référence électronique : on trouvera fici des résumés de cours (dans un cadre

6. aussi appelé théoreme de D’Alembert-Gauss
7. Attention, certains chapitres de cet ouvrage dépassent de loin un cours d’Analyse de deuxiéme année.
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parfois plus restrictif que celui du syllabus, en particulier pour le chapitre et des exercices corrigés.
Pour les chapitres[1] [2| et dans une moindre mesure[3] le livre ’Omran Kouba [§] contient également
de nombreux exercices corrigés tres formateurs. Pour le chapitre le livre d’"Henri Cartan [2] est une
excellente référence historique et pédagogique qui se place dans le cadre tres général des équations
différentielles posées dans un espace de Banach ; le livre de Sylvie Benzoni-Gavage [I], plus récent,
propose une théorie complete, exposée également avec pédagogie, couvrant largement le cadre de ce
syllabus (théoreme de Cauchy-Lipschitz, équations différentielles linéaires) et dépassant le syllabus
par plusieurs aspects (questions de stabilité des solutions stationnaires, par exemple). Il contient
par ailleurs une premiere partie consacrée au calcul différentiel, et de nombreux exercices corrigés.
Pour les chapitres [1| et {4} le livre de Patrice Tauvel [I1] propose un cours complet et des exercices
corrigés. Enfin, pour le chapitre 2], il faut faire trés attention dans le choix des références. En effet,
il y a principalement deux moyens de construire une théorie d’intégration lors des premiéres années
d’études universitaires. La premiere, adoptée dans ce syllabus, consiste a généraliser I'intégrale de
Riemann sur un segment des fonctions a valeurs réelles. La seconde, qui est enseignée a ’'ULB dans
le cours de théorie de la mesure MATHEF3001, repose justement sur la construction de mesures sur
I’ensemble “de départ” des fonctions et I'utilisation de mesures d’images réciproques d’ensembles
particuliers de I'ensemble “d’arrivée” des fonctions; elle porte le nom d’intégrale de Lebesgue. Les
deux théories coincident notamment dans le cas des fonctions continues sur un segment a valeurs
réelles (lorsqu’on utilise la mesure dite “de Lebesgue” sur R). La premiére est historique et assez
intuitive. La seconde permet de nombreuses généralisations et des théoremes puissants, dont le
fameux théoreme dit “de convergence dominée” qui ne figure pas dans ce syllabus, mais elle est
sans doute moins intuitive et sensiblement plus technique a mettre en ceuvre. Aussi, si vous choisissez
un livre d’intégration “au hasard” pour travailler le chapitre [2] il risque d’utiliser le vocabulaire
et les outils de la seconde construction plutét que ceux de la premiere, et donc de ne pas bien
correspondre & ce syllabus. C’est pourquoi je termine en citant en référence pour ce chapitre le livre
d’Analyse IT de Roger Godement [5], qui se place dans un cadre similaire a celui de ce syllabus et
couvre par ailleurs également le chapitre [d Je mentionne aussi & toutes fins utiles le livre d’Analyse
I du méme auteur [4], dans lequel on peut réviser nombre des notions de CDI1.

Derniére déclaration

Enfin, ce syllabus est basé sur des notes de cours que m’a transmises Antoine Gloria, qui
donnait ce cours avant moi, elles-mémes basées sur des notes de Paul Godin et Jean-Pierre Gossez,
qui le donnaient avant lui. Je ne suis donc pas le seul responsable de 'esprit de ce syllabus. Je
suis en revanche seul responsable des erreurs qu’il peut contenir. Aussi, dans le but d’améliorer
ce document pour le bien de tou.te.s les étudiant.e.s, présent.e.s et futur.e.s, j’invite chacun.e a
m’envoyer ses remarques, questions et suggestions de correction & chaque fois qu’il ou elle repere
une imprécision, ou une faute (qu’elle soit typographique ou plus importante) par mail & 'adresse
guillaume.dujardin@ulb.be.

A Bruxelles,
Le 3 avril 2023.

Guillaume Dujardin
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Chapitre 1

Suites et séries de fonctions
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Le lecteur est supposé familier avec les nombres réels et complexes, les notions de valeur absolue,
de module, les suites réelles ou complexes, et la notion de convergence de ce type de suites. Nous
allons dans un premier temps généraliser en [I.1]la notion de convergence d’une suite afin d’autoriser
les suites a prendre leurs valeurs dans des ensembles plus généraux que R ou C. On introduira en
particulier la notion d’espace métrique et ’on s’intéressera au cas particulier des espaces vectoriels
normés. Ceci permettra, dans un second temps, en d’introduire les notions de convergence
simple et de convergence uniforme de suites de fonctions d’un ensemble X dans un espace métrique
Y, ainsi que celle de convergence uniforme sur les compacts lorsque X est un ouvert d’un espace
vectoriel normé de dimenstion finie. En on donnera des conditions suffisantes pour préserver
des propriétés (d’intégrabilité, de dérivabilité) par passage a la limite dans une suite de fonctions
scalaires définies sur des ensembles appropriés. La section[I.4]sera ’occasion d’introduire les séries de
fonctions, dans le cas ou Y est un espace vectoriel normé, et d’introduire les notions de convergence
absolue et de convergence normale. On étudiera le cas particulier des séries de puissances lorsque
X C C et Y est un espace vectoriel normé complet. Enfin, on appliquera les notions et résultats
vus précédemment a I’étude des séries de puissances en section [1.5| et a celle des séries de Fourier
en section

1.1 Rappels de topologie métrique

1.1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. On appelle distance sur X (ou parfois métrique) toute
application d de X x X dans R™ vérifiant les trois propriétés suivantes :

— Vz,y € X, d(:n,y) :d(y7$)7

— Vo,y,2 € X, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2),

— Va,y € X, (d(z,y) =0 & x=y).

Remarque 1.1.2 La premiére propriété traduit le fait que la distance entre deux points x et y de
X ne dépend pas du fait qu’on la mesure en allant de x a y ou de y a x : c’est une propriété de
symétrie.

La seconde propriété traduit le fait que la distance entre deux points x et z de X est toujours
inférieure d la somme des distances de x a y et de y a z, quel que soit le point y de X choisi. On
comprendra pourquoi elle s’appelle inégalité triangulaire en faisant un dessin.

La derniére propriété traduit le fait que seul x est a distance nulle de lui-méme : tous les autres
points de X sont a une distance strictement positive de x. On dit que la distance d sépare les
points de X.

Définition 1.1.3 On appelle espace métrique tout couple (X,d) formé par un ensemble X et
une distance d sur X.

La notion d’espace métrique permet de définir la notion de convergence d’une suite.

Définition 1.1.4 Soit (X,d) un espace métrique, (z,)nen € X une suite de points de X etz € X.
On dit que la suite (xy)nen converge vers x lorsque

Ve >0, AN € N, Vn > N, d(xn,x) < e.
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L’interprétation de la convergence est la suivante : quelle que soit la distance € > 0 donnée, tous
les termes de la suite (x,)neny sont & une distance de x inférieure a ¢ a partir d’un certain rang.
Bien sfir, ce rang dépend en général de e.

. d L ;
Notation 1 On note x, —3 T pour signifier que la suite (x,)nen converge vers T au sens de d.
n oo

Quand il n’y a pas d’ambiguité sur la distance, on peut se contenter de noter x,, =2

Propriété 1.1.5 Soit (X, d) un espace métrique, (x,)neny € XN une suite de points de X et x,y €
X. Si l’on suppose que

d d
Ty — T et Tn > Y,
n—00 n—00

alors x = y. La limite d’une suite convergence dans un espace métrique est donc unique.

Preuve. A l'aide de I'inégalité triangulaire, écrivons pour tout n € N,
d(x,y) < d(z,zn) + d(zn, y)

Fixons € > 0. Par convergence de la suite (z,,)nen vers z, il existe N € N tel que
Vn > Ny, d(xn, ) < %

De méme, par convergence de la suite (z,,)nen vers y, il existe No € N tel que

Vn > Na, d(zy,y) < g.

En utilisant la symétrie de la distance, on a pour tout n € N, d(zy,x) = d(z, zy). On en déduit que
€ €
Vn > max(Ny, Na), d(z,y) < 3 + ;=¢
Puisque € > 0 est arbitraire, on en déduit que d(z,y) = 0. Puisque d sépare les points de X, on en
déduit que z = y. [ |

Définition 1.1.6 Soit X un espace métrique et A C X wune partiec non vide de X. On appelle
distance a la partie A ['application définie pour x € X par

d(z,A) = ing d(z,a).

ac

Remarque 1.1.7 Comme son nom ne l'indique pas, la distance a une partie n’est pas une dis-
tance (par exemple, elle ne dépend que d’un point de X et non de deux).

Propriété 1.1.8 Soit X un espace métrique et A C X une partie non vide de X. La distance d la
partie A est une application 1-lipschitzienne sur X, au sens ou

Vr,y € X, |d(xz, A) — d(y, A)| < d(x,y). (1.1)

Preuve. Soit € > 0 et x,y € X. Par définition de d(z, A), il existe a. € A tel que
d(z,A) <d(z,a;) < d(z,A) +e.
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Par suite, on a

d(y, A) d(y, ac)
d(y,x) +d(x,ac)

< d(y,x)+d(z,A) +e.

<
<

Cette derniere inégalité valant pour tout £ > 0, on obtient
d(y, A) < d(y,z) + d(z, A).

En échangeant les réles de x et y, on obtient symétriquement
d(z,A) < d(z,y) + d(y, A).

Puisque d(z,y) = d(y, x), il vient que d(x,y) majore a la fois d(z, A) — d(y, A) et d(y, A) — d(z, A).
Ceci implique [I.1] |

1.1.2 Espaces vectoriels normés

On désigne par K un sous-corps de C. Dans la pratique, le plus souvent, on aura K = R ou
K=C.

Définition 1.1.9 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N :
E — RT telle que

— Vz,y € E, N(z+y) < N(z) + N(y),

— Vx € E, VA €K, N(Azx) = |A|N(z),

— Vzx e E, (N(z) =0< 2 =0g).

Remarque 1.1.10 La premiére propriété, appelée inégalité triangulaire explique que la norme
de chaque diagonale d’un parallélogramme est inférieure d la somme des normes de deux cotés
consécutifs du parallélogramme. La seconde propriété, appelée homogénéité traduit 'action d’une
homothétie de rapport A sur la norme : celle-ci multiplie la norme par le module de X. Enfin, la
derniére propriété assure que le seul vecteur de norme nulle est le vecteur nul.

Définition 1.1.11 On appelle K-espace vectoriel normé tout couple (E,N) formé d’un K-
espace vectoriel E et d’une norme N sur E.

Propriété 1.1.12 Soit (E,N) est un K-espace vectoriel normé. Posons

J. (ExE = R
‘\(y) = N@-y))’

Le couple (E,d) est un espace métrique. La distance d est appelée distance induite sur E par
la norme N.

Preuve. Exercice. [ ]

Remarque 1.1.13 On peut donc parler, en accord avec la définition de suite convergente
dans un espace vectoriel normé : dans un K-espace vectoriel normé E, une suite (z,)neny € BN est
convergente vers x € E lorsque

Ve >0, AN €N, Vn > N, d(xp,x) = N(x, — ) < €.
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Exemple 1.1.14 — R est un R-espace vectoriel normé pour la valeur absolue.
— C est un R-espace vectoriel normé pour le module.
— C est un C-espace vectoriel normé pour le module.

Exemple 1.1.15 Pour tout p € [1,00[ et d € N*, posons pour tout v = (1, ...,z4) € C,

d 1/p
]l = (Z \$k|p> :
k=1

Alors (R4, || - ||,) est un R-espace vectoriel normé. De méme, (C%, || - ||,) est un R-espace vectoriel
normé et un C-espace vectoriel normé.

Remarque 1.1.16 Le lecteur pourra se persuader que || ||, est bien une norme sur R comme sur
Ce. Toutefois, 'inégalité triangulaire n’est pas triviale & montrer : elle est appelée inégalité de
Minkowski (une preuve dans le cas ot le symbole Y est une [ figure dans le chapire 10 de [12]).

Exemple 1.1.17 Pour x € C?%, posons ||z|e = i {{I%axd}|xk|. Alors (R, || - ||oo) est un R-espace
ef1,...,

vectoriel normé. De méme, (C%, || - ||oo) est un R-espace vectoriel normé et un C-espace vectoriel

noTmeE.

Exemple 1.1.18 Pour P € C[X], notons (ai) € CN la suite nulle a partir d’un certain rang de
ses coefficients, de sorte que P = Y72 ar X*. Définissons

| P[] = sup |ag|.
keN
Observons que, puisque seul un nombre fini de coefficients est non nul, on a
P| = .
1Pl = max |ax|

Le lecteur pourra vérifier que (C[X], |- ||) est un R-espace vectoriel normé et un C-espace vectoriel
normé. De méme, (R[X],| - |) est un R-espace vectoriel normé. Remarquons que, contrairement
auz exemples précédents, ces deur espaces ne sont pas de dimension finie.

1.1.3 Ouverts, fermés, compacts

On rappelle ici les définitions et quelques propriétés topologiques des espaces métriques. Celles-ci
sont en particulier applicables aux espaces vectoriels normés, en vertu de la proposition [1.1.12]

Définition 1.1.19 Soit (X, d) un espace métrique, x un point de X et r un nombre réel strictement
positif. On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r [’ensemble

B(z,r[={y € X [ d(y,z) <r}.
On appelle boule fermée de centre = et de rayon r [’ensemble
Bz, r]={y e X | d(y,z) <r}.
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Définition 1.1.20 Soit (X,d) un espace métrique. On appelle ouvert de X toute partiec O de X

telle que
Ve e O, 3r >0, B(z,r[C O.

Remarque 1.1.21 Les ensembles () et X sont toujours des ouverts de X.

Définition 1.1.22 Soit (X,d) un espace métrique et x € X. On appelle voisinage de = dans X
toute partie de X qui contient un ouvert contenant x.

Définition 1.1.23 Soit (X, d) un espace métriqgue. On appelle fermé de X toute partie O de X
dont le complémentaire dans X est ouvert.

Propriété 1.1.24 (Caractérisation séquentielle des fermés) Soit (X, d) un espace métrique
et I C X. La partie F est fermée si et seulement si, pour toute suite de points (xn)neny de F
convergeant vers x* € X, on a x* € F.

Preuve. Faisons une preuve par double implication, en démontrant chaque implication par ’ab-
surde. Pour le sens direct, supposons que F' est fermée et qu’il existe une suite (x,)nen de points
de F convergeant vers un z* € X \ F. Puisque F est fermé, ’ensemble X \ F' est ouvert. Puisque
x* € X\ F, il existe 7 > 0 tel que B(z*,r[C X \ F. Puisque la suite (2, )nen converge vers x*, il
existe NV € N tel que pour tout n > N, x,, € B(z*,r[. En particulier, zy € X \ F. Or zy € F. On
a donc une contradiction. Ceci montre 'implication directe.

Pour le sens réciproque, raisonnons également par ’absurde. Supposons que toute suite de points de
F convergeant dans X a sa limite dans F' et que F' n’est pas fermé. En particulier, X \ F' n’est pas
ouvert. C'est-a-dire qu'il existe z* € X \ F tel que pour tout r > 0, la boule ouverte B(x*,r[ n’est
pas incluse dans X \ F. Ceci implique que pour tout r > 0, on a B(z*,r[NF # (). En particulier,
pour tout n € N, il existe z,, € B(x NF. On construit ainsi une suite (z,),en de points de F
telle que

’n—i—l[

1

Vn € N, d(x*,xn) < m

d
En particulier, z,, — z*. Avec 'hypotheése, puisque z* € X est limite d’une suite de points de

n——+00
F,onaz* € F. Or z* € X \ F par construction. On a donc une contradiction. Ceci achéve la
preuve de I'implication réciproque. [ |

Remarque 1.1.25 La propriété|1.1.24] exprime le fait que les parties fermées d’un espace métrique
(c’est encore vrai en toute généralité dans un espace topologique, avec une preuve similaire mais qui
dépasse les besoins du cours de CDI2) sont en fait les parties fermées pour le passage a la limite.

Propriété 1.1.26 Soit (X,d) un espace métrique, I un ensemble et (O;)icr une famille d’ouverts
de X indexée par I.
— L’ensemble U O; est un ouvert de X.

— Si 1 est ﬁm l ’ensemble ﬂ O; est un ouvert de X.

Preuve. Ce résultat de topologie a dii étre vu en CDI1. Il fera un excellent exercice de révision.
|
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Définition 1.1.27 Si X est un ensemble, on appelle topologie sur X toute famille 7(X) de
parties de X qui contient X et (), qui est stable par réunion quelconque et par intersection finie.
Les éléments de 7(X) sont appelés ouverts de X pour la topologie 7(X).

Remarque 1.1.28 Les termes introduits précédemments sont donc cohérents avec ce cadre trés
général (que nous utilisons peu dans ce syllabus).

Définition 1.1.29 Une partie K d’un espace métrique (X,d) est dite compacte si elle est non
vide et de tout recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.
C’est-a-dire si

K40,

— VI, V(Oi)iel S T(X)I,

KcUJUu0O, = 3Jcl, Jfni, KcC UO;,
i€l jeJ
ot 7(X) désigne l’ensemble des ouverts de X.

Remarque 1.1.30 Cette propriété, trés générale (elle ne fait intervenir la distance d que via
lensemble 7(X) des ouverts de X ), porte le nom de propriété de Borel-Lebesgue.

De maniére équivalente, nous utiliserons le théoreme suivant qui caractérise les parties compactes
d’un espace métrique.

Théoréme 1.1.31 Soit (X,d) un espace métrique et K une partie non vide de X. La partie K
est compacte si et seulement si de toute suite de points de K, on peut extraire une sous-suite
convergeant dans K.

Remarque 1.1.32 Ce théoréme porte le nom de théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Preuve. Ce théoreme a di étre vu en CDI1 (ou devrait étre vu dans un cours de topologie). Si
tel n’est pas le cas, on trouvera une preuve de I’équivalence entre la propriété de Borel-Lebesgue
(qui définit les parties compactes, dans ce syllabus) présentée dans le cas des espaces vectoriels
normés (mais qui s’adapte sans difficulté au cas des espaces métriques) dans [12] (théoreme 7-5.12).
Attention, dans [I2], on procéde "a l'inverse' de ce syllabus : les parties compactes sont définies
par la propriété de Bolzano-Weierstrass (et 'on montre que celle-ci est équivalente & la propriété
de Borel-Lebesgue). [ ]

Exercice 1.1.33 Soit (X,d) un espace métrique, z € X et (zn)nen une suite de points de X qui
converge vers z. On note

K=1{U U .
(nGN{Zn}> {Z}
Montrer que K est une partie compacte de X.

Propriété 1.1.34 Soit (X,d1) et (Y,d2) deuzr espaces métriques. Pour tout ((x1,y1), (x2,y2)) €
(X xY)2%, posons

d3((21, 1), (¥2,y2)) = di(21,22) + da(y1, y2)-

L’ensemble (X xY,ds) est un espace métrique. St K1 C X est un compact et Ko C'Y est également
un compact, alors K1 x Ko est un compact de X xX Y.
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Preuve. Exercice. [ ]

Remarque 1.1.35 On peut évidemment généraliser cette propriété a un produit fini de
parties compactes dans un produit fini d’espaces métriques|’|

Les parties compactes d’'un espace métrique sont toujours fermées et bornées.

Propriété 1.1.36 Soit (X,d) un espace métrique et K une partie de X. Si K est compacte, alors
K est fermée et bornée.

Preuve. Exercice [ ]

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, on a une forme de réciproque :

Propriété 1.1.37 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. On le munit de la topologie
induite par la norme. Soit K une partie non vide de E. La partie K est compacte si et seulement
si elle est fermée et bornée.

Preuve. Ce théoréme a dii étre vu en CDI1. Si tel n’est pas le cas, on peut en trouver une preuve
dans [12] (corollaire 7-6.4). ]

Remarque 1.1.38 En particulier, dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les boules
fermées sont compactes.

Définition 1.1.39 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est localement compact lorsque
tout point x admet un voisinage compact.

Propriété 1.1.40 Soit (X,d) un espace métrique. L’espace X est localement compact si et seule-
ment si tout point de X admet une base de voisinages compacts, c’est-a-dire si et seulement st,
pour tout voisinage V' de tout point x de X, il existe un voisinage K compact de x, tel que K C V.

Preuve. Raisonnons par double implication. Dans le sens direct, supposons que X est localement
compact. Soit x € X et V un voisinage de z. Puisque V est un voisinage de z, il existe r > 0 tel
que B(z,r[C V. Puisque X est localement compact, il existe un voisinage compact K de x. Ainsi,
I'ensemble K = K N B(z,r/2] est une partie compacte (c’est 'intersection d’'un fermé et d’un
compact) de X. De plus, elle contient K N B(x, /2, qui est un voisinage de & comme intersection
de 2 voisinages de x. C’est donc elle-méme un voisinage. En outre, on a K C B(z,r[C V. On
a finalement montré que, quel que soit © € X et quel que soit le voisinage V de x, il existe un
voisinage K de z inclus dans V. D’ou I'implication directe.

Dans le sens réciproque, supposons que X possede la propriété qu’en tout point = de X et quel
que soit le voisinage V' de z, il existe un voisinage compact K de = tel que K C V. Fixons =z € X.
Alors B(x, 1] est un voisinage de x. En particulier, il existe un voisinage compact K C B(x, 1] de
. On en déduit que = admet un voisinage compact. Ceci valant quel que soit z € X, on en déduit
que X est localement compact. [ |

1. 1l existe un théoréme bien plus général, di & Andrei Nikolaievitch Tychonov, qui affirme qu'un produit quel-
conque de compacts est toujouts compact dans un produit d’espaces topologiques (pour une certaine topologie
naturelle sur le produit). Sa démonstration repose sur I’axiome du choix (ou sur le lemme de Zorn). Ce théoréme
dépasse de loin le cadre de ce syllabus et nous ne 'utiliserons de toute fagon pas. Nous renvoyons par exemple au
théoréme I11.2 de [9] pour un énoncé et une preuve.
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Remarque 1.1.41 Les ensembles R, C, R?, et C?, munis de leurs topologies d’espaces métriques
usuelles, sont localement compacts. De méme, tout espace vectoriel normé de dimension finie est
localement compact, en utilisant par exemple la propriété [1.1.57,

Définition 1.1.42 Soit (X, d) un espace métrique et Y C X une partie de X. On appelle ouvert
relatif de Y (sous entendu relatif a la topologie de X ) toute partie de Y de la forme ONY ou
O est un ouvert de X. L’ensemble de ces ouverts relatifs de Y forme une topologie surY , appelée
topologie induite sur Y (sous-entendu induite par celle de X ). C’est exactement la topologie sur
Y que l'on obtient en considérant (Y,d) comme un espace métrique.

Exemple 1.1.43 Prenant X = R muni de la topologie de la distance usuelle, et Y = [0,1] C X,

les parties [0,1], [0, 5[ et |3, 5[ sont des ouverts relatifs de Y. Cependant, [0,1] et [0, 1[ ne sont pas
des ouverts de X.

Exercice 1.1.44 Soit (X,d) un espace métrique, K une partie compacte de X et F une partie
fermée non vide de X. On suppose que F N K = ().

1. Justifier que la fonction x — d(x, F) est continue sur X (On pourra utiliser la propriété
1.1.8).

2. Montrer que
Vo € X, (d(x,F):O — xeF).

3. Justifier que la fonction x — d(x, F') est bornée et atteint ses bornes sur K.
4. Justifier que le minimum de cette fonction sur K est strictement positif.

5. En déduire que
d(K, F) := inf{d(k, f) | (k,f) € K x F},

est strictement positif.
1.1.4 Suites de Cauchy
Dans cette section, (X, d) désigne un espace métrique.
Définition 1.1.45 Une suite (z,)nen € XY est dite de Cauchy lorsque
Ve >0, AN € N, Vn,m > N, d(zp, xm) < €. (1.2)
On dit également que la suite (x,)nen vérifie le critére de Cauchy.
L’interprétation de la propriété de Cauchy est la suivante : a partir d’un certain rang,

deux termes quelconques de la suite sont toujours arbitrairement proches au sens de la distance d.
Les suites convergentes de (X, d) sont de Cauchy, comme on va le voir dans la propriété suivante.

Propriété 1.1.46 Si (z,)nen € X une suite convergente, alors c’est une suite de Cauchy dans
(X,d).
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Preuve. Notons z € X la limite de la suite (zy,)nen. Fixons € > 0. Par convergence de la suite vers
x, on sait qu’il existe N € N tel que pour tout n > N, d(x,,x) < /2. Par suite, pour n,m > N,
on a par inégalité triangulaire
€ €
d(xn, Tm) < d(xn,z) + d(x,Tm) < 3 + ;=€
On en déduit que la suite (z,)nen est de Cauchy dans (X, d). [ ]
Nous verrons & 'exemple [[.1.62] que la réciproque est fausse en général : une suite de Cauchy

dans un espace métrique n’est pas nécessairement convergente. Ceci motive la définition suivante :

Définition 1.1.47 On appelle espace complet tout espace métrique dans lequel toute suite de
Cauchy est convergente.

Lorsque X est un espace vectoriel normé, on adopte parfois le vocabulaire suivant :

Définition 1.1.48 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet, c’est-a-
dire tout espace vectoriel normé dans lequel toute suite de Cauchy converge.

Remarque 1.1.49 Dans un espace métrique complet, une suite est donc convergente si et seule-
ment si elle est de Cauchy. L’intérét de la propriété de Cauchy (1.2) est qu’elle fournit alors un
critere de convergence de suite dans lequel la limite éventuelle n’intervient pas.

Propriété 1.1.50 Les espaces suivants sont des espaces de Banach :

R, || - ||p) pour tout p € [1,+oo[U{+00},
C, | - lp) pour tout p € [1,+oo[U{+0o0}.

Preuve. Ce théoreme a dii étre vu en CDI1. Si tel n’est pas le cas, on peut trouver une preuve dans
les théoréemes 6-1.17, 6-5.6 (en ajoutant "fini" apres "produit" dans les hypotheses) et le corollaire
6-5.7 de [12]. Noter que la preuve repose fondamentalement sur la propriété de la borne supérieure
pour les nombres réels : si X C R est non vide et majoré, alors ’ensemble de ses majorants admet
un plus petit élément. C’est, par définition la borne supérieure de X. [ |

1.1.5 Continuité

Définition 1.1.51 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y et a un point de X. On dit que la fonction f est continue en a lorsque

Ve >0, In >0, Vo € X, (dx(z,a) <n = dy(f(x), f(a)) <e).

Définition 1.1.52 On dit que f est continue sur X C X lorsque f est continue en tout point
a€ X.

Rappelons la propriété suivante, qui peut servir de définition de la continuité dans des espaces
(topologiques) plus généraux que les espaces métriques (mais ceci dépasse le cours de CDI II).
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Propriété 1.1.53 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. La fonction f est continue sur X si et seulement si l'image réciproque par f de tout ouvert de
Y est un ouvert de X.

Preuve. Ce théoreme a di étre vu en CDI1. Si tel n’est pas le cas, on peut trouver une preuve
dans [12] (théoréme 7-1.17) présentée a priori dans le cas (de parties) d’espaces normés (mais elle
est en fait ici identique dans le cas d’espaces métriques). [ |

Nous utiliserons régulierement la propriété suivante, qui caractérise la continuité locale d’une
application entre espaces métriques. Puisqu’elle utilise des suites, elle est appelé critére séquentiel
de continuité.

Propriété 1.1.54 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y et a un point de X. La fonction f est continue en a si et seulement si l'image par f de toute
suite de points de X convergeant vers a est une suite convergeant vers f(a). Autrement dit, f est
continue en a si et seulement si

d d
Woer € XN (o0 25 0 = fla) 2 f@).
Preuve. CDIL. [ |

Rappelons que I'image d’une partie compacte par une fonction continue est compacte.

Propriété 1.1.55 (image continue d’un compact) Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces mé-
triques. Soit f une application continue de (X,dx) dans (Y,dy). Pour toute partie K compacte de
(X,dx), la partie f(K) est compacte dans (Y, dy).

Preuve. Soit K une partie compacte de (X, dx). Par définition (voir la définition [1.1.29)), la partie
K C X est non vide. Par suite, puisque f est une application de X dans Y, on a f(K) # 0. Soit
(O;)ier une famille d’ouverts de (Y, dy) qui recouvre f(K), c’est-a-dire telle que

K U O;.
J(K) < ier "
Ceci implique
K —H0y).
< z‘g[f (Oi)
Puisque f est continue de (X,dx) dans (Y,dy) et puisque chaque O; est un ouvert de (Y,dy),
la propriété [1.1.53| assure que chaque f~1(0;) est un ouvert de (X,dx). Ainsi, .UIf_l(Oi) est un
[4S]
recouvrement ouvert de K. Puisque K est compacte, il existe (définition [1.1.29) J C I fini tel que
Kc uUfo,.
U0y)

Ceci implique
K)c U 0;.
fK) € U0,
Ainsi, on a extrait un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert initial de f(K). Ceci valant
pour tout recouvrement ouvert de f(K), il vient que f(K) est compacte dans (Y, dy). ]

Exercice 1.1.56 Proposer une preuve de la propriété en utilisant la propriété de Bolzano-
Weierstrass (théoréme|1.1.51) plutét que la propriété de Borel-Lebesgue comme on la fait ci-dessus.
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Exercice 1.1.57 Soit f une fonction continue sur un segment |a,b] d valeurs dans R. En utilisant
la propriété montrer que la fonction f est bornée et atteint ses bornes. On retrouve ainsi le
théoréme des bornes atteintes vu en CDII.

Rappelons la définition des fonctions lipschitziennes entre espaces métriques et rappelons que
de telles fonctions sont des exemples de fonctions continues.

Définition 1.1.58 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. On dit que la fonction f est lipschitzienne de X dans Y lorsque

L > 0, Va,y € X, dy (f(z), f(y)) < Ldx(x,y).
Le nombre L est alors appelé constante de Lispchtiz pour f.

Remarque 1.1.59 Une constante de Lipschitz n’est pas unique en général : si f est une fonction
Lipschitzienne de constante L, alors pour tout k > L, f est lipschitzienne de constante k. Remarquer
que, lorsque X # (0, la fonction f est lipschitzienne de constante 0 si et seulement si f est constante
sur .

Propriété 1.1.60 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. Si f est lipschitzienne de X dans Y, alors f est continue sur X.

Preuve. Exercice, par exemple avec le critére séquentiel de continuité de la propriété [ |

Exemple 1.1.61 Munissons le R-espace vectoriel R X] de la norme ||| définie a l’exemple|1.1.18,
Pour P € R[X], notons P = Y02y ap X* (avec la suite rélle (ay)ren nulle a partir d’un certain

rang). Pour i € N, posons
) R[X] — R
“ poshr u)

Observons que pour tout i € N, ¢; est une application lipschitzienne de constante 1 de (R[X], || - ||)
dans (R,|-|), donc une application continue sur R[X].

Exemple 1.1.62 Nous allons montrer que l’espace R[X]| muni de la norme || -|| définie a l’exemple
n’est pas complet. Pour cela, considérons la suite (Pp)nen € (RIX])N définie par

L ok
Vn € N, Pn:ZEX ,
k=0
et montrons que cette suite est de Cauchy dans (R[X],|-||) mais ne converge pas dans (R[X],|-|).
Observons d’abord que
max(n,m) 1 1
Vn,meN,  ||Pn— Pul = > =Xk . :
| - |
kmmin(rm) 41 k! (min(n,m) + 1)!
ce qui assure que la suite (Py)nen est de Cauchy dans (R[X], ||-||). Supposons maintenant par ’ab-

surde que la suite (Pp)nen converge vers P € R[X], alors, par continuité sur R[X| des applications
¢; définies a Uexemple|1.1.61], on a pour tout i € N,

ci(P,) — c(P). (1.3)



Observons que, lorsque n > i, on a ¢;(P,) = 1/(i!), donc pour tout i € N, ¢;(Py) |—‘+> & On
n—-+0oo °
obtient avec (1.3)) que la suite (a;)ien des coefficients de P vérifie pour tout i € N, a; = 1/(3!).
Par suite, la suite (a;)ien n'est pas nulle a partir d’un certain rang. Donc P ¢ R[X]. Ceci est une
contradiction. Par suite, la suite (Py,)nen ne converge pas dans (R[X], || -||). Or elle est de Cauchy

dans cet espace. Cet espace vectoriel normé n’est donc pas complet.

Terminons par rappeler le fait que le caractere lipschitzien d’une fonction peut également étre
défini localement.

Définition 1.1.63 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuzr espaces métriques, soit f une fonction de X dans
Y. On dit que la fonction f est localement lipschitzienne de X dans Y lorsque pour tout x €
X, il existe un voisinage V de x dans X sur lequel la fonction f est, par restriction, lipschitzienne.

2

Exercice 1.1.64 Montrer que la fonction x — x° est localement lipschitzienne sur R. Est-elle

lipschitzienne sur R ?

1.2 Convergences de suites de fonctions

1.2.1 Convergence simple

Dans cette section, on introduit la notion de convergence ponctuelle (aussi dit simple) d’une suite
de fonctions. On verra plus tard que c’est en quelque sorte la notion “minimale” de convergence :
toute autre convergence (présentée dans ce syllabus) implique la convergence simple.

Définition 1.2.1 Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. Soit (fn)nen une suite d’ap-
plications de X dans Y. On dit que la suite (fn)nen converge simplement sur X lorsque pour
tout x € X, la suite (fn(x))nen converge dans (Y,d).

Définition 1.2.2 Avec les notations précédentes, lorsque (fn)nen converge simplement sur X, on

peut définir une fonction
; (X — Y )
e o= lim ful))-

La fonction f est alors appelée limite simple de la suite (f,),cn sur X.

On notera par la suite f, C—>\f f lorsque la suite (fy,)nen converge simplement vers f sur X.
n—-+0oo
X

Exemple 1.2.3 Considérons X =Y = [0,1] munis de la distance induite par la valeur absolue.
Définissons la suite de fonction (fn)nen de [0,1] dans [0, 1] par

Vn e N, Yz € [0,1], fn(x) = 2™

On vérifie aisément que la suite (fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

f N 0 st x<1
1 st =1

23



Remarque 1.2.4 Dans [’exemple précédent, on a perdu la continuité par passage d la limite
simple : chaque fonction f, est continue de [0,1] dans [0,1], mais ce n’est pas le cas de la fonction

f-
Remarque 1.2.5 La convergence simple de (fy,) vers f sur X s’écrit donc :
Vere X, Ve >0, AN €N, Vn > N, d(fn(x), f(x)) <e.

Dans la proposition ci-dessus, l'entier N dépend donc a priori de € et de x. Lorsque [’on peut choisir
le rang N indépendamment de x, on parle de convergence uniforme, comme on va le voir dans
la section suivante.

1.2.2 Convergence uniforme

On introduit maintenant la notion de convergence uniforme sur une partie pour une suite de
fonctions & valeurs dans un espace métrique. C’est une notion un peu plus forte et plus subtile que
la convergence simple. Elle permet cependant de conserver nombre de propriétés par passage a la
limite, comme on va le voir dans la suite du cours.

Définition 1.2.6 On dit qu’une suite (fn)nen de fonctions d’un ensemble X dans un espace mé-
trigue (Y, d) converge uniformément sur X vers la fonction f: X — Y lorsque

Ve >0, 3N €N, Vn > N, Vo € X, d(fn(z), f(2)) < e.
De maniére équivalente, ceci s’écrit

Ve >0, 3N €N, ¥n> N, sup d(fn(z), f(x)) < e.
reX

. CVU . . ,
On notera par la suite f, —+> f lorsque la suite (fy)nen converge uniformément vers f sur
n—-+0oo

X

X.

Propriété 1.2.7 Avec les notations précédentes,

cvu cVvs
n—+00 n—+00
X X

Autrement dit, si (fn)nen converge uniformément vers f sur X, alors elle converge simplement
vers la méme fonction [ sur X.

Preuve. Exercice (de manipulation de quantificateurs). [ |

Ainsi, la convergence uniforme implique la convergence simple.

Exemple 1.2.8 Considérons la situation ou X =Y =R, ou Y =R est muni de la valeur absolue.

Définissons la suite (fn)nens par
R — R
Ju T o Jo24+ L)

n
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On vérifie que la suite (fp)nen< converge simplement sur R vers la fonction
. R — R

Vn € N*, Vz € R, |fu(z) — f(x)] < \/z,

on peut conclure que la suite (fn)nen< converge uniformément sur R vers f.

En outre, puisque

Le lecteur est invité a compléter les détails dans I’exemple précédent. Par ailleurs, on observe
que chaque fonction f, est continue sur R et la limite uniforme f est également continue sur R.
C’est en fait un fait général, comme on va le voir maintenant.

Propriété 1.2.9 Soit (X,d) et (Y,d) deux espaces métm’quesﬂ , a un point de X, (fn)nen une
suite de fonctions de X dans 'Y et f une fonction de X dans Y. On suppose que pour tout n € N,
fn est continue en a, et que la suite (fn)nen est uniformément convergente vers f sur X. Dans ce
cas, la fonction f est continue en a.

Preuve. Soit ¢ > 0. Puisque (f,)nen converge uniformément vers f sur X, il existe un rang
N: € N tel que pour tout n > N, on a

Vee X,  d(fu(z), f(z)) <

Wl ™

Par inégalité triangulaire, on obtient pour tout z € X,

d(f(x), f(a)) < d(f (@), [n.(2)) +d(fN.(2), fn.(a)) + d(fN.(a), f(a))
—_——— _,5_/

< <

wlm

< ge +d(fn.(z), fn.(a))

Puisque la fonction fy, est continue en a, il existe n > 0 tel que pour tout x € X tel que d(z,a) < n,
on a d(fn.(x), fn.(a)) < /3. On en déduit que pour = € X tel que d(z,a) <n, on a

d(f(z), f(a)) <e.

Finalement, pour tout € > 0, on a trouvé un n > 0 tel que pour tout x € X tel que d(x,a) < n on
a d(f(x), f(a)) < e. Ainsi, la fonction f est continue en a. [ ]

La préservation de la continuité locale par passage a la limite uniforme a pour conséquence la
préservation de la continuité globale par passage a la limite uniforme :

Corollaire 1.2.10 Soit (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques, (fn)nen une suite de fonctions de
X dans Y et f une fonction de X dans Y. On suppose que pour tout n € N, f, est continue sur
X, et que la suite (fn)nen est uniformément convergente vers f sur X. Dans ce cas, la fonction f
est continue sur X.

Preuve. Il suffit d’appliquer la propriété [1.2.9|en tout point a de X. [ |

2. On note ici d la distance sur X et également d la distance sur Y car il serait difficile de les confondre dans la
preuve du théoreme. Cependant, il peut, dans la pratique, s’agir de deux distances différentes.
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1.2.3 L’espace vectoriel normé (B(X, E), || - ||oo.x)

Lorsque X est un ensemble, (E, ||-||g) est un espace vectoriel normé, on note B(X, E) I'ensemble
des applications bornées de X dans F :

BX,E) = {f: X — B | 3M >0, Vo € X, [f(@)]ls < M)
Lorsque X # (), et f € B(X, E), on pose

[fllco.x = sup [If ()| -
rzeX

Il s’agit d’un nombre réel positif ou nul.
On a alors la propriété de structure suivante sur ’ensemble des fonctions bornées de X dans
E

Propriété 1.2.11 Lorsque X # 0, (B(X, E),| - ||co,x) est un espace vectoriel normé.

Preuve. Exercice. Il s’agit de verifier d'une part que B(X, E) est un espace vectoriel et d’autre
part que || - ||oo,x définit une norme sur E. ]

Notation 2 On notera parfois simplement || - ||oo au lieu de || - |00, x lorsqu’il n’y a pas de risque
de confusion.

On peut ajouter le critére suivant, qui permet de dire si (B(X, E), || ||, x) est ou non un espace
complet (i.e. de Banach) :

Propriété 1.2.12 Lorsque X # 0, l’espace vectoriel (B(X, E), |- |loo,x) est complet si et seulement
si (E,| - ||g) est complet.

Preuve. Raisonnons par double implication. Le sens le plus simple est le sens direct. Supposons
que (B(X,E),| - |loo,x) est complet. Considérons (yn)nen une suite de Cauchy de points de E et
montrons que celle-ci converge dans E. Définissons la suite (f,,)nen de fonctions de X dans E en
posant

vneN, Vz € X,  fu(x) = yn.

Ces fonctions f, sont constantes sur X. De plus,

Vn,m € N, ”fn_meoo,X: Hyn_ymHE
Par conséquent, la suite (fy)nen est de Cauchy dans (B(X, E), || - ||oo,x ). Cet espace étant complet,
la suite (fy)nen converge donc dans (B(X, E),| - ||eo,x). Ainsi, il existe f € B(X, E) telle que
| fro = flloo,x —+> 0. 11 est facile de vérifier que f est constante sur X, égale a un certain y € E.
n—-+00
Puisque
VneN,  |fa = flloox = llyn —ylle,
il vient que (yn)nen converge vers y. Ceci prouve que (E, || - ||g) est complet.

Réciproquement, supposons que (E, ||-||g) est complet, et considérons une suite (fy,)nen de Cauchy
de fonctions de (B(X, E), || - |loo,x ). Fixons € X et remarquons que

Vn,meN,  |[fu(z) = fm(2)|E < [fn = finlloo.x-
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Puisque la suite (fy)nen est de Cauchy dans (B(X, E), || - |lco,x), cette inégalité assure que, pour
e > 0 fixé, il existe d'un N € N tel que

Vn,m > N, | fr(x) — f(2)||E <€,

Par conséquent, la suite (f,,(x))nen est de Cauchy dans (E, || - || g). Puisque cet espace est complet
par hypothese, il existe f(x) € F tel que

falw) M5y,

n—-+o0o

Puisque la suite (f,)nen est de Cauchy dans (B(X, E), || - |lc,x), €lle est bornée dans cet espace.
Ainsi, il existe M > 0 tel que

VRN, [falloex <M.
On en déduit que

VneN,  |[fu(z)|p < M.
En passant a la limite dans cette inégalité, on obtient

1f(@)|le < M.
Ceci valant quel que soit x € X, il vient que f € B(X, E). Montrons maintenant que f, H'”%)X I,
n—-+00
en revenant une fois de plus au fait que la suite (f,)nen est de Cauchy dans (B(X, E), || - ||co,x)-
Fixons de nouveau ¢ > 0. Il existe un rang N € N tel que
Vn,m > N, Vx € X, lfn(z) = f(2)||E < €.
En passant a la limite sur m dans cette inégalité, il vient
Vn= N, Ve e X, | fulx) = f(2)lE <,
et donc
Vn >N,  |lfa— f(@)lleox <,
Ceci montre que f, H.”%X f. Par suite, I'espace (B(X, E), || - ||oo,x) est complet. |
n——+0oo

Remarque 1.2.13 Lorsque X # () est un ensemble et E est un espace vectoriel normé, une suite

(fn)nen de fonctions de X dans E converge uniformément vers une fonction f de X dans E si et

seulement si, a partir d’un certain rang, fn, — f € B(X, E) et de plus || fn, — flloo,x = 0. Il n’est
n——+0o0

en particulier pas nécessaire que f ou certaines fonctions f, soient elles-mémes dans B(X, E) (on

pourra consulter l’exemple .

En adaptant la preuve du résultat précédent, on montre le critere de Cauchy uniforme :
Propriété 1.2.14 Soit X # 0 un ensemble et Y un espace de Banach. Une suite de fonctions
(fn)nen de X dans'Y converge uniformément sur X si et seulement si

Ve >0, IN e N,Vn,p € N, <n,p2N = (Vz e X, [[fn(z) — fp(z)] §8)>

Preuve. Dans le sens direct, il suffit d’appliquer une inégalité triangulaire en écrivant au préalable
que

Vn,pEN, fn_fp:(fn_f)_(fp_f)'

Dans le sens réciproque, il suffit d’adapter la preuve précédente et de constater que
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— par complétude de Y, la suite f,, converge simplement sur X vers une fonction f: X — Y;
— la convergence de la suite (f,)nen vers f est en fait uniforme sur X.
|

Remarque 1.2.15 Ici encore, il n’est pas nécessaire que f ou certaines fonctions f, soient dans

B(X,E) (voir l’ezemple[1.2.8).

1.2.4 Convergence uniforme sur les compacts

Lorsque X possede lui-méme une structure métrique, on peut parler de convergence uniforme
sur les compacts de X.

Définition 1.2.16 Soit (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques. Soit (fn)nen une suite de fonctions
de X dansY et f une fonction de X dansY . On dit que (fn)nen converge vers f uniformément
sur les compacts de X lorsque pour tout compact K C X, on a

CVU sur K
fo — T f,
n—-+00

c’est-a-dire lorsque pour tout compact K C X,

sup d(f(x), fu(z)) — 0

zeK n—-+4o0o

Exemple 1.2.17 Pour X =Y = R™", la suite de fonctions

fn:<R+ — R* k)

LS DY s

converge vers la fonction exponentielle uniformément sur les compacts de RY, comme on le montre
facilement a partir de la formule :

n k T — ¢ n
Ve >0, Vn €N, e’ — E ro_ / uetdt.
= k! 0 n!

Remarquer que la convergence de f, vers f n’est pas uniforme sur RT.

Observons que 'on conserve sur 'exemple précédent une fois de plus la continuité par passage
a la limite uniforme sur les compacts. C’est en fait général, comme nous allons le voir dans les
propriétés suivantes. On distigue les énoncés comme les preuves, suivant que X est un intervalle de
R ou bien un ouvert d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et suivant que I’on souhaite
préserver la continuité ponctuelle ou globale par passage a la limite uniforme sur les compacts.

Propriété 1.2.18 Soit I un intervalle de R, (Y, d) un espace métrique, (fn)nen une suite de fonc-
tions de I dans Y et f une fonction de I dans Y. Soit o un point de I. Supposons que (fp)neN
converge vers [ uniformément sur les compacts de I. Si pour tout n € N la fonction f,, est continue
en xg, alors la fonction f est continue en xg.
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Preuve. Supposons dans un premier temps que zg n’est pas une extremité de I. Il existe alors
d > 0 tel que Jzg — 0,9 + 6[C I. Par suite, le compact K = [zg — §/2,z¢ + /2] est inclus dans I.
L’hypothese assure que la suite (fy,)nen converge uniformément vers f sur K. La proposition m
montre alors que f est continue en x.

Supposons maintenant que z( est une extrémité de I. Il existe § > 0 tel que I N [xg — §,x0 + I
est un compact de R inclus dans I. La proposition [1.2.9 permet également de conclure, puisque la
convergence de la suite (fy,)nen vers f est uniforme sur le compact I N [xg — 0, ¢ + J], que f est
continue en xg. [ |

On en déduit immédiatement la propriété de préservation de la continuité globale par la conver-
gence uniforme sur les compacts d’un intervalle de R :

Propriété 1.2.19 Soit I un intervalle de R, (Y, d) un espace métrique, (fn)nen une suite de fonc-
tions continues de I dans 'Y et f une fonction de I dans Y. Si la suite (fn)nen converge vers f
uniformément sur les compacts de I, alors f est continue sur I.

Preuve. Exercice : utiliser la propriété [1.2.18 [ |

Remarque 1.2.20 Remarquons que, lorsque I = X est un invervalle de R, il revient au méme
de dire qu’une suite (fn)nen de fonctions de I dans (Y, d) converge uniformément sur les compacts
de I ou qu’elle converge uniformément sur les segments de I. C’est une conséquence du fait qu’un
segment est toujours compact, et que tout compact de I est inclus dans un segment de I.

Voyons maintenant comment la continuité locale est préservée par la convergence uniforme sur
les compacts d'un ouvert d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

Propriété 1.2.21 Soit X une partie ouverte d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et
soit (Y, d) un espace métrique. Soit (fn)nen une suite de fonctions de X dans'Y et f une fonction
de X dans Y. Soit xg un point de X. Supposons que (fn)nen converge vers f uniformément sur
les compacts de X. Si pour tout n € N la fonction f, est continue en xq, alors la fonction f est
continue en xg.

Preuve. Soit § > 0 tel que B(xg, §[C Xﬂ La partie K = B(xo, /2] est non vide, fermée et bornée
dans l'espace vectoriel normé de dimension finie. Elle est donc compacte dans cet espace par la
propriété donc compacte dans X. Puisque (fn)nen converge uniformément vers f sur les
compacts de X, il y a convergence uniforme sur K. On conclut a l'aide de la proposition [1.2.9| que
f est continue en x. [ |

On a également la propriété suivante de préservation de la continuité globale par passage a la
limite uniforme sur les compacts sur un ouvert d’un espace vectoriel normé de dimension finie :

Propriété 1.2.22 Soit X une partie ouverte d’un espace vectoriel normé de dimension finie, et
soit (Y, d) un espace métrique. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues de X dansY et f une
fonction de X dans Y. Si la suite (fp)nen converge vers f uniformément sur les compacts de X,
alors la fonction f est continue sur X.

Preuve. Exercice : utiliser la propriété [1.2.21 [ |

3. La notation est introduite a la définition |1.1.19
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1.3 Suites de fonctions et opérations d’intégration et de dérivation

Nous allons nous placer sur un pavé X de R?, c’est-a-dire un produit cartésien de d segments
de R pour traiter la question du passage a la limite dans une intégralelﬂ Nous travaillerons ensuite
sur un ouvert X de R? pour traiter la question du passage a la limite dans une dérivation.

1.3.1 Passage a la limite dans une intégrale de Riemann

Théoréme 1.3.1 Soit d € N*, et X = TI1%,[a;, b;] (avec pour tout i € {1,...,d}, a; < b;) un pavé
de R, Soit (fn)nen une suite de fonctions Riemann-intégrables de X dans R. Si la suite (fy)nen
converge vers une fonction f: X — R uniformément sur X, alors

1. la fonction f est Riemann-intégrable sur X.

2. la suite réelle ([y fn(x)dx))nen converge.

3. [x fu(z)dz hvd Jx f(z)dz.

Preuve. Lorsqu’il existe i € {1,...,d} tel que a; = b;, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc
que pour tout i € {1,...,d}, a; < b;. Notons V = ML, (b; — a;) et observons que V > 0. Fixons
e > 0 et trouvons, par convergence uniforme de la suite (f,)nen vers f sur X, un entier N, € N tel
que

€
Vn > N, Ifn = flloo,x < A

On en déduit que
€

Ve eX,  fa(o) -1 < f@) < (@) + oo

Puisque fn. est Riemann-intégrable sur X, il existe deux fonctions elementairesﬂ sur X, ¢ et ¥,
telles que

VreX,  p@)<in@<u@, e [ () - pE)ds <

On en déduit que les fonctions p. = ¢ —e/(4V) et . = ¢ + ¢/(4V) sont élémentaires sur X,
qu’elles vérifient

w\m

Vee X, () < flz) < ¢e(),

et également

[ ela) = pelado = [ (6(a) - p(a) + 2570 = [ (0() - plada+ 5 <

Ceci valant pour tout € > 0, on en déduit que la fonction f est Riemann-intégrable sur X.
Fixons de nouveau £ > 0 et trouvons par convergence uniforme de la suite (fy,)nen vers f sur X
un entier N € N tel que

Vn > N, Ilfrn = flloo,x <

<o

On a pourn > N,

/an(x)da:—/Xf(:z:)dx

4. Les fonctions considérées sont a valeurs dans Y = R. On a le méme résultats pour Y = C en séparant les parties
rélles et imaginaires, et avec Y = R? ou encore Y = C? en travaillant composante par composante.

5. C’est-a-dire qu’elles sont combinaison linéaires (d’un nombre fini) de fonctions caracteristiques de pavés inclus
dans X.

< [ 1al@) = F@Ide < lfu = oo [ 1o = 1fo = flloexV <
X X
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Ceci assure la convergence de la suite ([y fn(z)dz)nen vers [y f(x)dz et acheve la preuve. ]

Remarque 1.3.2 Le théoreme donne des conditions suffisantes pour obtenir l'intégrabilité
de la limite d’une suite de fonctions sur un produit de segments et la convergence de la suite des
intégrales vers l’intégrale de la limite de la suite. Bien entendu, la conclusion de ce théoréme peut
étre vérifiée sans nécessairement que les hypothéses le soient. On pourra par exemple considérer le
cas d =1, [a1,b1] = [0,1] et pour tout n € N,

Iy <[0,1] s 1%>

T — T

pour lequel il y a convergence simple de la suite (fp)nen vers la fonction f nulle sur [0, 1] et valant
1 en 1, qui est Riemann-intégrable sur [0,1], la suite des intégrales converge vers 0 qui est bien
Uintégrale de f. Cependant, on n’a pas convergence uniforme sur [0,1] de f,, vers f. En effet,

Vn €N, | fr = flloo,jo,) = 1.

Remarque 1.3.3 A linverse, il existe des situations (ne vérifiant pas toutes les hypothéses du
théoréme dans lesquelles la conclusion du théoreme est fausse. Considérons par exemple

(toujours avec d =1 et [a1,b1] = [0,1]) la suite de fonctions
0,1] — R
£ An’yx si 0<z< %
e x — —4n?x +4n i %§x<% ’
0 sinon

On vérifie alors la convergence simple de f, vers la fonction nulle. On a de plus que f, est affine
par morceauz sur [0,1], donc Riemann-intégrable sur [0,1]. Enfin, (fn)nen converge simplement
vers la fonction nulle sur [0, 1], laquelle est Riemann-intégrable sur [0,1]. Cependant, on vérifie que

Vn € N, / fo(z)dx =1,
[0,1]

donc la suite réelle ([ 1) fn(2)d@)nen converge vers une limite qui n'est pas [y ) f(x)dw.

Remarque 1.3.4 On peut généraliser le théoréme |1.3.1| au cas des fonctions d valeurs dans C
en séparant les parties réelles et imaginaires, ainsi que dans les espaces R? et C* pour d > 2 en
travaillant composante par composante.

1.3.2 Passage a la limite dans une suite de fonctions de classe C*

On travaille dans cette section avec X un ouvert Q de R? ou intervalle I de R (qui n’est pas
nécessairement ouvert), a valeurs dans R ou C. On se donne une suite ( f,,)nen de fonctions de classe
C! sur X & valeurs dans R ou C, convergeant au moins simplement vers une fonction f sur X et
I'on va donner des conditions suffisantes pour assurer que f est également de classe C! sur X et
lon a

Vo e X, 4 lim f,(x)= lim ifn(a:) (1.4)

€T n——+4oo n—-4o0o d;(;

Commencons par considérer les deux exemples suivants :
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— La suite (fy,)nen+ définie par

R — R
T sin(gza:) ’

Vn € N*, fn:<

est une suite de fonctions de classe C! sur R qui converge uniformément vers la fonction
nulle sur R. On observe que la suite (f)(0)),en+ des dérivées de f,, en 0 diverge, rendant
impossible un résultat de type . Ainsi, la convergence uniforme de (f,,)nens sur X n’est
pas une condition suffisante car la suite (f]),en+ peut diverger.

— La suite (fy)nen+ définie par

z"
T =

Vn € N*, fn:<[0’1] - R>7

est une suite de fonctions de classe C'! sur [0, 1] qui converge uniformément vers la fonction
nulle sur [0,1]. On observe que la suite (f])nen+< des dérivées de f,, converge simplement
sur [0, 1] vers la fonction caractéristique du singleton {1}, rendant impossible un résultat de

type (1.4) car

Elma)o=s « (mE)o o

Ainsi, la convergence uniforme de (fy)nen+ sur X et la convergence simple de la suite
(f! )nen+ des dérivées de f, sur X n’est pas non plus une condition suffisante pour assurer
un résultat de type (|1.4]).

Donnons maintenant une condition suffisante.

Théoréme 1.3.5 Fizons d € N*. Soit Q C R? un ouvert non-vide et (f,,)nen une suite de fonctions
de classe C' de © dans R ou C. Supposons que
— La suite f, converge simplement sur €} ;
Ofn

— Pour tout k € {1,...,d}, la suite (8—%) N converge vers une certaine fonction gi, unifor-
ne

mément sur les compacts de §Q ;
alors la suite (fn)nen converge uniformément sur les compacts de Q2 vers une certaine fonction f.
De plus, la fonction f est de classe C' sur Q et l'on a

Vk e {l,...,d}, Vz € Q, —(z) = gr(x),

c’est-a-dire

ke {1,....d}, Vo e Q, (aik <ngToofn>) () = (ngxfoo (gf;)) ().

Preuve. Pour montrer que la fonction f est de classe C* sur €, nous allons montrer qu’elle admet en
tout point de €2 des dérivées partielles par rapport a chacune des d variables, et que chacune de ces
dérivées partielles est une application continue sur 2. Nous montrerons ensuite que la convergence
de (fn)nen vers f est uniforme sur les compacts de .

Le caractére C! des fonctions (f,)nen implique que les fonctions (a%k fn)1<k<dnen sont continues
sur ). La convergence uniforme sur les compacts de €2 de ces dernieres implique la continuité des
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fonctions (g )1<k<q par la proprieté|1.2.21} Notons f la limite simple de la suite de fonctions ( f,)nen
sur €.
Notons (e1,...,eq) la base canonique de R?. Soit x¢ € €. Puisque € est ouvert, il existe § > 0 tel
que B(xg, d[ est inclus dans Q. Remarquons que B(zg,d/2] est un compact de €. Ecrivons que pour
tout h € [—/2,0/2], 1 € {1,...,d},
Afn
Bxi

Ofn

Par convergence simple de f, vers f sur €, et par convergence uniforme de oo Vers gi sur le
compact B(xg,d/2], en utilisant le théoreme on obtient en passant a la limite dans I'identité
précédente, pour h € [—0/2,6/2], i € {1,...,d},

Vn € N, fn(zo + he;) = fo(zo) + /Oh (xo + se;)ds.

h
f(xo + he;) = f(xo) + /0 gi(zo + se;)ds.

La continuité des g; en xg assure que f admet des dérivées partielles par rapport a chaque variable
en xg et I'on a

of
8.731‘
Ceci valant pour tout zq € (2, et les fonctions g; étant continues sur €2, il vient que f est de classe
C! sur Q et pour tout i, g; = 8% dans ).

Il reste a montrer que la convergence de f,, vers f est uniforme sur les compacts de 2. Soit K un
compact de . Puisque 2 est ouvert, pour tout a € K, il existe r, > 0 tel que B(a,r,[C Q. Ainsi,
on a

Vi € {1, R ,d}, (:Co) = gi(a:o).

K C UaGKB(CZ,Ta/2[.

Puisque K est compact, on peut par la propriété de Borel-Lebesgue (définition extraire un
sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert ci-dessus : il existe p € N* et a1,...,a, € K tels
que

K C Uke{l,...,p}B(akv Tak/Q]. (16)

Observons que pour tout a € K, B(a,r,/2] C B(a,r,[C Q. Posant K = Ure1,...py B(ak; 74, /2], on
obtient que .
KcKcQ,

et par ailleurs K est compact comme réunion finie de compacts. Fixons € > 0. Par convergence
simple de f,, vers f aux points (ai)i1<k<p, On a, puisque ceux-ci sont en nombre fini,

dN eN, Vn> N, Vk e {l,...,p}, |fnlar) — flag)| < e.

Soit x € K. Par la propriété de sous-recouvrement fini (1.6)) de K, il existe k € {1,...,p} tel que
x € B(a,rq,/2]. Ecrivons que pour tout n € N, on a

) = Fulan) + [ (@ = ax) (9 fufan + 1z — ax)))at,
et également .
£la) = fla) + [ (@ = @) (V5 + - )t

car les fonctions f, et f sont de classe C! sur €. Par soustraction, on a pour tout n € N,
1
fa(@) = f(2) = fulax) — flax) + /O (@ = ak).(V(fn = f)ar + t(z — ax)))dt.
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Par inégalité triangulaire, il vient pour tout n € N,

) = SIS Unlew) ~ ] + [ 1@ = @) (Vo ~ e+ e~ ).
Par inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient pour n € N
) ~ F@)
< 1)~ fla)+ [ e el 19— e+ tx — a)at

1
< Ifula) = Fla) + o = acll [ 190 = Do+ ta = aw) e
1
< uta) = @) + (max ra,) [ 190 = Do, 2t
< Ifntar) = Flar)] + ( goax o, ) IV (o = Dlloe i

1<y

Par convergence uniforme des dérivées premiéres des f, vers celles de f sur le compact K, il existe

M € N tel que
€

vn>M,  |IV(fa = Nllewr < S
Avec ce qui précede, on a pour n > max(N, M),

Vo € K, |fn(z) — f(2)] < 2e.
Ceci achéve de montrer la convergence uniforme de f,, vers f sur les compacts de 2. [ |

En utilisant le théoréme précédent pour l'initialisation comme pour I'hérédité, on montre par
récurrence sur p € N* le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.6 Soit p > 1 un entier, Q un ouvert de R%. Soit (f,)nen une suite de fonctions de
classe CP sur  a valeurs réelles ou complexes. Supposons que
— la suite (fn)nen converge simplement vers une fonction f sur 2,

— pour tout ¢ € {1,...,p— 1}, et (i1,...,4q9) € {1,...,d}9, la suite (%)%N converge
iy -0z,
simplement vers une fonction g;, ... i, sur S,
— pour tout (i1, ...,ip) € {1,...,d}?, la suite (%)n@; converge vers une fonction g, . i,
i1 - OLip

uniformément sur les compacts de €,
alors
— la fonction f est de classe CP sur €2,
— quels que soient g € {1,...,p}, et (i1,...,1i9) € {1,...,d}9,
a1f

A a. — Y.
8xi1...8a:iq b @’

(1.7)

— pour tout q € {0,...,p}, chaque dérivée partielle d’ordre q de f, converge vers la dérivée
partielle de f correspondante uniformément sur les compacts de €.

Remarque 1.3.7 Notons que la relation (1.7) s’écrit encore quels que soient ¢ € {1,...,p} et
(t1,...,1q) €{1,...,d}",

aq< lim f>_ lim I
Oz, ... 0x;, \n—+oc"") " notoo Oy, ... Oy,
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Remarque 1.3.8 Le théoréme et le corollaire sont encore valides lorsque Q0 est un
intervalle de R, sans qu’il soit nécessairement ouvert.

1.4 Séries de fonctions

Lorsque Y est un espace vectoriel, I’ensemble F(X,Y) des fonctions de X dans Y est natu-
rellement muni d’une structure d’espace vectoriel. En ajoutant & Y une topologie d’espace normé,
on peut définir en plus des notions de convergence dans F(X,Y) (convergence simple, convergence
uniforme sur X, etc). Une des facons de tirer avantage de cette structure est d’introduire la notion
de séries de fonctions, qui sont en fait des suites définies par l'accroissement entre deux termes
consécutifs (qu’on appellera terme général de la série). Bien siir, puisqu'une série de fonctions est
une suite de fonctions, on pourra appliquer aux séries de fonctions I’ensemble des résultats du
cours sur les suites de fonctions. Par ailleurs, nous allons introduire de nouveaux outils, tels que la
convergence normale, le critere de Weierstrass, le critere d’Abel, qui seront propres aux séries.

Dans ce chapitre, X désigne un ensemble et Y est un espace vectoriel normé sur R ou sur C.

Définition 1.4.1 Soit X un ensemble et Y un espace vectoriel. On se donne (up)nen une suite
de fonctions de X dans 'Y et 'on appelle série de terme général (u,)nen la suite de fonctions
(Sn)nen de X dans 'Y définie par

X — Y
Vn € N, Sh : r Zuk(l')
k=0

La suite (Sp)nen est également appelée suite des sommes partielles de la série de terme général
(un>n€N-

1.4.1 Retranscription des résultats sur les suites de fonctions dans le cadre des
séries de fonctions

On suppose que Y est un espace vectoriel normé.

Définition 1.4.2 On dit que la série de terme général (up)nen converge simplement, respective-
ment uniformément, sur X lorsque la suite de fonctions (Sp)nen converge simplement, respective-
ment uniformément, sur X.

Définition 1.4.3 Lorsque la série de terme général (un)nen converge sur X, on appelle somme
de la série la fonction
X — Y

+o00
k=0
La propriété se traduit par le fait que

Propriété 1.4.4 Si la série de terme général (up)nen converge uniformément sur X, alors elle
converge simplement sur X.
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Supposons que X est un espace métrique. La propriété [[.2.9] de préservation de la continuité
par passage a la limite uniforme se traduit par le résultat suivant.

Propriété 1.4.5 Soit a € X. Supposons que pour tout n € N, u, est continue en a et que la série
de terme général u, converge uniformément sur X. Alors la somme S de la série est continue en
a.

On en déduit la propriété globale suivante, qui est une adaptation du corollaire [1.2.10]

Propriété 1.4.6 Supposons que pour tout n € N, u,, est continue sur X et que la série de terme
général u, converge uniformément sur X. Alors la somme S de la série est continue sur X .

On peut également adapter le théoréme de passage a la limite dans une intégrale sur un
pavé de R? lorsque la convergence est uniforme sur le pavé.

Théoréme 1.4.7 Soit d € N*, et X = T1%_,[a;, b;] (avec pour tout i € {1,...,d}, a; < b;) un pavé
de R?. Soit (un)nen une suite de fonctions Riemann-intégrables de X dans R. Si la série de terme
général (up)nen converge vers une fonction S : X — R uniformément sur X, alors

1. la fonction S est Riemann-intégrable sur X.
2. la suite réelle ( [y Sp(x)dz))nen converge.
3. [x Sn(z)dz = Jx S(z)dx.

Remarque 1.4.8 Comme pour le théoréme|1.5.1, on peut généraliser au cas ou le terme général
prend ses valeurs dans C en séparant parties réelle et partie imaginaire, puis au cas ou le terme
général prend ses valeurs dans R? ou C? pour d > 2 en travaillant composante par composante.

Enfin, on peut retranscrire le résultat de dérivabilité pour les séries (corollaire [1.3.6) comme
suit.

Théoréme 1.4.9 Soit p > 1 un entier, Q un ouvert de R?. Soit (Un)nen une suite de fonctions de
classe CP sur ) da valeurs réelles ou complexes. Supposons que
— la série de terme général (up)nen converge simplement vers une fonction S sur €2,

— pourtoutq € {1,...,p—1}, et (i1,...,1q) € {1,...,d}%, la série de terme général (%)n@;
i1+--OTig

converge simplement vers une fonction Sy, ;. sur (),
— pour tout (i1,...,ip) € {1,...,d}P, la série de terme général (mfjfiug%)ng\; converge vers
une fonction Sy, . i, uniformément sur les compacts de €2,
alors
— la fonction S est de classe CP sur €},
— quels que soient g € {1,...,p}, et (i1,...,199) € {1,...,d}9,
18
=S 1.8
8q:i1 ... 8xiq “Lrenlq ( )
— pour tout q € {0,...,p}, chaque dérivée partielle d’ordre q de la série de terme général
(un)nen converge vers la dérivée partielle de S correspondante uniformément sur les com-

pacts de €.
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Remarque 1.4.10 Notons que la relation (1.8) s’écrit encore quels que soient q € {1,...,p} et
(i1, ... ig) € {1,...,d}9,

07 918
— | lim S,)= lim ——2—.
0x;, ... 0x;, (n—>+oo ”) n—+o0 Ox;y ... 04,

Remarque 1.4.11 Le cas p = 1 dans le théoréme correspond da ladaptation aux séries de
fonctions du théoréme [1.3.5]

Remarque 1.4.12 La remarque vaut ici également : lorsque d = 1, on peut supposer que §2
est un ouvert de R ou bien que Q est un intervalle de R (pas nécessairement ouvert) et le résultat

(Théoréme reste valide.
1.4.2 Convergence normale d’une série de fonctions

X désigne un ensemble non vide et ¥ un espace vectoriel normé.

Définition 1.4.13 On dit que la série de terme général (u,)neny converge normalement sur
X lorsque la série d’élements de B(X,Y) de terme général (up)neny converge absolument dans
(B(X,Y),| - lloo), c’est-a-dire lorsque la série de terme général positif (||un||oc)nen converge dans

R*. Ceci s’écrit encore
—+oo

D unlloo < +o00. (1.9)

n=0

Remarque 1.4.14 Avec la définition de la norme infinie sur X, la convergence normale exprimée

par (1.9) s’écrit encore

“+o0
Z sup [Jun ()| < +o0
n=0 zeX

Définition 1.4.15 On dit qu’une série de fonctions de terme général u, : X — Y vérifie le
critére de Weierstrass sur X s’il existe une suite réelle positive (My)nen telle que

Vn e N, Vo € X, lun ()] < My,
et la série de terme général (réel positif) (My)nen est convergente.

On vérifie aisément & ’aide des définitions ci-dessus la propriété suivante.

Propriété 1.4.16 Une série de fonctions de terme général u, : X — Y converge normalement
sur X si et seulement si elle vérifie le critére de Weierstrass sur X.

Lorsque (Y, || - ||) est complet, la convergence normale implique la convergence uniforme.

Propriété 1.4.17 Supposons que Uespace (Y, | -||) est complet. Si la série de fonctions de terme
général u, : X — Y converge normalement sur X, alors elle converge uniformément sur X.
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Preuve. La convergence normale de la série de terme général u,, est la convergence absolue dans
l'espace (B(X,Y), |||loo.x)- Puisque (Y, ||-||) est complet, I'espace (B(X,Y), |||, x) est complet par
la propriété [I.2.72] Dans un espace complet, la convergence absolue implique la convergence simple,
donc la série de terme général u,, converge simplement dans (B(X,Y), || - ||oo,x ). Cette convergence
simple est exactement la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général wu,,. [ |

Remarque 1.4.18 On retiendra, pour les séries de fonctions de X # 0 d valeurs dans un Banach
Y, que
CVNsur X = CVUsur X = CVSsur X,

et les implications réciproques sont fausses en général.
En effet, on sait déja que la convergence simple n’implique pas la convergence uniforme (voir
l’exemple sur les suites de fonctions). Donnons un exemple de série de fonctions conver-

geant uniformément sur [0,1] d valeurs dans R mais ne convergeant pas normalement sur [0, 1].
Considérons pour cela la série de terme général u, : [0,1] — R définie pour n € N par

0,1] — R
Up . — si@ e [1/2m1/27]
0 sinon
Observons que
1
Vn € N, = —
n llen lloo n+1

de sorte que la série de terme général u, ne converge pas normalement sur [0,1]. Cependant, on a

m n m 1
=0, Yl =Y wl =
k=0 k=0 k=n+1

de sorte que la suite des sommes partielles de la série de terme général u, est de Cauchy dans
(B([0,1],R), || - |loc), donc elle converge uniformément sur [0,1] par la propriété|1.2.12

Remarquons enfin que, pour étudier une suite de fonctions a valeurs dans un espace vectoriel
normé complet, il peut parfois étre utile de penser a étudier la série telescopique associée.

Définition 1.4.19 Soit (f,)nen une suite de fonctions d’un ensemble X # () a valeurs dans un
espace vectoriel Y. On appelle série téléscopique associée a la suite (f,,)en la série de terme

général (frt1 — fn)nen-
On a alors, par exemple, la propriété suivante.

Propriété 1.4.20 Soit (fn)nen une suite de fonctions d’un ensemble X # 0 d valeurs dans un
espace de Banach'Y . Supposons qu’il existe une suite (My)neny € (RTN telle que

Vn €N, Vr € X, [ fra1(z) — fu(z)]| < My

et la série de terme général (My)nen converge. Alors la suite (fn)neny converge uniformément sur
X.

38



Preuve. Il suffit d’appliquer le critere de Weierstrass (propriétés [1.4.16| et [1.4.17)) & la série
téléscopique associée a la suite (f,)nen et de remarquer que

VneN, Vo e X, i(fk-&-l(x)_fk(x)) :fn—&-l(x)_fO(‘T)' (1'10)
k=0
|

Remarque 1.4.21 C’est sans doute en observant lidentité (1.10) que l’on comprend le mieuz le
terme “téléscopique” choisi pour nommer la série de terme général (fn4+1 — fn)-

1.4.3 Le critere d’Abel

Nous allons faire un rappel concernant le critere d’Abel sur les séries a valeurs dans un espace
de Banach avant de voir comment celui-ci s’étend aux séries de fonctions a valeurs dans un espace
de Banach. Juste avant cela, exprimons quelle peut &tre 'utilité du critéere d’Abel dans chacun de
ces deux cas. Pour les séries a valeurs dans un Banach, le critére d’Abel est une condition suffisante
pour avoir de la convergence en montrant que les sommes partielles sont de Cauchy, notamment
dans des cas ou la convergence n’est pas absolue, et sans pour autant faire apparaitre effectivement
la somme de la série. Pour les séries de fonctions a valeurs dans un Banach, le critére d’Abel sera une
condition suffisante pour avoir de la convergence uniforme en montrant que les sommes partielles
sont uniformément de Cauchy, notamment dans des cas ou la convergence n’est pas normale, et
sans pour autant faire intervenir explicitement la somme de la série.

Propriété 1.4.22 (critére d’Abel pour la convergence des séries) Soit Y un espace de Ba-
nach. Considérons une suite (gn)nen d’élements de'Y qui est le terme général d’une série dont les
sommes partielles sont bornées :

IM >0, Vn €N, <M.

n
> 9
k=0

Soit (fn)nen une suite réelle positive, décroissante et tendant vers 0. Alors la série de terme général
fngn converge dans 'Y .

Preuve. Notons pour n € N,

n n
Sn = Z fkgk et Gn = ng
k=0 k=0

Puisque Y est complet, il suffit de montrer que la suite (S, )nen est de Cauchy dans Y. Pour cela,
effectuons une transformation d’Abel sur la différence entre deux sommes partielles de cette série :
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pour n,p € N*, écrivons

n—+p
Snip—Sn = > [rk
k=n+1
n+p
= > fu(Gr—Gi)
k=n+1
n+p n+p
= Y fiGe— D frGra
k=n+1 k=n+1
n+p n+p—1
= Y. fiGk— > fen1Gr
k=n+1 k=n
n+p—1 n+p—1
= Y fGrt farpGrip— D [rr1Gr — fr1Ga,
k=n+1 k=n+1
pour finalement obtenir que
n+p—1
Sn+p —Sp = fn+pGn+p - fn—HGn + Z (fk - fk+1)Gk- (1-11)
k=n+1

Par positivité et décroissance de la suite (fy,)nen, et par inégalité triangulaire, il vient

n+p—1

1Sn4p — Snll < frspllGropll + fastlGull + D (fr — frs) |G-
k=n-+1

La suite (G, )nen étant majorée par M par hypothése, on en déduit

n+p—1

1Sn4p = Snll < frapM + fopaM + M > (fi — frs1)-
k=n+1

Puisque la derniére somme est téléscopique et par décroissance de la suite (f,,)nen, on obtient

Vn,p € N*, ||Sn+p - Sn” S an+p + an+1 + M(fnJrl - fn+p) S 2an+1- (1-12)

Fixons € > 0. Puisque la suite (f,)nen tend vers 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,
fn <e/(2M). On en déduit que

Ve >0, AN €N, Vn > N, Vp € N, | Sntp — Sull < e.

Ainsi, la suite (Sp)nen est de Cauchy dans Y, donc elle converge dans Y puisque Y est complet
par hypothese. [ |

Remarque 1.4.23 L’identité (1.11)) est appelée transformation d’Abel. Remarquons l’analogie
entre cette formule et la formule d’intégration par parties pour deuzx fonctions G et f de classe C*
sur un segment [a,b], en notant S = fG' :

b b b
/a S(t)dt = /a FE ()t = FBIGD) — f(a)G(a) - / FG()dt.

Il suffit de remplacer formellement l’opération d’intégration (de symbole [) par l'opération de som-
mation (de symbole X2), et de remplacer l'opération de dérivation (de symbole’) par 'opération de
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passage a la série téléscopique associée : (fn)nen = (fn+1— fn)nen- 1l faut également faire attention
aux bornes d’intégration et de sommation.

On peut désormais énoncer un critere d’Abel pour la convergence uniforme des séries de fonc-
tions a valeurs dans un Banach, directement adapté de celui rappelé ci-dessus.

Théoréme 1.4.24 (critére d’Abel pour la convergence uniforme des séries de fonctions)
Soit X # () un ensemble et Y un espace de Banach. On se donne une suite de fonctions g, : X —Y
dont les sommes partielles sont uniformément bornées sur X :

3" (@)
k=0

et une suite décroissante de fonctions réelles positives f, : X — RT qui converge uniformément
vers la fonction nulle sur X. Alors la série de fonctions de terme général (fngn)nen converge
uniformément sur X.

dM >0, ¥yn e N, Vz € X, < M. (1.13)

Preuve. Observons que 'hypothese (1.13]) assure que pour tout n € N, g, € B(X,Y). Etendant
les notations de la propriété précédente, on définit pour n € Net z € X

Sn(x) =Y fr(@)ge(z) et Gu(z) =) gr(x).
k=0 k=0

Reprenant la preuve précédente jusqu'a la relation (1.12)), on obtient facilement en évaluant les
fonctions en z € X :

Vn,p € N*, Vr € X, | Sntp(x) — Sp(x)]| < 2M fr(z).

Fixons € > 0. Par convergence uniforme de la suite (f,,)nen vers 0, il existe N € N tel que pour
tout entier n > N et tout x € X, fr(z) <e/(2M). On en déduit que

Yn > N, Vp € N, |Sn+p — Snlloo,x < e. (1.14)
Ainsi, la suite (Sy)nen vérifie le critere de Cauchy uniforme sur X. Par la propriété [1.2.14] elle
converge uniformément sur X. [ |

1.4.4 Une fonction réelle, continue sur R, et nulle part dérivable

Un des intéréts de pouvoir manipuler des fonctions définies comme des sommes de séries de
fonctions est sans doute de pouvoir sortir de la classe des fonctions obtenues en appliquant aux fonc-
tions usuelles (polyndmes, exponentielle, logarithme, fonctions trigonométriques, etc) un nombre
fini d’opérations (combinaisons linéaires, produits, quotients, inversions, compositions, etc), afin de
créer des objets dont la simple existence peut étre surprenante (surtout la premiere fois). Nous
proposons ici un exemple explicite de fonction obtenue comme la somme d’une série de fonctions
qui converge sur R, qui est continue sur R mais nulle part dérivable sur R.

Désignons par ¢ la fonction de R dans R paire, continue et 2-périodique telle que

Vx € [0,1], o(x) =z,
et posons

Vr € R, flx) = Jio (z)k o(4Fz).

k=0
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Observons que la fonction ¢ est lipschitzienne sur R, de constante 1.

Propriété 1.4.25 La série définissant f converge normalement sur R. Puisque le terme général
est continu sur R, la fonction est continue sur R également. De plus, la fonction f n’est dérivable
en aucun point de R.

Preuve. Pour montrer la convergence normale sur R, on peut utiliser le critere de Weierstrass et

remarquer que
k

k
Wk €N, Vz € R, ‘(Z) o(4k2)

' 3
< |Z
14

On en déduit la continuité de f sur R avec la propriété [1.2.9
Soit € R. Observons que si f est dérivable en x, alors quelles que soient les suites (o, )pen €
] — o0, 2N et (By)nen €)x, +00[N convergeant vers x, on a quand n tend vers +oo,

f(Bn) = f(2) + (Bn — 2) f'(2) + o((Bn — @)
et de méme

flom) = f(2) + (an — 2)f'(2) + o((x — an)).

Par soustraction, il vient en remarquant que tout terme négligeable devant (3, — x) ou (z — ay)
Pest devant (8, — ay,),

F(Br) = flan) = (Ba — an) f'(2) + o((Br — an)).-
On en déduit que
f(ﬁn) - f(an) /
Bn — an njoo f (x)
Afin de montrer que f n’est pas dérivable en x, nous allons construire deux suites (ay, )nen €t (Bn)nen

comme ci-dessus, c’est-a-dire tendant vers x par valeurs respectivement inférieures et strictement
supérieures, convergeant vers x, mais telles que

f(Bn) = flam)| _ 3"
E e (1.15)

Fixons donc x € R. Pour n € N, désignons par p la partie entiere de 4"z : c’est le seul élément de

Vn € N,

p € Z vérifiant
p<4"x <p+1.

Posons maintenant
an=4""p et B,=4"(p+1),

de sorte que
an <z < B,

et B, — an, =47™. On en déduit que

ap, — T et Bn — .
n—-+o0o n—-+4oo

Pour n € N, écrivons

60~ fom) =3 (3) (68 + 1) — am).

k=0
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Observons que, par 2-périodicité de ¢, les termes d’indice k& > n sont nuls dans la somme ci-dessus.
Pour k£ < n, on a avec le caractére 1-lipschtizien de ¢ :

lp(4" " (p+ 1)) — (4" )| < 4P (p+ 1) — AP =4k,

Enfin, pour £k =n, on a
(4" (p+ 1)) — p(4*"p)| = 1.

Ainsi, par inégalité triangulaire inverse, on a

56~ Fea 2 (3) =30

Divisant par [, — a,, = 47", il vient ((1.15)). On conclut que f n’est pas dérivable en x. [

1.5 Séries de puissances

Définition 1.5.1 On appelle série de puissances (ou parfois, série entiére) toute série de
fonctions de X =R ou X = C dans un X -espace vectoriel normé complet Y dont le terme général
est de la forme

Vn € N, un:<X — Y >,
x > ap(z—x0)"

ot (an)neny € YN et mg € X sont donnés.

Remarque 1.5.2 La notation a,(x —xo)"™ désigne exceptionnellement la multiplication du vecteur
an €Y par le scalaire (x — o)™ : le scalaire est exceptionnellement placé derriére le vecteur. Cette
notation est motivée par le fait qu’elle est naturelle dans le cas o Y =R ou C.

1.5.1 Limites supérieures de suites réelles positives

On note R" I'ensemble R* auquel on ajoute un élément noté 4+oco. On prolonge la relation
d’ordre < de Rt A R' en posant
Va € ]R+, r < 4o00.

On prolonge également la relation < en posant
Va,y e RT, (z<y)<= (z<y et x#£y).

Définition 1.5.3 Soit (ay)nen une suite d’éléments de R*. Définissons sa limite supérieure.

—N
On définit tout d’abord la suite (o )pen € RT en posant

Vn € N, Qy = sup ag,
k>n
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avec la convention que o, vaut 400 lorsque la suite (ay)k>n n’est pas majorée, et vaut le plus petit
des majorants dans R de la suite (ag)k>n dans le cas contraire. La suite (o )nen est décroissante
dans R™. Distinguons deux possibilités mutuellement exclusives :

— soit pour tout n € N, o, = +00, et dans ce cas on pose

lim sup a,, = +o0.
n—-+oo
— soz’tlﬂ il eziste unn € N tel que pour tout k > n, ay, € RT, et dans ce cas, la suite () nen est
réelle a partir d’un certain rang, décroissante, minorée par 0. En particulier, elle converge
dans RT. Dans ce cas, on pose

limsupa, = lim «,.
n—+00 n—r+00

Remarque 1.5.4 Ce second cas est exactement le cas ot la suite (ap)nen est bornée (ce qui équi-
vaut a dire qu’elle est majorée). Ainsi, la suite (an)nen admet des valeurs d’adhérence dans R, et
le réel limsup,, , . a, est la plus grande de ces valeurs d’adhérence.

Définition 1.5.5 Pour o € R+, on pose

+00 si a=0,

1 1

-] = : +

> " si a€ RT\ {0},
0 si a = +oo.

Remarque 1.5.6 Toute suite réelle positive (ap)nen admet donc une limite supérieure dans R"

1
n—+oco dn

et la notation T sup désigne un élément bien défini de R

1.5.2 Théorie du rayon

L’étude des séries de puissances est grandement facilitée par I'introduction de la notion de
rayon :

Définition 1.5.7 Soit an(x—x0)" le terme général d’une série de puissances. On définit un élément
R deR" appelé rayon de la série de puissances en posant

1
a lim SUPp— 400 Han”l/n ‘

(1.16)
Remarque 1.5.8 La formule (1.16]) porte le nom de formule de Hadamard (voir la preuve de la
propriété [3.6.24)).

En effet, du point de vue de la convergence simple, le rayon se caractérise (et décrit une partie
du comportement de la série de puissances) comme suit :

Propriété 1.5.9 Soit a,(x — xo)" le terme général d’une série de puissances. Son rayon R est
l"unique élément de R tel que

6. et on vérifie dans ce cas que ag, aa,...,an—1 sont également finis, si n > 1. La suite (an)nen est done réelle.
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— pour tout x € X tel que |v — xo| < R, la série de terme général an(x — o)™ converge
absolument dans 'Y .

— pour tout x € X tel que |x — xo| > R, la série de terme général an(x — xo)" diverge grossié-
rement.

Preuve. Vérifions que R est effectivement un élément de R* ayant les deux propriétés annoncées.
L’unicité d’un tel élément est laissée au lecteur.

Commengons par montrer la premiere propriété. Si R = 0, il n’y a rien a démontrer. Supposons
donc R > 0. Soit € X tel que |z — 29| < R. Choisissons R’ > 0 tel que |z — z9| < R’ < R,

c’est-a-dire tel que
1 1 1

<= < —.
R R |x— x|

Puisque, par définition du rayon,

el

il existe N € N tel que pour tout n > N,

lanll" < =
On en déduit pour n > N,

ool < Z7e
puis .

Jon(e = 20)"l| = Naalle - zol" < (122721)

Puisque

| R/m0| “1,

on conclut & la convergence absolue de la série de terme général a,(z — o)".
Montrons maintenant la seconde propriété. Si R = +o00, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc
R € R, et considérons x € X tel que |z — z9| > R. Soit R’ > 0 tel que R < R < |z — xo],

c’est-a-dire
1 1 1

— < =<
|t —xzo| R R

Par définition du rayon, 'ensemble {n € N | 4 < |an||*/™} est infini. On en déduit Pexistence

d’une fonction ¢ de N dans N*, strictement croissante, telle que
1 1
Vn € N, ﬁ < ||a<p(n)H fetn),

Par suite, on a

|z — 0| ¢(n)
vn €N, (R < ||a<p(n)H|$ - wO‘W(n) = Hago(n)(x - xo)‘p(n)H
Puisque 1 < |z —xo|/R’, il vient que ||ag (= —20)¥™|| — +o0. Ainsi, la série de terme général
n——+00
an(xr — xo)™ diverge grossiérement. [ ]

Outre la convergence ponctuelle, le rayon d’une série de puissances donne des informations sur
la convergence de la série en tant que série de fonctions.
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Théoréme 1.5.10 Soit a,(x — x¢)"™ le terme général d’une série de puissances de rayon R € R"
strictement positif. Distinguons deux cas :
— st R est fini, alors pour tout € €]0, R[, la série de fonctions de terme général an(x — zo)"
converge normalement sur B(xg, R — €].
— si R est infini, alors pour tout Ry € R%, la série de fonctions de terme général a,(x — xo)"
converge normalement sur B(xq, Ro].

Preuve. Distinguons les deux cas. Supposons dans un premier temps que R est (strictement positif
et) fini. Soit € €]0, R[. Observons que

VneN, Vze B(xo, R— ¢, llan(x — 20)"|ly < |lan|ly (R —¢e)". (1.17)

Par définition du rayon, celui de la série de puissances de terme général |la,|yz™ est également
R. D’apres la propriété appliquée a cette derniére série, la série numérique de terme général
|an|ly (R — €)™ converge. Par le critere de Weierstrass, avec I'inégalité (1.17)), on conclut & la
convergence normale de la série de terme général a,(z — z¢)" sur B(zg, R — ¢].

Supposons maintenant que R = +o00. Soit Ry > 0 un nombre réel. Comme précédemment, on a

Vn eN, Vz e B(xg, Rol, lan(z — 20)"|lyv < ||an|ly R -

Le rayon de la série de puissances de terme général ||a, ||y z" est R, donc la série numérique de terme
général ||a, ||y R converge. Le critéere de Weierstrass assure finalement que la série de puissances
de terme général a,(z — o)™ converge normalement sur B(z, Rp). ]

On peut étendre la définition [I.1.19] en posant
Vo € X, B(xg, +o00[= X.
Le corollaire suivant reformule simplement le théoréme ci-dessus.

Corollaire 1.5.11 Soit a,(z — xo)" le terme général d’une série de puissances de rayon R € R"
strictement positif. La série de fonctions de terme général a,(x — xo)™ converge normalement sur
les compacts de B(xo, R|.

Preuve. Dans le cas ou R est fini, si K est un compact de B(xg, R], alors il existe € €]0, R] tel que
K C B(zo, R — ¢]. La convergence normale de la série de puissances de terme général a,(x — xo)"
sur B(zg, R — €] assurée par le théoréme implique la convergence normale de cette méme
série de puissances sur K.

Dans le cas ou R = 400, si K est un compact de B(zg, R[= X, alors il existe Ry > 0 tel que
K C B(zg, Ro]. La convergence normale de la série de puissances de terme général a,(z — x¢)" sur
B(z, Ry] assurée par le théoreme implique la convergence normale de cette méme série de
puissances sur K. [ |

Définition 1.5.12 Soit a,(z — xo)" le terme général d’un série de puissances. Notons R € R"
son rayon. Lorsque R > 0, on appelle disque ouvert de convergence de la série de puissances
l’ensemble B(xo, R].

Remarque 1.5.13 Le corollaire [1.5.11 signifie donc qu’une série de puissances de rayon R > 0
converge normalement (donc uniformément, car (Y,|| - ||) est complet et l'on peut appliquer la
proposition sur les compacts de son disque ouvert de convergence
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Une conséquence importante de ce fait est la continuité de la somme d’une série de puissances
sur son disque ouvert de convergence.

Corollaire 1.5.14 Soit a,(xz — xo)"™ le terme général d’une série de puissances de rayon R > 0.
La somme S de cette série est définie et continue sur le disque ouvert de convergence de la série
de puissances.

Preuve. Par la propriété la somme S est bien définie sur B(xzg, R[. De plus, la convergence
de la série de puissances est uniforme sur les compacts de B(xg, R]| par le corollaire Puisque
B(zg, R est un ouvert de X et puisque X est un X-espace vectoriel de dimension finie (égale a 1),
on peut appliquer la proposition pour conclure que S est continue sur B(xg, R|. [ |

Remarque 1.5.15 Nous verrons que, lorsque R > 0, la somme S est en fait bien plus réguliére
sur son disque ouvert de convergence : lorsque X = R, elle est de classe C* sur B(xq, R[=]zo —
R, o+ R], comme nous le verrons au corollaire; lorsque X = C, elle est en fait holomorphe
(c’est-a-dire de classe C>° comme fonction d’une variable complexe) sur B(xo, R[. Cette notion sera
étudiée plus en détails au chapitre (voir le théoréme .

Propriété 1.5.16 (Reégle de D’Alembert) Soit a,(x—x)" le terme général d’une série de puis-
=+ . o . .

sances de rayon de convergence R € R". Supposons que, da partir d’un certain rang, la suite (an)nen
ne s’annule pas dans Y, et que la suite, définie a partir d’un certain rang, (||an+1|v/llanlly )nen
converge vers £ € R". Dans ce cas, le rayon de la série de puissances de terme général a,(x — z9)"
vaut

R=-.

14

Preuve. Plagons-nous dans le cas ou ¢ €]0, +o00[. Fixons e €]0, ¢[. Puisque la suite (||ant1|ly/|lanlly)nen
converge vers /¢, il existe N, € N tel que pour tout n > N,

lantally

{—e<
lanlly

</l+e.

Ceci implique que, pour n > N, on a
(=" Jan.lly < llanlly < €+2)""™ Jan.|ly-

On en déduit que, pour n > N,
n—Ng 1 1 n—Ng 1
(t—e) 7 llan.lly < llanlly < (42e) ™ llan.[l3-
Un passage a la limite supérieure quand n tend vers +oo et la formule (1.16]) de la définition m

assurent que

1

{—e< =< /{+e.

Ceci valant quel que soit € €]0, ¢[, on conclut que ¢ = 1/R dans ce cas.

Dans le cas £ = 0, on choisit € > 0 quelconque et on raisonne comme ci-dessus en ne conservant
que les inégalités de droite pour conclure que 1/R < €. On en déduit que R = +o00 dans ce cas.
Enfin, dans le cas £ = 400, on fixe un r > 0 arbitrairement grand. Puisque la suite (||an+1|v/]|anlly )nen
tend vers £ = +oo dans ce cas, il existe un N, € N tel que pour tout n > N,.,

lant1lly

r < .
llanlly
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Par suite, pour n > N,, on a
n—Ny

lan, [lyr < llanlly-

On en déduit que, pour n > N,
1 n—N, 1
la, 3" < flaall}-

Passant a la limite supérieure dans I'inégalité précédente, on obtient

< 1
r< —.
R
Ceci valant quel que soit r > 0, on conclut que 1/R = +00, c’est-a-dire que R = 0 dans ce cas. B

1.5.3 Etude au bord du disque ouvert de convergence

Présentons maintenant deux résultats qui, sous réserve d’une hypotheése de convergence au
bord du disque, donnent des informations sur la convergence au sens des séries de fonctions. Le
premier résultat suppose de la convergence absolue en un point du bord, le second uniquement de
la convergence ponctuelle en un point du bord.

Pour zp € X et R €]0,+o0[, on note

C(xzo,R) ={z € X | |x — x| = R},
le cercle de centre x( et de rayon R.

Théoréme 1.5.17 Soit a,(x —xo)" le terme général d’une série de puissances de rayon R. Suppo-
sons que R €]0,4o00[. S’il existe y € C(xo, R) tel que la série de terme général an(y — xo)"™ converge
absolument, alors la série de puissances de terme général an(x — xo)"™ converge normalement sur

B(.%'(), R} .
Preuve. Il suffit d’observer que

vneN, Vae B(xo, R,  lan(z —z0)"|ly = llanllyz — zo[" < |lanlly B" = llan(y — 20)"[ly-

Puisque ce dernier terme est le terme général d’une série numérique convergente par hypothese et
ne dépend pas de x, le critére de Weierstrass assure la convergence normale de la série de puissances
de terme général a,(z — o)™ sur B(xo, R]. ]

Théoréme 1.5.18 (d’Abel radial) Soit a,(x—x¢)" le terme général d’une série de puissances de
rayon R. Supposons que R €]0, +oo[. S’il existe y € C(xo, R) tel que la série de terme général a,(y—
x0)" converge, alors la série de puissances de terme général a,(x — xo)"™ converge uniformément
sur le segment reliant g a y.

Preuve. Soit 6 € R tel que y = zg + Re'’. Paramétrons le segment reliant zo & y par
ts a(t) == (1 — t)xo 4 ty = z0 + tRe?,
pour ¢ € [0, 1]. Observons qu’alors,

VYn eN, Vtel0,1], an(2(t) — 20)" = ant"R"e™?,
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L’hypothese de convergence de la série de terme général a,(y — o)™ implique donc que la suite

n
Sp = Z apRFe™
k=0
converge. En particulier, cette suite est de Cauchy dans Y. Fixons € > 0 et choisissons N € N* tel
que

VYn>N, VpeN, |Sn+p — snlly <e.

Afin d’appliquer le critere de Cauchy uniforme (propriété [1.2.14)), nous allons, pour n > N + 1,
p € Net t €|0,1], effectuer une transformation d’Abel sur la somme

n+p n+p .
S~ ax(a(t) = 0)* = 3 anly - ao)¥ (100

k=n k=n Yy=%o
+ ; k
_ nz:p an RE ik tRe"
N F Ret?
k=n
n—+p
= Z(Sk - Skfl)tk
k=n
n-+p
= (8K — $n—1 — (sp—1 — sp—1))t"
k=n
n+p n+p
= Z (sk — Sn_1)t" — Z(Sk—l — sp_1)tF
k=n k=n
n+p n+p—1
= Z(Sk — Sn_l)tk — Z (Sk - Sn_l)thrl
k=n k=n—1
n+p—1
= Z (sk — Snfl)(tk - tk+1) + (Snt+p — S " P = (sp_1 — sp_1)t"
k=n -0
n+p—1
= 37 (88— S0 ) (= ) (504 — 80 1)1
k=n
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On en déduit que
n—+p

Z ap(x(t) — z0)*

k=n

n+p—1

Y sk = sum1) (#F =) [+ [[(snp — 80—ty
Y k=n q

IN

>0
n+p—1
Y sk = snn)lly (0 = ) + [[(snp — s Iy 67

k=n
n+p—1
Z €(tk _ tk‘—i—l) + 6tn+p

k=n
n+p—1

<e Y (tF-t"th+e
k=n

<e(t" — t"TP) 4 et TP
<e t"
N~
<1
<e.

IN

IN

A Daide du critére de Cauchy uniforme, ceci démontre que la série de fonctions de terme général
an(z(t) — xp)"™ converge uniformément sur [0, 1]. |

Nous allons maintenant donner une application de ce résultat de convergence radial aux séries
numériques (Y =R ou Y = C). Commengons par un rappel du cours de CDI1.

Définition 1.5.19 Soit (ap)nen et (by)nen deuz suites d valeurs dans C. Le produit de Cauchy
de ces suites est par définition la suite de terme général

n
Cp = Z apbp—r-
k=0

Propriété 1.5.20 Si les séries numériques de terme général (ap)nen et (bp)nen convergent abso-
lument dans C, alors le produit de Cauchy (cn)nen de ces deux séries est le terme général d’une
série numérique convergente et l’on a

Preuve. Voir le cours de CDI1. [ ]

Le résultat de convergence radial (théoréme [1.5.18) permet de démontrer le résultat plus fin
suivant.

Théoréme 1.5.21 Si les séries numériques de terme général (an)nen €t (bp)nen convergent dans
C, et si leur produit de Cauchy (¢p)nen est aussi le terme général d’une série convergente, alors on
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Remarque 1.5.22 On affaiblit Uhypothése de convergence absolue en une simple hypothése de
convergence des séries de terme général (an)nen €t (bn)nen, et 'on ajoute hypothése de convergence
de la série produit de Cauchy pour avoir finalement la méme formule.

Preuve. On définit les séries de puissances

+o0o +o0 +o0o
Az) = Z anz”, B(z) = Z bz et C(x) = Z ™.

n=0 n=0 n=0
Puisque la série de terme général (a,)nen converge, on a Ry := R(3./20 a,z™) > 1. De méme, on
a Rp := R( :{:6 bpz™) > 1 et Ro = R( Ii% cpx™) > 1 Si Ry > 1 alors la fonction A est définie
et continue sur [0, R4[ par le corollaire donc en particulier sur [0,1]. Sinon, R4 = 1 et la
fonction A est également continue sur [0, 1] par le théoréme De méme, on montre que les
fonctions B et C sont continues sur [0,1]. En outre, pour tout x € [0, 1], on a, avec la propriété
appliquée aux séries de terme général a,z™ et b,x™ dont le terme général du produit de

Cauchy est Y 1 apzFb,_a"F = ¢,z la relation
C(z) = A(z)B(x),

car ces séries numériques convergent absolument (propriété [1.5.9)). Puisque les fonctions A, B et C
sont continues sur [0, 1], on en déduit en faisant tendre x vers 1 par valeurs inférieures dans ’égalité
précédente

qui est exactement la relation souhaitée. [ |

1.5.4 Fonctions réelles-analytiques

On se donne une suite (a,)peny d’éléments d’'un espace de Banach Y (par exemple Y = R ou
Y = C), xp un nombre réel et 'on s’intéresse a la somme de la série de puissances de terme général
an(x — o)™ de la variable réelle z.

Définition 1.5.23 On appelle série de puissances dérivée formelle de la série de puissances de
terme général na,(x — xo)" L.

Propriété 1.5.24 Le rayon de la série de puissances de terme général ay(x — xo)" est égal d celui
de sa dérivée formelle.

Preuve. Notons R € R’ le rayon de la série de puissances de terme général a,(z — x¢)" et R’
celui de sa dérivée formelle. A T’aide de la définition on a

1 1 _
— = limsup ||an‘|§/n et —,; = limsup ||nan||;/(n b,
R n—+oo R n—-4o00
11 suffit alors de remarquer que pour n € N*, on a
1/(n—1 1/(n—1 1/m\ ™/ (n=1)
a7 = /D) (g 1m)
Puisque
p/D 1 et o,
n——+o0o n—1n—-+x
il vient que R = R'. [ ]
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Corollaire 1.5.25 Soit (an)nen une suite d’éléments de Y telle que le rayon de la série de puis-
sances de terme général a,z"™ est R > 0. La somme S de la série de puissances de terme général
an(x — )" est de classe C*° sur |zg — R, xo + R]. De plus

+o0o
Vk € N*, Vx €]xg — R, xz0 + R, SH) (z) = Z nn—1)...(n—k+1)ay(x — z)" ",

n=~k

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur k£ € N*. Pour l'initialisation, on remarque
que la série dérivée formelle de terme général na, (x —x)" ! est la dérivée terme a terme de la série
de terme général a,(x — xo)", par définition. D’apres la propriété précédente, le rayon de la série
dérivée formelle est R. Par le corollaire cette série de puissances converge uniformément sur
les compacts de B(xg, R[, donc en particulier sur les compacts de |xg — R, x, + R[. Enfin, par le
théoréme de dérivation des séries de fonctions, on conclut que S est de classe C! sur Jzg — R, 2o+ R],
et I'on a

+oo
Vo €]zg — R, zo + R, S'(x) =Y nan(z - z0)" L
n=1
L’hérédité est laissée au lecteur. [ |
Corollaire 1.5.26 Soit (an)nen une suite d’éléments de Y telle que le rayon de la série de puis-

sances de terme général a,z™ est R > 0. Notons S la somme de la série de puissances de terme
général a,(x — x0)™. On a

k
Vk € N, a = S(;('xo). (1.18)
Preuve. Il suffit de remarquer que S(zg) = ag et, de méme, avec le corollaire précédent,
+oo
Vk € N¥, SH) () = Z nn—1)...(n—k+1)an (xg — x0)" % = klas.
n=k =0 si n—k>1
|

Remarque 1.5.27 Ce corollaire assure une forme d’unicité des coefficients des séries de puis-
sances : 50it (an)nen €t (bp)nen deuz suites d’éléments de'Y . Notons R4 et Rp les rayons respectifs
des séries de terme général a,(x — xg)"™ et by(xr — xo)™. Supposons que Ry et Rp sont strictement
positifs et qu’il existe r €]0, min(R4, Rp)[ tel que

+o00 +o00
Va €lzg — r,xo + 7, Zan(aj—xo)” = an(x—:no)".
n=0 n=0

Dans ce cas,
Vn € N, ap = by,

et par suite R4 = Rp.
Définition 1.5.28 Soit U C R un ouvert, et f une fonction de U dans le Banach Y. On dit que
la fonction f est réelle-analytique sur U lorsque pour tout xog € U, il existe € > 0 tel que f est la

somme d’une série de puissances de terme général a,(x — xo)"™ sur |xg — &, x¢ + €[. On note A(U)
l’ensemble des fonctions réelles analytiques sur U d valeurs dans le Banach Y .
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Remarque 1.5.29 De maniére équivalente, par le corollaire|1.5.20, la fonction f est réelle-analytique
sur U si elle est de classe C*° sur U et pour tout xg € U, il existe € > 0 tel que la série de Taylor
de f converge simplement vers f sur|zg — e,z + €.

Propriété 1.5.30 On a linclusion
AU) CcC>®(U,Y).
De plus, lorsque U # () et Y # {0}, Uinclusion est stricte.

Preuve. L’inclusion est évidente car une fonction de A(U) est somme d’une série de puissances au
voisinage de tout point de U, donc de classe C*° au voisinage de tout point de U. De plus, lorsque
U # (), il contient un certain intervalle |z¢ — &,z + €[ avec 2o € U et € > 0. Sur cet intervalle, si y
est un vecteur non nul de Y, la fonction

Uu — Y

f: N e VE=20) wo oy siz>ag |,
0 xy sinon

est dans C*°(U,Y) (ce fait est laissé en exercice) mais pas dans A(U). En effet, ses dérivées succes-
sives en 0 sont identiquement nulles. Si elle était dans A(U), elle serait nulle sur un voisinage de 0,
ce qui n’est pas le cas. [ |

1.6 Séries de Fourier

1.6.1 Coefficients de Fourier d’une fonction périodique

Définition 1.6.1 On note Rap l'ensemble des fonctions de R dans C, Riemann-intégrables sur
tout segment de R, et 2w-périodiques sur R.

Propriété 1.6.2 L’ensemble Ro, est un espace vectoriel sur C. C’est également une sous-algebre
de l’ensemble des fonctions de R dans C pour les lois usuelles.

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 1.6.3 L’ensemble Ro, est ’espace des fonctions 2m-périodiques de R dans C qui sont
Riemann-intégrables sur [0, 27].

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 1.6.4 On note C° , (R, C) l’ensemble des fonctions de R dans C, continues par mor-

m,27m
ceaux sur R, et 2w-périodiques. L’ensemble C&QW(R, C) est une sous-algébre de Rox.

Preuve. Exercice [ |

Propriété 1.6.5 On note C3_(R,C) l’ensemble des fonctions de R dans C, continues sur R, et
2m-périodiques. L’ensemble C3_(R,C) est une sous-algébre de CY, 5 (R, C).

m,27
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Propriété 1.6.6 Pour k € Z, on note

e_R—>(C
k~x)_>eikx'

La fonction ey, est un élément de C9_(R,C). On note pour tout n € N.

T,, = Vectc ((ek)_ngkgn) ;

lespace des polyndémes trigonométriques de degré au plus n. C’est un espace vectoriel de dimension
finie 2n + 1.

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 1.6.7 Pour tout f € Ron, et tout a € R, la fonction f est Riemann-intégrable sur
[a,a + 27] et l'on a

o f(z)dx = /aH7r f(z)dx.

0 a

Preuve. Exercice. [ |

Définition 1.6.8 Pour f,g € Rax, on note

1 2m -
(f,9) = — f(z)g(z)dz.

2 Jo

Propriété 1.6.9 L’application (-,-) est une forme hermitienne positive sur Ror, et donc par res-
triction sur CPH’QW(R, C). En restriction a CY_(R,C), c’est une forme hermitienne définie positive.

Par suite, application

H-||-<R2” - = )
\F o= VTN =& I @)Pd)

est une semi-norme sur Rox comme sur CO o (R, C) et c’est une norme sur C. (R, C). En particu-

lier, (C9.(R,C), (-,-)) est un espace préhilbertien complexe.

Preuve. Exercice ]
Définition 1.6.10 L’application || - || est appelée norme (ou semi-norme) en moyenne quadra-
tique.

Propriété 1.6.11 Pour tout n € N, les fonctions (eg)_n<k<n forment une base orthonormée de
T,.

Preuve. Exercice ]
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Propriété 1.6.12 (Identité du parallélogramme) On a en particulier

Vf.g € Rax, I + gl +IIf — gl =20 17 + 2llgl>. (1.19)

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 1.6.13 Si X # () est une partie de Rax, on définit son orthogonal
Xt ={yeRor |Vz € X, (x,y) =0}.
C’est un sous-espace vectoriel de Raox.

Preuve. Exercice ]

Définition 1.6.14 On dit que f € Rar et g € Ror sont orthogonales lorsque (f, g) = 0.

Propriété 1.6.15 (Théoréme de Pythagore) Si f,g € Ror sont orthogonales, alors

1 + gl = [IF1I* + llgll*. (1.20)

Preuve. Exercice. ]

Définition 1.6.16 Soit f € Rar. On définit ses coefficients de Fourier (exponentiels) (cx(f))kez

par la formule

2w .
VheZ,  alf) =g [ f@e s = (e

1.6.2 Série de Fourier associée a une fonction périodique

Propriété 1.6.17 Soit f € Ror et n € N. La fonction

T, — RT
dpy : ,
p — |f-npl

admet un unique minimum sur T,. Ce minimum est appelé projeté orthogonal de f sur T,.
Notons le pp(f). Il est caractérisé par le fait que

pa(f)eTn et VgeT, (f—pu(f) g) =0. (1.21)

On a par ailleurs la formule
n

pa(f) =Y cx(f)e (1.22)

k=—n

Preuve. Soit f € Ro; et n > 0. La fonction d,, est définie que T},, & valeurs positives. Elle admet
un unique minimum sur 7}, si et seulement si d,% admet un unique minimum sur 7,. C’est ce que
nous allons montrer. L’ensemble 7j, est non-vide et la fonction d2 est positive sur cet ensemble. En
particulier, elle est minorée sur cet ensemble et il existe m, > 0 et une suite de fonctions (t)xr>0
de T,, telle que

d2 (ty,) Rl m? = i%lf dz. (1.23)
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Pour tout k,¢ € N, en utilisant l'identité du parallélogramme ([1.19) de la propriété [1.6.12] on
obtient
[tr —tel® = 1(f =te) = (f =to) |
= 2|If —tl* +201F — tll® — 12f =t — tol®

tr +ty
21f — 6l + 20f — o] - 4 £ -

2

2
Puisque T}, est un espace vectoriel, on a (¢, + t¢)/2 € Ty,. Par conséquent, m?2 < Hf - @ . On

en déduit que, pour k,/ € N,

tr — tol|* < 2d2 (tg) + 2d2 (tg) — 4m2. (1.24)

Fixons £ > 0. Utilisant (1.23), il existe N. € N tel que pour k € Navec k > N, on a 2(d2(ty)—m2) <
€2/2. Utilisant (1.24]), on en déduit que pour k,¢ € N avec k > N, et £ > N, on a

It — tel] <e.

En particulier, la suite (fx)ken est de Cauchy dans (75, || - ||). Puisque cet espace vectoriel normé est
de dimension finie, il est complet. Par conséquent, la suite (tx)ren converge vers un certain t* € T,,.
Par continuité de la norme, ou en utilisant la majoration

VEEN,  my <|If =t < F = tell + [tk — 27,

il vient que d2(t*) = m2. Ceci démontre que d? (donc d,,) admet un minimum sur 7;,. Montrons

que ce minimum est unique en supposant qu’on a une fonction u € T), telle que d?(u) = m2.

Dans ce cas, on a, puisque 7T, est un espace vectoriel, que (u + t*)/2 € T,. Ceci implique que
(12
m2 < H f— %H . Utilisant de nouveau 'identité du parallélogramme ((1.19]), on obtient

2

t*
ut < 2mi+2mi — 4m?.

2

En particylier u = ¢* et ceci démontre I'unicité du minimiseur de d? (donc de d,,) sur T},. Notons
pn(f) ce minimiseur. Montrons qu’il vérifie (I.21)). D’une part, on a p,(f) € T, par construction.
Soit g € Ty,. Pour s € C, posons h(s) = ||f — pu(f) — sg||?. Puisque T}, est un espace vectoriel, on
a pn(f) + sg € Ty,. Par conséquent, h(s) > m2. Or on a

vseC,  h(s)=If —palHI? = 2RE(f = palf), 9) + s ]l9]?
En particulier, on peut prendre s de la forme ¢t x (f — pn(f), g), ou t est un nombre réel. Puisque
If = pu(£)|I> = mi, il vient que

vteR,  mi =2t [(f —pulf) 9)I* + [tP1(F — palf), )P lgl? = mi.

Ceci impose que le terme d’ordre 1 en t est nul (examiner le comportement du membre de gauche
pour t proche de 0). En particulier, on a

Ainsi, p,(f) vérifie bien (|1.21]). Montrons réciproquement que si u € T,, vérifie
Vg € Tna <f - UJ?Q) = 07 (125)

Hu—mﬁzmu—mﬁ+wf—ﬂW—4W—
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alors u = pp(f). Soit u € T), vérifiant ((1.25]). Observons que

my = | f = pa(N)?
= |I(f —w) + (u = pu( )
= |If = ull? + 2R ((f — w,u = pu())) + llu = pa(f)II?
= |If —ul® + lu = pu( DI
car (f —u,u — pnp(f)) =0 car u — p,(f) € T,,. Ainsi, on a
inf a2 = d2 () + Ju — 1)

Ceci implique que ||u—p,(f)||?> = 0, donc u = p,(f). Ainsi, la relation (1.21]) caractérise bien p,(f).
Enfin, montrons que p,(f) est donné par la formule ((1.22)). Pour cela, avec ce que 1’on vient de mon-

trer, il suffit d’observer que p,(f) € T, et que 'on a pour tout g € T,,, <f — 2 kj<n S er)er; g> =0,
ou, de maniere équivalente,

Ve e {—n,---,n}, <f— f:(f,ek>ek,eg>:0.

k=—n

Ceci est évident en utilisant la propriété |1.6.11} En effet, pour £ € {—n,--- ,n}, on a

<f— Xn: <f,€k>€k,€z> = (fier) — z”: (f,er) (ex, ee)

k=—n k=—n

<f7€f>'_ §f>e€>
= 0.

Définition 1.6.18 Soit f € Ror. On appelle série de Fourier associée a f la série de fonctions
de terme général (uy)r>0 définie pour v € R et k > 1 par

uo(x) = (freo) et up(x) = (f,er) er(2) + (f, ex) ex(x).

On note pour tout n € N, S, (f) la somme partielle de cette série. Ainsi,

n n

V>0, VeeR,  Su(f)(@) =Y w@)= > (frex)er(x) = Y cr(fex(®) = pu(f)(x).
k=0

k=—n k=—n

Remarque 1.6.19 Par définition, pour f € Rar, la fonction S, (f) est la meilleure approximation
de f par un polyndome trigonométrique de degré au plus n, en moyenne quadratique.

Propriété 1.6.20 Pour f € Roy et n € N, la fonction S, (f) est un polynome trigonométrique de
degré au plus n. En particulier, c’est une fonction de classe C*° sur R, 2mw-périodique.

Preuve. Exercice. [ ]

Ecrivant pour f € Raox que f = (f — pu(f)) + pn(f), on a une décomposition de f en somme
d’un élément de T, ,ﬂ' et de T},. Ceci implique que
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Propriété 1.6.21 Pour tout n € N, la somme directe orthogonale de T), et de T~ est égale d Rox.
Autrement dit N
Rox =Tn ® Tt (1.26)

Preuve. C’est une utilisation de la propriété [1.6.17] et de la décomposition indiquée avant la
proposition. [ ]

Corollaire 1.6.22 Pour f € Roz et n € N, on a
A1 = [1f = u (I + la(HII (1.27)
Preuve. C’est un corollaire de la décomposition ((1.26)) et de la relation de Pythagore (1.20). m

Corollaire 1.6.23 (Inégalité de Bessel) Soit f € Ror et n € N. On a

S lee(HP < I£I12

k=—n

Preuve. Pour f € Ror et n € N, on a, puisque les (ey)_n<i<, forment une base orthonormée de

T, (propriété
Ipn (DI = <Z ce(fers Y Ce(f)€z>

[k|<n [¢|<n

= > > alNelflex e
[k|<n |[€|<n

= > (NI
|k|<n

Utilisant le corollaire [1.6.22] il vient que
AP = 1f = pa(DIP+ D ler(HI
—_—

>0 |k[<n
Ceci démontre I'inégalité de Bessel. [ |

Corollaire 1.6.24 Soit f € Rax. La série de terme général (|ck(f)|? + |c—k(f)|?)k>1 converge. De
plus, on a

+oo
(AP + > (Ien(H + ler(HP) < [1£] (1.28)
k=1

Preuve. C’est une série a termes positifs, dont les sommes partielles sont bornées par I'inégalité
de Bessel par une quantité finie qui ne dépend pas de n. Elle est donc convergente, et 'on a ([1.28])
|

Corollaire 1.6.25 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € Ror. On a
cx(f)

—
|k]—+o00

Preuve. D’apres le corollaire [1.6.24] la série de terme général |ci(f)|? +|c_x(f)|? est convergente.
En particulier, son terme général tend vers 0. Ceci démontre le lemme de Riemann-Lebesgue. =
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1.6.3 Série de Fourier et dérivation

Propriété 1.6.26 Soit f € Ror une fonction continue, de classe C* par morceaux sur R. Alors la
fonction f' (définie sur R éventuellement privé d’un nombre de points fini sur chaque segment ; ot
on la prolonge par 0 par convention) est 2w-périodique et continue par morceauz sur R, donc en
particulier dans Ror, et l'on a

Vk € Z, ce(f)) = ikep(f). (1.29)

Preuve. Soit ¢ € N* et 0 =ag < a1 < --- < aq = 27 une subdivision du segment [0, 27| adaptée
A f, c’est-a-dire telle que pour tout p € {0,...,q — 1}, la fonction f est de classe C' sur I'intervalle
ouvert |a,.a,+1[ et se prolonge en une fonction de classe C* sur le segment [a,, ay+1]. Puisque f est
continue sur R, ceci implique que pour tout p € {0,...,q — 1}, la fonction f restreinte au segment
[ap, apy1] est de classe C! sur ce segment. Par intégration par parties, on a pour tout k € Z, et
p € {0,...,q — 1}, puisque les fonctions x — f(x) et z — e~** sont de classe C! sur le segment

[G’P’ ap+1]7

/(lap+1 f/(x)eiikxd(l? _ f (ap-‘rl) efikap+1 _ f (ap) e—ikap B Aap+1 f(x) X (—ike*ikx) dz.

P P

Sommant sur p, on obtient

q—1

[ r@e e = 3 (£ @)oot — £ @) e ) it [ flaje e

p=0

Puisque ag = 0 et a, = 2, il vient puisque la somme est téléscopique,
21 . . . 2m .
fl(z)e~*edz = f(2m)e 2K — £(0)e™ 0% 4 ik / f(x)e *2dg,
0 0
Puisque e~ 2F™ = 7% — 1 et puisque f(27) = f(0) car f € Ray, on obtient (1.29) en divisant

I’égalité ci-dessus par 2. |

Corollaire 1.6.27 Soit p € N. Soit f € Ra, une fonction de classe CP sur R qui est de plus CP+!
par morceauz sur R. Alors la fonction f®+Y) (définie sur R éventuellement privé d’un nombre de
points fini sur chaque segment; ou on la prolonge par O par convention) est continue par morceaux
sur R, donc dans Ray, et l'on a

Ve {0,....p+1}, VkeZ,  c(f9) = (ik)%e(f).
Preuve. En exercice, par récurrence sur p € N, en utilisant la propriété [1.6.26 pour 'initialisation

et I'hérédité. |

Corollaire 1.6.28 Soit p € N. Soit f € Ro, une fonction de classe CP sur R qui est de plus CP+!
par morceauz sur R. Alors on a

cx(f) i (kplﬂ) : (1.30)

Preuve. Par le corollaire précédent, on a pour k € Z \ {0},

ce(f) = (Z.k)lpﬂck(f(pﬂ))-
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De plus, on a ¢ (fP1) \k\—> 0, en utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue (propriété [1.6.25)),
—+o00

car fP+) €Y, (R,C) C Ran. [ ]

Remarque 1.6.29 Ce dernier corollaire indique que, plus f est réguliere, plus ses coefficients de
Fourier tendent vite vers 0 quand |k| tend vers +oo, au sens ot l'on a (1.30) pour un nombre plus
en plus grand des premiers entiers p.

Corollaire 1.6.30 Soit f € Rox une fonction continue sur R et de classe C* par morceaux sur R.
La série de Fourier de f converge normalement sur R.

Preuve. Soit f une telle fonction. Puisqu’elle est continue et de classe C' par morceaux sur R, on
a par la propriété [1.6.26 pour k € Z \ {0},

jex(f)] = Ck<f’>‘ _1
Observons que, pour £ € R et £k € N*, on a

k(£ 4 en()e™| < Jeor(F)] + lex(F)]-

Par ailleurs, |co(f)e?%*| = |co(f)|. Ainsi, pour tout k¥ € N*, on a

sup e (7)™ + (M| < 5+ 3l + 5 lenl £

1
P

X ler() < 575 + 5 |l

k22
Par le corollaire [1.6.24] que I’on peut appliquer car f’ est (2m-périodique et) continue par morceaux

sur R, la série de terme général |c_(f')|* + |ex(f')|* converge. Puisque la série de terme général
1/k? converge également, il vient que la série de Fourier de f converge normalement sur R. [ |

Nous allons voir en section que la limite de la série de Fourier de f n’est autre que f dans

le cas ci-dessus (théoreme (1.6.40)).

1.6.4 Le théoréme de Dirichlet

Lemme 1.6.31 (Un autre lemme de Riemann-Lebesgue) Soit a < b. Soit f une fonction
Riemann-intégrable sur [a,b] a valeurs complezes. On a

b .
/ f(x)e**dz — 0.

Preuve. Commencgons par observer que le résultat est vrai lorsque la fonction f est I'indicatrice
d’un intervalle inclus dans [a, b]. Par linéarité de I'intégrale, il est vrai dés que f est une fonction en
escalier sur [a,b]. Considérons maintenant le cas général ou la fonction f est Riemann-intégrable
sur le segment [a, b]. Supposons tout d’abord que la fonction f est a valeurs réelles. Fixons & > 0.
Puisque f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b], il existe une fonction en escalier g sur [a, b]
telle que g < f sur [a, b] et f; |f(z) — g(z)|dz = ff(f(x) — g(z))dz < £/2. Puisque g est en escalier
sur [a,b], le raisonnement mené en début de preuve assure qu’il existe R > 0 tel que pour tout
A €R avec |A\| > R, on a

€
< 5

b .
/ g(x)edz
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On en déduit que, pour A € R avec |A\| > R, on a

z)e?dr| < / f(z Z’\xdm—/ g(x)e?dz| + /bg(x)ei)‘zdx
< [ - gl ooz + 5
< / f(@) = g(a)ldz + 3
<

Ceci démontre le résultat lorsque f est Riemann-intégrable sur [a, b] et & valeurs rélles. Maintenant,
en tout généralité, si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et & valeurs complexes, on écrit f = u+ v
avec u et v deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] & valeurs réelles. Par linéarité de I'intégrale,
on a

b , b ' b | , |
VA ER, / f(:c)euxdx:/ (u(x)+iv(x))emxdx:/ u(x)QZAxdg;+z’/ v(z)eNdz,

et chacune des deux derniéres intégrales tend vers 0 quand |\| tend vers l'infini d’apres la partie
précédente de la preuve. On en déduit le résultat pour f Riemann-intégrable sur le segment [a, b]
a valeurs complexes. [ |

Remarque 1.6.32 Deux différences notables dans ce lemme de Riemann-Lebesgue par rapport au
lemme[1.6.25 qui porte le méme nom. D’une part, la fonction f n'est plus nécessiarement la restric-
tion d’une fonction périodique de période (b — a) d un intervalle de longueur (b — a). D’autre part,
la variable réelle dans [’exponentielle de lintégrande peut maintenant prendre des valeurs conti-
nues arbitrairement grandes, alors que seules des valeurs discrétes arbitrairement grandes étaient
autorisées dans le lemme [L.6.23.

Corollaire 1.6.33 Soit a < b. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a,b] d valeurs com-
plexes. On a

/f Jcos(Ax)de — O et /f )sin(Ax)de — 0
[A| =400 [A]=+o0

Preuve. On sépare deux fois les parties réelle et imaginaire pour déduire le résultat du lemme
D’une part, ce lemme [[.6.31] vaut pour les fonctions f Riemann-intégrables & valeurs réelles.
Ainsi, en utilisant que
1T —1r 1T —1x
cos(z) = e fe et sin(z) = i,
2 21
et en séparant parties réelles et imaginaires, on en déduit le corollaire pour les fonctions f Riemann-
intégrables et a valeurs rélles. D’autre part, pour une fonction f a valeurs complexes Riemann-
intégrable sur [a,b], on sépare de nouveau partie réelle et partie imaginaire (qui sont toutes deux
Riemann-intégrables sur [a, b]), et 'on applique ce que 1'on vient de montrer a chaque partie pour
en déduire le corollaire dans sa généralité. [ |

Remarque 1.6.34 Alternativement a la preuve ci-dessus, on peut également prouver ce corollaire
directement, en modifiant légérement la prewve du lemme [1.6.31] compte tenu de la définition de

lintégrande, mais en en gardant la trame.
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Lemme 1.6.35 Soit a < b et ¢ €]a,b[. Soit g une fonction de [a,b] dans C, qui est Riemann-
intégrable sur tout segment inclus dans [a, c[ comme sur tout segment inclus dans |c, b]. Si la fonction
g admet une limite finie en ¢~ et une limite finie en ¢, alors cette fonction est Riemann-intégrable
sur le segment [a, b].

Preuve. Exercice. [ |

Définition 1.6.36 Pour n € N, on note D, le noyau de Dirichlet d’ordre n défini pour x € R
par

D, (z) = zn: etk

k=—n

Propriété 1.6.37 Pour tout n € N, la fonction D, est paire, a valeurs réelles, de classe C*° sur
R, 2mw-périodique, et d’intégrale égale a 27 sur une période. De plus, on a

sin ((2n+1)%)

Vz € R\ (21Z),  Dy(z)= sin(z/2)

(1.31)

Preuve. Les premiers faits énoncés sur la fonction D,, sont laissés en exercice. Montrons la formule
(1.31)). Observons que pour z € R\ (27Z), on a e # 1, de sorte que, en exploitant le caractere
géométrique de la somme définissant D,,(z), on a

_ —inx
D,(x) = e .
i(2n+1)z
_ —inx 1 — el :
N 1 — el
i) E e S _ i(2n41) 22
_ —inT
= e - — -
e'z e '2 —¢'2
: X
sin ((2n +1)%)

sin (%)

Théoréme 1.6.38 (de Dirichlet, version locale) Soit f € Ror et x € R. On suppose que f
admet une limite finie a gauche et a droite en x, que l’on note respectivement f(z~) et f(zT). On
suppose de plus que f admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite en x au sens suivant : il
existe fo(x) € C et fi(x) € C tels que

fla— u); flz) o @) et ” =, fil@).

Dans ce cas, la série de Fourier de f en x converge simplement vers (f(x~)+ f(z™))/2. Autrement
dit,



Preuve. Soit f et z vérifiant les hypotheses. Ecrivons que, par définition de S, (f), on a

Sn(f)(@) = zn: (;ﬂ /Ozﬂf(t)e_”“dt> oika

k=—

_ kg;n (217r /027r f(t)eikteikxdt)

n 1 21 .
-y L / F(H)e @Dy
= 21 Jo

_ 21/27rf(t) ( zn: eik(:c—ﬂ) dt
™ Jo

k=—n
1

2
= 3, f@)Dy(z —t)dt

1 T
S — ) Dy (u)d
5 /90_27r flx —u)Dy(u)du
1 s
—/ f(x —u)Dy(u)du, (1.32)
21 J_r
ou l'on a utilisé la linéarité de I'intégrale pour les fonctions de Rar, la définition [I.6.36] du noyau de
Dirichlet D,,, le théoréme de changement de variable, et 'invariance de I'intégrale sur une période

de la propriété [[.6.7} Par parité de la fonction D,, sur R, on a également, en continuant le calcul
précédent,

SuN@) = 5 [ @ —wDa(-u)du
1 s

= 3 /_7r f(z+ u)Dy(u)du (1.33)

Par ailleurs, puisque D,, est une fonction d’intégrale 27 sur tout intervalle de longueur 27, on a
également

2 “on 9

—T

fE)+ ) 1 I (f<>+f<>> D, (u)du

Ecrivant S,,(f)(z) comme la demi-somme de et (I-33), on obtient
o)) - LD @D 1 /” <f(f6 —u)—f@) | flatw) - f@)

2 T or 2 2

—T

) Dy (u)du. (1.34)

Nommons g, ; l'intégrande ci-dessus, de sorte que

[-m, 7] — C
Gnz * u — (f(I—U)Q—f(f) _,_f(l‘+U)2—f(x+))Dn(u) :

Pour u € [—m,n| \ {0}, on peut écrire en utilisant la relation (1.31)) de la propriété |1.6.37, que
In,z(u) = hy(u)sin ((2n 4+ 1)), ol h, est la fonction

[-m, ] — C
. e f@) | fatwof@) oo
CH N e O O e
0 siz=0
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Cette fonction est définie sur le segment [—, 7], Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans
[, 7]\ {0}. Par le lemme il suffit de montrer qu’elle admet une limite finie & gauche et a
droite de 0 pour obtenir qu’elle est Riemann-intégrable sur [—m, 7]. Or, pour u €]0, ], on a, puisque
f admet une dérivée a gauche en x,

flo—w)—f) _fa-w-fa) (@-w-s

_ /
2sin (4) (- u)—-x 2sin (§) w0+ Jo@)-
De méme, on a, puisque f admet une dérivée a droite en x,
x+u)— flzT x+u)— f(zT T+u)—x
fatw —f@)  flatn) —f@) @t —a

2sin (4) (x+u)—=x 2sin (§)  u—o0t

Ainsi,

hy(w) — fi(x) — fl(x).

) = fila) - fy(a)
Similairement, pour u € [—,0[, on peut écrire que
fletw) = 1) | fo=w) - f@)
2sin (§) 2sin (¥)

On a comme précédemment, puisque f admet une dérivée a gauche en x,

hy(u) =

fatu) - fla) fletu)-f) (@t+u) -2 /
2sin (%)  (ztu) -z * osin (%) 0~ Jo(@),
et puisque f admet une dérivée a droite en x,
fla—u) - f") fle-uw-fla) (@-u-= /
2sin (4) - (r—u) -z " 2sin (%) 0~ ~Jalz).

Ceci implique que

ha(u) — fo(x) — fa(2).

u—0~
Finalement, le lemme [1.6.35| permet de conclure que h, est une fonction Riemann-intégrable sur
[—7, m]. Puisque les fonctions u + gy, o (u) et u — hy(u)sin ((2n + 1)§) sont égales sur [—7, 7]\ {0},
elles ont méme intégrale sur [—7, 7]. Ceci implique en revenant a (1.34]) que

Sn(f)(x) — W = % /_7; Gn.z(u)du = % /_7; hy(u) sin <(2n + 1);) du.

Puisque h, est Riemann-intégrable sur [—m,n] d’aprés ce qui précede, le lemme de Riemann-
Lebesgue [1.6.31] permet de conclure que cette derniére intégrale tend vers 0 quand n tend vers
+00. Ceci acheve la preuve du théoreme de Dirichlet. [ |

Remarque 1.6.39 Dans la preuve du théoréme de Dirichlet, nous utilisons abondamment le fait
que

1
2sin (§) u—=0 "’

qui est laissé en exercice au lecteur.

Théoréme 1.6.40 (de Dirichlet, version globale) Soit f une fonction continue sur R, de classe
Cl' par morceauz sur R et 2m-périodique. Dans ce cas

Sup |Sn(f)(x) = f(z)] — 0,

n—-+00
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c’est-a-dire que la série de Fourier de f converge uniformément vers la fonction f sur R.

Preuve. Puisque f est 27m-périodique, continue et de classe C' par morceaux sur R, le corollaire
assure que la série de Fourier de f converge normalement, donc uniformément sur R vers
sa limite (uniforme) g. Cette fonction g est en particulier la limite simple de S, (f). Puisque f est
continue, elle admet en tout point x de R une limite & droite et a gauche en x, qui n’est autre que
f(x). Puisque f est continue sur R et de classe C! par morceaux sur R, elle admet en tout point
une dérivée a droite et a gauche au sens des hypotheses du théoreme Elle vérifie donc toutes
les hypotheses de ce théoréme en tout point x de R. Ce théoréme assure que, en tout point z de R,
la suite S, (f)(z) converge vers w = f(z). En particulier, pour tout = de R, g(z) = f(x),
par unicité de la limite simple, de sorte que S, (f) converge uniformément vers g = f sur R. [ |

1.6.5 Le théoréme de Parseval-Plancherel

La propriété 2.1.7) et la remarque [2.1.13] permettent de montrer le résultat d’approximation
suivant.

Lemme 1.6.41 Soit f une fonction de Raor d valeurs dans C et € > 0. Il existe une fonction en
escalier p € £([0,27],C) telle que

1

o [ 1@ - el <

Preuve. La fonction f est dans Ror, donc sa restriction a [0, 27] est Riemann-intégrable sur le
segment [0, 27]. Par la remarque [2.1.13] il existe ¢ € £([0, 27], C) telle que

J AT " ot lelojoz < I/
0 P 1+2”fHoo,[0,27r] P 00,[0,27] = 0,[0,27]
Par conséquent, on a
1 2 9 1 2
o | If@) —e@)fdz = o | [f(z) = ¢(2)]|f(z) - p(z)|dz
™ .Jo ™ Jo
1 2
< 7/ (If @)| + [e(@)]) [ f(z) = (z)|dz
™ Jo
1 21
< 52 legozn [ 17@) = p@lde
1 2me
< —2 00.10.27
= 2 Wl 02 T
< e

Lemme 1.6.42 Soit ¢ € £([0,27],C) et € > 0. Il existe une fonction continue u sur [0,27] d
valeurs dans C, de classe C' par morceaur sur R, telle que u(0) = u(2m) et

1

o /02” o(x) — u(z)2dz < e.
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Preuve. Soit ¢ € £([0,27],C) et € > 0. Soit 0 = ag < a1 < --- < ap = 27 une subdivision adaptée
a @, c’est-a-dire telle que ¢ est constante, égale a un certain \; € C, sur chaque sous-intervalle
lai—1,a;[ pour i € {1,---,p}. Posons dp = max;<i<p(a; —a;—1). Observons que dy > 0. Pour chaque
n € N* tel que n > 4/, définissons la fonction u,, comme suit :

— pour z € [ag,ap + 1/n[, on pose u,(x) = p(0) + nx (A1 — ¢(0));

— pour z € [ap + 1/n,a; — 1/n[, on pose uy(z) = A1;

— pour x € [a;—1/n,a;+1/n[, on pose u,(x) = \i+5(x—a;+1/n)(Aiy1—X;) pour 1 <i < p—1;

— pour x € [a; + 1/n,a;+1 — 1/n[, on pose up(r) = A\jt1 pour 1 <i<p-—1;

— pour z € [ap — 1/n,ap], on pose up(x) = Ay +n(x —ap + 1/n)(p(0) — Np).
Observons que u,, est une fonction continue sur [0, 27, et de classe C! par morceaux sur [0, 27], car
elle est continue et affine par morceaux sur ce segment. De plus, elle vérifie u, (0) = ¢(0) = u,(27).
De plus, on a [[un||ls,j0,27] < |#lloc,0,27)- Estimons maintenant pour tout n > 4/4,

[ et = torae = 3 [ fote) = o
0 2 n = Z n
P ag_1+1/n Ok
- (/[ 1“ o) = wnlaPaot [ 1ote) - oo

k=1 -

p ap—1+1/n 9 9
< Z / (@] =+ fun@))"dz+ [~ (p(@)] + [un(@)])"dz
k=1 _ ap—1/n
p ap_— 1+1/7’L
< (L el pamde [ el oo
k_
8p
< H‘PHZ ,[0,27]

Choisissons maintenant n € N* de sorte que n > 4/8y et 4plp||%, 0 2TF]/(mr) < e. Pour un tel n, on

a
1

2m
o [ 1e(@) — un (@) < Ll o0n < =

de sorte que la fonction u = u,, vérifie la conclusion du lemme. [ |
Avec les deux lemmes d’approximation précédents, on peut démontrer le théoréme suivant, qui

précise que l'inégalité de Bessel du corollaire [1.6.23] est en fait une égalité.

Théoréme 1.6.43 (Identité de Parseval-Plancherel pour les séries de Fourier) Soit f €

Ror. On a Uidentité
17 = o= [ 17 @Pdr= 3 leas
neL

Preuve. Soit f € Rar. On a déja justifié lors de la preuve de I'inégalité de Bessel (corollaire
1.6.23)), que pour tout n € N,

A2 =11 = Sa(OIP+ D fex(f)

[k|<n
Montrer le théoréme revient donc & montrer que || f — S, (f)|| - 0. Fixons donc ¢ > 0. Par le
n—-—+0oo

lemme [1.6.41} il existe g € £([0,27],C) tel que ||f — g|| < €/3. Par le lemme [1.6.42] il existe une

fonction h continue et C! par morceaux sur R avec h(0) = h(27) telle que ||g — k| < £/3. Puisque
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h(0) = h(27m), on peut prolonger h (de maniére unique) en une fonction 27-périodique R dans C.
Notons toujours h ce prolongement. La fonction h est continue sur R et de classe C! par morceaux
sur R. Par le théoreme de Dirichlet global (théoreme , il existe N. € N tel que pour tout
n>N,on a |h—S,(h)||er < ¢/3. Utilisant la propriété de minimisation de la norme qui définit
la projection orthogonale (propriété , on peut écrire pour n > N,

If = Sa(OI < |If = Su(R)]
< If =gl + llg = hll + [[h = Su(R)]]
1 27 %
< S5t (g ) @ - su@)Pas)
2 1 27 9 %
S 3Et (%/0 [ — Sn(h)Hoo,[O,Qﬂ]dx>

IN
|
Q)
+
=
n

n(7)l50,(0,2n]

Remarque 1.6.44 On a montré dans le théoreme précédent que la série de Fourier d’une fonction
f de Ror converge toujours vers la fonction f en moyenne quadratique, c’est-a-dire que

VFERar  Sulf) AL

n—-+4oo

Ce résultat de convergence n’implique en particulier pas la convergence ponctuelle de S, (f) vers
f. En revanche, en ajoutant des hypothéses supplémentaires sur f, on peut avoir des résultats de
convergence ponctuelle sur Sy (f) (voir le théoréme[1.6.38 de Dirichlet local). De méme, avec encore
des hypotheéses supplémentaires sur f, on peut avoir des résultats de convergence uniforme de Sy (f)

(voir le théoréme de Dirichlet global).

1.6.6 Coefficients de Fourier trigonométriques

Soit f € Rax. Les coefficients de Fourier (¢, (f))nez sont appelés coefficients de Fourier com-
plexes, ou exponentiels. Alternativement, on peut définir les coefficients de Fourier réels, ou trigo-
nométriques, (an(f))nen €t (bn(f))n>1 définis comme suit.

Définition 1.6.45 Soit f € Ro,. On définit pour n € N

on(f) =2 [ @) costmaya,
et pourn > 1,
1 2
bn(f) = ey f(x)sin(nz)dx.

Propriété 1.6.46 Pour tout n > 1, les fonctions (v — sin(kx))i<p<n et (x +— cos(kx))o<i<n
forment une base de T,, en tant qu’espace vectoriel compleze.
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Preuve. Exercice. [ |
Un des avantages des coefficients de Fourier trigonométriques est qu’ils sont réels lorsque la

fonction f € Ro, est a valeurs réelles.

Propriété 1.6.47 On a les relations suivantes entre les coefficients de Fourier trigonométriques
et les coefficients de Fourier exponentiels :

Wl )= () -l et ea(f) =5 (anl(f)+iba()
De plus, co(f) = ao(f)/2. Réciproguement, on a
21 anlf) = enlf) +ealf)
et
L ()= —ilenlf) — en(f)).
Preuve. Exercice. |

On peut écrire la série de Fourier d’une fonction périodique a l’aide des coefficients de Fourier
réels.

Propriété 1.6.48 Soit f € Ror et n €N, on a

a0;f> + zn: (ar(f) cos(kx) + by (f) sin(kx)) .

k=1

Va € R, Sp(f)(x) =

On peut traduire les propriétés de la projection orthogonale avec les coefficients de Fourier
trigonométriques comme suit.

Propriété 1.6.49 (inégalité de Bessel avec les coefficients de Fourier trigonométriques)
Soit f € Ror etn €N, on a

Iao + 53 (lan( )P + (D) < 11

k=1

l\D\H

1S (F)II? =

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 1.6.50 (identité de Parseval-Plancherel avec les coefficients de Fourier trigonométriques)
Soit f € Rax. La série de terme général (|an(f)> + |bn(f)[?),>, converge et Uon a

a 2 +o00
1712 = 28 LS (e + )P

k=1

Preuve. Exercice. [ |
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Chapitre 2

Intégration
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10n se propose, dans ce chapitre, de généraliser I'intégration vue en CDI1 des fonctions Riemann-
intégrables sur un segment de R & valeurs dans R ou C. Le lecteur est supposé familier avec la théorie
des fonctions Riemann-intégrables sur un segment, et notamment avec le théoréme fondamental de
I’analyse vu dans ce contexteEL méme si quelques rappels sont proposés. Le but de cette section est
de présenter une théorie de 'intégration sur un intervalle quelconque de R, c¢’est-a-dire ni necessai-
rement fermé ni nécessairement borné, pour des fonctions & valeurs dans R, C, R% ou C¢.

La section [2.1] définit la notion de fonction absolument intégrable sur un intervalle, propose des
criteres pour tester l’absolue intégrabilité d’une fonction et explore quelques conséquences de ’ab-
solue intégrabilité d’une fonction sur un intervalle. La section [2.2] généralise I'intégrale aux fonctions
d’intégrale convergente. La section [2.3] propose des outils permettant I’étude des fonctions définies
comme des intégrales a parametres. On applique ensuite tous ces outils a la régulatisation par
convolution en section 2.4 ot 'on démontre notamment le théoréme d’approximation polynomiale
de Weierstrass (théoréme ainsi qu’a I’étude de la transformation de Fourier dans la classe
de Schwartz sur la droite réelle en section

2.1 Intégrales absolument convergentes

2.1.1 Rappels sur l’intégrale de Riemann

On fixe a et b deux nombres réels tels que a < b et ’'on suppose connue la définition de 'intégrale
d’une fonction en escalier sur le segment [a,b] a valeurs dans R. On note &([a,b],R) 'ensemble
des fonctions en escalier de [a,b] dans R. A partir de P'intégrale des fonctions de &£([a,b],R), on a
défini en CDI1 la notion de fonction Riemann-intégrable sur [a, b] comme suit.

Définition 2.1.1 Soit f une fonction de [a,b] dans R. On dit que f est Riemann-intégrable
sur le segment [a,b| lorsque pour tout € > 0, il existe p,v € E([a,b],R) telles que

b
Vo € [a,b], o(z) < f(z) <¢(x) et / (U(x) — p(z))dz <e.
Remarque 2.1.2 Une fonction Riemann intégrable sur un segment [a,b] est en particulier bornée.

De maniere équivalente, lorsque f est une fonction bornée de [a, b] dans R, on peut définir son
intégrale supérieure en posant

b b
/afsz{/a é(z) | 6 € ([, b, R) etf§¢},

et son intégrale inférieure en posant

b b
/afzsup{/a o) | ¢ € £(a, b, R) et«péf}-

On a alors la propriété suivante

1. qui assure que, si f est une fonction de classe C' sur un segment [a, b], alors

B
va.Belatl,  f(8)=fla)+ / F(@)da.
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Propriété 2.1.3 Soit f une fonction bornée de [a,b] dans R. La fonction f est Riemann-intégrable
sur [a,b] si et seulement si son intégrale supérieure et son intégrale inférieure sont égales.

Preuve. Vu en CDII1. [ |

Définition 2.1.4 Lorsque f est une fonction Riemann-intégrable sur [a,b] & valeurs dans R, on
appelle intégrale de f sur le segment [a,b] la valeur commune de son intégrale supérieure et de
son intégrale inférieure. On note ce nombre réel f; f(z)dz.

Remarque 2.1.5 Toutes les fonctions bornées sur un segment ne sont pas Riemann-intégrables
sur ce segment, comme on peut le constater avec [a,b] = [0,1] et la fonction f = 1gnp,1)- Dans ce

cas, on a en effet
b b
/le et /f:O.
a Ja_

Remarque 2.1.6 Lorsque le segment est réduit d un point, on dit par convention que toute fonction
est Riemann-intégrable, d’intégrale nulle. Ceci est consistant avec les rappels ci-dessous dans le cas

a < b, (voir par exemple la propriété .

Propriété 2.1.7 (d’approximation dans L' avec une borne L) Soit a < b deuz nombres
réels, f une fonction Riemann-intégrable sur le segment [a,b], et € > 0. Il existe une fonction

¥ € E(Ja,b],R) telle que

[10@ —e@lar < et Wlan < 1l

Preuve. Soit f et € > 0 comme dans les hypotheses. Il existe ¢ € £([a,b],R) telle que f > ¢ sur
[a, b] et f; |f(z) —p(x)|dx = ff(f(x) —¢(x))dz < e. Notant m = inf|, ;) f et posant pour z € [a, b],
Y(z) = max(m, (x)), on vérifie que ¢ € &([a,b], R) et que pour tout = € [a,b], m = infl,y f <
P(x) < fx) < suppy f et o(z) < ¢(x), ce qui implique que [|¢lo fa,] < [|flloo,a,0) €

[ 15@ —viar= [ - v < () - e <

Rappelons quelques propriétés des fonctions Riemann-intégrables sur un segment.

Propriété 2.1.8 Soit f et g deuz fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b] et X et p
deuz nombres réels. Les fonctions Af + g, max(f, g), min(f, g) et |f| sont Riemann-intégrables sur

[a,b], et 'on a
b

/G(Afﬂtg)( dw—/\/f 2)do -+ [ gla)da,

/f dx</maxf, 2)da
/amin(f,g)(as)dazg/a f(x)dz

[ s@e| < [ 1@
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Preuve. La premiere propriété découle de la linéarité de 'intégrale pour les fonctions de £([a, b], R).
La seconde est conséquence de la troisieme quitte a changer f et g en —f et —g. La derniére est
conséquence de la seconde en remarquant que | f| = max(f, —f). Il suffit donc de prouver la troisieme
propriété. Soit f et g deux fonctions Riemann-intégrables de [a,b] dans R, et € > 0 fixé. Il existe
©f, Pg: V1, g € E([a,b],R) telles que

V€ la,b],  gp(z) < flz) <ip(z) et py(z) < g() < Yy(a),

avec
b £ b 9
[Wr-ep@de<5 e [ -p)@de <3,
a a
Remarquons que 'on a
Vo € fa,b],  min(pf(x), pg(x)) < min(f(2),g(z)) < min(yr(x), Yy(r)). (2.1)
Posant
@ = mln(@f? 909) et 1/} = mln(%ﬂ 1/}9)7
on définit deux fonctions de £([a,b],R). Notons a = ap < a; < --+ < an = b une famille de n + 1
points (n € N) telle que pour tout i € {0,n—1}, les fonctions ¢ et ¢, sont constantes sur |a;, a1,
puis
E1 ={i€{0,n—1} | pf < ¢4 sur |a;, ait1[} et Ey ={i€{0,n—1}| ¢, < @5 sur |a;, ai+1[}.
Remarquons que E1 N Ey = () et E; U Ey = {0,...,n— 1}. Soit = € [a,b] \ {ao,...,a,}. Il existe
i€{0,...,n— 1} tel que = €a;, a;1+1]. Distinguons deux cas :
— sl @p(x) < pg(x) (ie. six €la,a;+1] pour un i € Ey), alors

b(x) — @(x) < Pp(z) — pp(),

— si pg(x) < pr(x) (i.e. six €la;,air1[ pour un i € ), alors

(z) = @(x) < Yy(x) — ().
Par suite, en découpant par additivité par rapport au segment d’intégration un nombre fini de fois
sur [a,b] pour les fonctions en escalier sur [a, b],

/ab(qz—@)(x)dx _ Z/ 2)dz + Z/az“ b — 3)(z)dz

S5 S
;41 Ai4+1
< Z/ (Yr —f)(x dx—l—Z/ g)(x)dx
S i€Fo
Q41 a1+l
< Z/ (r—f)(z dx+Z/ g)(x)dx
a;

b b
g‘/wrwmmm+/wfwmmm
5(1 c B a
< 5 + 5 =
Cette derniere inégalité et ’encadrement permettent de conclure que la fonction min(f, g) est
Riemann-intégrable sur le segment [a, b].
Soit ¢ € &([a,b],R) telle que ¢ < min(f,g) sur le segment [a, b]. Puisque min(f,g) < f sur [a,b],
on a également ¢ < f sur le segment [a,b], et par suite ff p(r)der < f;f(:n)d:n. Ceci valant pour
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toute fonction en escalier ¢ inférieure & min(f, g) sur le segment [a, b], il vient que

/abmin(f,g)(x)dxg/jf(x)dx.

Puisque f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b] par hypothése et min(f, g) est intégrable sur
[a, b] d’apres ce qui précede, I'inégalité précédente s’écrit encore

/ab min(f, g)(z)dx < /ab f(x)dz.

Rappelons la propriété d’additivité par rapport au segment d’intégration, vue en CDI1.

Propriété 2.1.9 (Relation de Chasles) Soit [a,b] un segment de R est ¢ € [a,b]. Soit [ une
fonction Riemann-intégrable de [a,b] dans R. La fonction f est Riemann-intégrable en restriction
d[a,c] et a[eb] et lon a

b c b
L/fumx:/ ﬂ@¢w5/fmmx
On étend la définition de I'intégrale de Riemann aux fonctions a valeurs complexes comme suit.

Définition 2.1.10 Une fonction f du segment [a,b] dans C est dite Riemann-intégrable sur
[a,b] lorsque sa partie réelle R(f) et sa partie imaginaire Sf le sont. Dans ce cas, on pose

b b b
/ f(ac)dx:/ ?Rf(x)dx+i/ Sf(x)dz.
a a a
On a alors la propriété suivante.
Propriété 2.1.11 Soit f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b] a valeurs
complexes et X et p deux nombres complexes. Les fonctions Af +pug, et |f| sont Riemann-intégrables
sur [a,b], et l'on a

b

/ab (ASf + pg) (x)dz = )\/ab f(x)dxjtu/a g(z)dz,

/abf(:n)d:c

Preuve. Exercice. [ |

< [ 17l@as.

On a également la généralisation suivante de la propriété d’additivité par rapport au
segment d’intégration.

Propriété 2.1.12 (Relation de Chasles) Soit [a,b] un segment de R est ¢ € [a,b]. Soit [ une
fonction Riemann-intégrable de [a,b] dans C. La fonction f est Riemann-intégrable en restriction
a[a,c] et aleb] et l’on a

AU@M:AV@@+A?@M.
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Remarque 2.1.13 La propriété[2.1.7] est encore vraie pour une fonction f Riemann-intégrable sur
le segment [a,b] da valeurs complezes : pour tout € > 0, il existe 1 € E([a,b],C) telle que

b
[ @ -v@ldz<e et Wllaogon < I lsogon

De méme, on étend la définition de l'intégrale de Riemann aux fonctions & valeurs dans R% ou
C? (d € N*) comme suit.

Définition 2.1.14 Soit d un entier au moins égal a 2. Une fonction f du segment [a,b] dans R?
(respectivement C?) est dite Riemann-intégrable sur I lorsque chaque composante (fi)1<p<d st
Riemann-intégrable sur [a,b]. Dans ce cas, on définit ’intégrale de f sur [a,b] comme le vecteur

de R (resp. C%) dont les composantes sont
b
= / fu(@)da

b

( / f(x)dx)

a
On a alors la propriété suivante.

Propriété 2.1.15 Soit f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a,b] a valeurs

dans R (respectivement C%) et \ et yu deux nombres réels (resp. complexes). Les fonctions Af + g,

et ||f]| sont Riemann-intégrables sur [a,b], et l'on a

1<k<d 1<k<d

/ab (S + ng) (z)de = /\/abf(«’ﬂ)dx + u/abg(x)da:,

[ s < [Cisi@a.

Preuve. Exercice. [ |

On a également la propriété suivante d’additivité par rapport & l'intervalle d’intégration.

Propriété 2.1.16 (Relation de Chasles) Soit d > 2 un entier. Soit [a,b] un segment de R est
c € [a,b]. Soit f une fonction Riemann-intégrable de [a,b] dans R (ou C?). La fonction f est
Riemann-intégrable en restriction a [a,c] et d [c,b] et l'on a

/abf(a:)dx - /acf(:z)dx—k/cbf(x)da:.

Remarque 2.1.17 Ces extensions de lintégrale de Riemann aux fonctions d valeurs complexes
et auzx fonctions & valeurs dans R? sont cohérentes lorsque U'on identifie C d R? wia la bijection
z = (Rz,32).

En combinant les deux derniéres propriétés, on arrive sans peine a la propriété suivante.

Propriété 2.1.18 Soit [a,b] un segment de R avec a < b et f une fonction de [a,b] dans R, que
lon suppose Riemann-intégrable sur le segment [a,b]. Quels que soient c,d € [a,b], on a

d max(c,d)
/C f(x)da g/ 1 (2)]da.

min(c,d)
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Remarque 2.1.19 La propriété précédente est encore vraie si f est a valeurs complexes, en rem-
placant la valeur absolue par le module, et si f est a valeurs dans R* ou C* en remplacant la valeur
absolue par la norme.

Nous rappelons ci-dessous quelques définitions de CDI1 relatives a la continuité et a la continuité
par morceaux pour une application définie sur un intervalle.

Définition 2.1.20 Soit I un intervalle de R, f une application de I dans R et g un point de I.
On dit que f est continue en xg lorsque pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que pour tout
x € INJzg — 6,20 + [, |f(x) — f(zo)| < e.

Remarque 2.1.21 Cette définition s’étend aux fonctions a valeurs complexes en remplacant la
valeur absolue par le module dans l'inégalité. Dans ce cas, f est continue en xg si et seulement si
sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont. Cette définition sétend également aux fonctions a
valeurs dans R ou C¢ en remplacant la valeur absolue par une norme dans Uinégalité. Dans ce
cas, [ est continue en xg si et seulement si chacune de ses composantes [’est.

Définition 2.1.22 Soit I un intervalle de R. Une application f: I — R est dite continue sur [
lorsqu’elle est continue en tout point de I.

Remarque 2.1.23 Cette définition s’étend aux fonctions d valeurs complexes comme aux fonctions
a valeurs dans RY ou C?.

Définition 2.1.24 Soit [a,b] un segment de R, avec a < b. Une application f : [a,b] — R est dite
continue par morceaux sur le segment [a,b] lorsqu’il existe n € N*, et une famille (xx)o<k<n
de n + 1 points du segment [a,b] telle que a = 9 < x1 < -+ < Tp_1 < T, = b et pour tout
ke€{0,---,n—1}, la fonction f restreinte d l’intervalle ouvert |z, xy+1[ est continue sur |xy, Ti1]
et se prolonge en xy et Tp11 en une fonction continue sur [.%'k-,l'x_t'_l].

Exemple 2.1.25 — Une fonction continue sur un segment [a,b] est continue par morceaux
sur ce segment (prendre n =1 et xg = a, x1 = b, le prolongement étant f lui-méme).
— La fonction caractéristique de l'intervalle [0,1/2] est continue par morceaux sur [0, 1].

Remarque 2.1.26 Cette définition s’étend auz fonctions d valeurs dans C, dans R?, dans CZ.

Propriété 2.1.27 Si f est une fonction continue par morceaux sur un segment |a,b] (avec a < b),
alors sa restriction a tout segment [c,d] C [a,b] (avec ¢ < d) est continue par morceauz sur le
segment [c, d].

Définition 2.1.28 Soit I un intervalle de R non trivial et f une application de I dans R. On dit
que f est continue par morceaux sur [ lorsque sa restriction a tout segment de I est continue
par morceaur sur ce segment.

Remarque 2.1.29 Cette définition s’étend auz fonctions d valeurs dans C, dans R?, dans CZ.

Remarque 2.1.30 Lorsque I est un segment, la notion de fonction continue par morceaur sur
Uintervalle I introduite d la définition[2.1.28 et la notion de continuité par morceauz sur le segment
I introduite d la définition coincident.
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Propriété 2.1.31 L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle non trivial I o valeurs
dans R est un R-espace vectoriel.

Remarque 2.1.32 On a une propriété de structure analogue pour les fonctions a valeurs dans C,
R?, C?. Remarquer que, pour C et C%, on a une structure de R-espace vectoriel et une structure de
C-espace vectoriel.

Propriété 2.1.33 L’ensemble des fonctions continues par morceaur sur un intervalle non trivial
I d valeurs dans R est un R-espace vectoriel.

Remarque 2.1.34 On a une propriété de structure analogue pour les fonctions a valeurs dans C,
R?, C?. Remarquer que, pour C et C%, on a une structure de R-espace vectoriel et une structure de
C-espace vectoriel.

Propriété 2.1.35 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Les fonctions continues sur [a,b] sont
Riemann-intégrables sur [a,b].

Propriété 2.1.36 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Les fonctions continues par morceauz
sur [a,b] sont Riemann-intégrables sur [a,b].

Remarque 2.1.37 Ces deux derniéres propriétés valent pour les fonctions da valeurs dans R, C,
R?, C9.

Propriété 2.1.38 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Les fonctions de [a,b] dans R, mono-
tones sur le segment [a,b], sont Riemann-intégrables sur [a,b].

Propriété 2.1.39 Soit [a,b] un segment de R (avec a < b). Si f et g sont deux fonctions Riemann-
intégrables sur le segment [a, b] d valeurs dans R ou C, alors la fonction fg est Riemann-intégrable
sur [a, b)].

2.1.2 Fonctions absolument intégrables sur un intervalle

L’intégrale de Riemann, définie sur un segment, et brievement rappelée dans la section pré-
cédente, est la brique de base qui permet la généralisation de la notion d’intégrale aux fonctions
définies sur des intervalles plus généraux.

Définition 2.1.40 On appelle intervalle de R toute partie I C R telle que pour tout couple de
points (a,b) € I? avec a < b, le segment [a,b] est inclus dans I.

Les ensembles (), R, R, |0, +o0[, [0,1] et [0,1] sont des intervalles. A I'inverse, R* = R\ {0}
n’en est pas un. Il existe des intervalles ouverts (exemples : (), R, |0, +00]), des intervalles fermés
(exemples : ), R, R*, [0,1]) et des intervalles qui ne sont ni fermés ni ouverts (exemple : [0, 1[).

Définition 2.1.41 Un intervalle de I est dit trivial s’il est vide ou réduit a un point. Il est dit
non trivial dans le cas contraire.

Définition 2.1.42 Soit I un intervalle de R non vide. Une fonction f : I — R est dite absolu-
ment intégrable sur [ lorsque
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— quel que soit le segment [a,b] C I, la fonction f est Riemann-intégrable sur |a,b]
— il existe M > 0 tel que pour tout segment [a,b] C I, f; |f(x)|de < M ; autrement dit

Sup/\f )|dz < +o0.
[a,b]CI Va

On dit également dans ce cas que l'intégrale de f sur I est absolument convergente.

Remarque 2.1.43 Si une fonction f : I — R est Riemann-intégrable sur tout segment de I, il en
est de méme de la fonction |f| par la Propriété . Ainsi, le critére de majoration des intégrales
de |f| dans la deuxiéme partie de la définition n’est pas vide de sens.

Remarque 2.1.44 La terminologie "absolument intégrable” fait référence au fait que cette défini-
tion d’intégration fait intervenir un critére faisant intervenir la valeur absolue de la fonction, plutot
que la fonction elle-méme.

Remarque 2.1.45 En une phrase, une fonction f : I — R est absolument intégrable sur ’inter-
valle I si elle est Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans I et si lintégrale de sa valeur
absolue un segment de I est majorée indépendamment du segment choisi.

La notion d’absolue intégrabilité s’étend aux fonctions d’un intervalle non vide I de R a valeurs
complexes en remplacant la valeur absolue dans la définition par le module.

Définition 2.1.46 Soit I un intervalle de R non vide. Une fonction f : I — C est dite absolu-
ment intégrable sur I lorsque

— quel que soit le segment [a,b] C I, la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b]

— il existe M > 0 tel que pour tout segment [a,b] C I, f: |f(z)|de < M ; autrement dit

sup/\f )|dz < +o0.
[a,b]CIYa

La notion d’absolue intégrabilité s’étend aux fonctions d’un intervalle non vide I de R a valeurs
dans R? ou C? en remplacant la valeur absolue par une norme.

Définition 2.1.47 Soit d > 2 un entier. Soit I un intervalle de R non vide. Une fonction f : I —
R (ou C?) est dite absolument intégrable sur I lorsque

— quel que soit le segment [a,b] C I, la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b]

— il existe M > 0 tel que pour tout segment [a,b] C I, f; Il f(x)||de < M ; autrement dit

sup / IIf(x)||dx < +oo.
[a,b]CI Va

Afin de donner un sens a l'intégrale d’une fonction absolument intégrable sur un intervalle,
nous allons utiliser la notion de suite exhaustive de compacts d’un intervalle. Ceci nous permettra
d’utiliser les résultats sur I'intégrale de Riemann dans la construction.

Définition 2.1.48 Soit I un intervalle de R. On appelle suite exhaustive de segments de [
toute suite ([an,bn]|)nen croissante de segments de I telle que

UnEN[ana bn] =1I.
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Propriété 2.1.49 Tout intervalle non vide de R admet (au moins) une suite exhaustive de seg-
ments.

Preuve. Exercice. Indication : distinguer des cas suivant la "forme" de 'intervalle I. [ |

Nous pouvons maintenant donner un sens a l'intégrale d’une fonction absolument intégrable sur
un intervalle.

Propriété 2.1.50 Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction absolument

intégrable sur I. Quelle que soit la suite exhaustive ([an,by])nen de segments de I, la suite réelle

(f;)" f(x)dx) oy Converge. De plus, la limite de cette suite est indépendante de la suite exhaustive
" n

choisie. On appelle intégrale de f sur I cette limite commune et on la note [; f(x)dz.

Remarque 2.1.51 La valeur absolue, présente dans [’hypothése d’absolue intégrabilité de f, a
disparu dans la conclusion de la propriété.

Preuve. Notons

= o / f(@)\da.

[a,b]CI/a

Il s’agit d’un nombre réel positif ou nul car f est absolument intégrable sur I. Soit ([an, bn])nen
une suite exhaustive de segments de I. Posons pour n € N, a, = f;: | f(z)|dz. Puisque la suite
([@n, bn])nen est croissante pour l'inclusion et puisque |f| est une fonction positive sur I, la suite
(an)nen est croissante. De plus, par définition de L, on a

Vn € N, an < L. (2.2)

Ainsi, la suite (ap)nen est une suite réelle croissante et majorée. Par conséquent, elle converge.
En particulier, c’est une suite de Cauchy. Définissons maintenant la suite (,),en en posant pour
neN, G, = ff: f(z)dz. Observons que pour p,n € N, on a, en utilisant notamment la propriété
d’additivité 2.1.9) de maniére répétée,

bntp bn
Buip — o = / f@)dz — [ f(z)da

n+p an

= /aan f(a:)d:):—i— bn dx+/ n+p dm—/ain f(z)dx

n+p
n+p
= / x)dz + /
a

n+P
Par suite,
an bn+p
‘/Bn-‘rp - Bn| S f( ) f(x)dx
An+p
< / 2)|de + / 2)|dz,
an+P

en utilisant la croissance de la suite exhaustive de segments qui se traduit pas les inégalités
ntp < ap < by < bpgp.
Par conséquent, on a, en appliquant la propriété d’additivité a la fonction | f|,
Vn,p € N, |Brap — Bul < ngp — an. (2.3)
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Puisque la suite (au,)nen est de Cauchy d’apres ce qui précede, il en est de méme de la suite
réelle (B, )nen en utilisant . Puisque R est complet, la suite (5,)nen converge vers § € R.
Ceci démontre la premiere partie de la propriété : la suite des intégrales d’une fonction absolument
intégrable sur une suite exhaustive de segments converge. Pour montrer que la limite ne dépend pas
de la suite exhaustive de segments de I choisie, on utilise le lemme [2.1.52] Ceci conclut la preuve.
|

Lemme 2.1.52 Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction Riemann-intégrable
sur tout segment inclus dans I. On suppose que, pour toute suite exhaustive ([an, by|)nen de segments

de I, la suite réelle (f;” f(a:)d:v) oy Converge. Dans ce cas, la limite de cette suite est indépendante
" n

de la suite exhaustive de segments choisie.

Preuve. Soit ([an,byn])neny une suite exhaustive de segments de I. Notons pour tout n € N,
Bn = [ f: f(t)dt. On sait que la suite (8,)nen converge vers § € R. Considérons une autre suite
exhaustive ([@,,bpn])nen de segments de I, et notons pour tout n € N, 3, = fb”f (x)dz. Par

hypothese, la suite (ﬂn)neN converge vers un nombre réel 3. Il nous suffit de montrer que 8 = f3
pour démontrer le lemme. Pour cela, on construit par induction une troisiéme suite exhaustive de
segments ([an, bn])nen de I de la maniére suivante. On pose @y = ag et by = by. Par exhaustivité de
la suite ([Gn, bp])nen, il existe Ny € N tel que

Vn > N, [@o, bo] C [an, bn).

On pose a1 = ag, et b = by, Par exhaustivité de la suite ([an, bn])nen, il existe Ny € N tel que
Vn > Ny, [@1,b1] C [an, bn).

On pose a2 = ap, et by = bn,. Pour p € N*, si I'on vient de construire [agp,bgp] alors par
exhaustivité de la suite ([dn, bn])nen, il existe N, > N,_1 tel que

Vn > N, [@2p, b2p] C [, b

On pose Gop1 = G N, et b2p+1 = b . SiTon vient de construire [a2p+1, b2p+1] alors par exhaustivité
de la suite ([ap,, anneN, il existe N > Np_1 tel que

Vn > Np» [a2p+1a b2p+1] - [ana bn]
On pose Gzp12 = an, et ng+2 = by,. On construit ainsi une suite croissante ([@ns bn])nen de
segments de /. Puisque (NVp)pen est une suite d’entiers strictement croissante, on a N, — +o0.

p—>+oo
Ainsi, par exhaustivité de la suite ([an, bn])nen,

I = UneN[an, bn] = UpeN[aNp, pr] = UpEN* [agp,ng] clI.
On en déduit que
UpGN[apvb ] = ]

et donc ([a@p, bp))pen est une suite exhaustive de segments de I. Posons pour tout n € N, 3, =

fal’: f(z)dz. Par hypothese sur f, puisque ([@, bylpen) est une suite exhaustive de segments de I,
la suite (B,,)nen converge vers un nombre réel que 1'on note 3. Observant que

Vn € N¥, Bap=BN,s et PBopy =B,
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et que N, — +ooet Np — +00, on obtient par passage a la limite dans ces deux égalités les
p—+00 p—r—+00

relations _
f=B et pB=p5
ce qui montre que 3 = A et achéve la preuve du lemme. [ |

En séparant les parties réelles et imaginaires, on déduit de la propriété [2.1.50| la propriété
suivante

Propriété 2.1.53 Soit I un intervalle non vide de R et f : I — C une fonction absolument
intégrable sur I. Quelle que soit la suite exhaustive ([ay,by))nen de segments de I, la suite compleze

(ff" f(ac)dx) oy comverge. De plus, la limite de cette suite est indépendante de la suite exhaustive
" n

choisie. On appelle intégrale de f sur I cette limite commune et on la note [; f(x)dx.

De méme, en travaillant composante par composante, on déduit de ce qui précede la propriété
suivante.

Propriété 2.1.54 Soit d > 2 un entier. Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R? (respec-
tivement f : I — C%) une fonction absolument intégrable sur I. Quelle que soit la suite exhaustive

([an, bp])nen de segments de I, la suite d’éléments de R? (resp. C¢) (f;: f(x)d:n) oy converge. De

plus, la limite de cette suite est indépendante de la suite ezhaustive choisie. On appelle intégrale de
f sur I cette limite commune et on la note [; f(x)dx.

Remarque 2.1.55 On vérifie aisément que la définition de l'intégrale d’une fonction réelle cor-
respond a celle donnée lorsque l’on regarde cette méme fonction comme une fonction a valeurs
complezes.

Remarque 2.1.56 On peut remplacer dans la propriété[2.1.50 la suite ezhaustive de segments par
une suite [an,by| de segments de I avec pour tout n € N, a, < b, et telle que la suite (an)neN
converge vers a et la suite (by)nen converge vers b, sans changer la véracité de la propriété, comme
le lecteur pourra s’en convraincre en exercice. Ce faisant, on ne travaille plus nécessairement avec
des suites monotones, et l’on perd la propriété que Upen|an,bn] = 1.

Remarquons que la définition de I'intégrale d’une fonction absolument intégrable sur un inter-
valle général coincide avec celle vue en CDI1 lorsque l'intervalle est un segment. Ceci est précisé
dans la propriété suivante.

Propriété 2.1.57 Soit [a,b] un segment de R. Si une fonction f est absolument intégrable sur
I = [a,b], alors elle est Riemann-intégrable sur [a,b] et l'on a

/ab f(z)dx = /[a,b} f(z)d. (2.4)

Preuve. Puisque f est absolument intégrable sur I = [a,b], elle est Riemann-intégrable sur
tout segment inclus dans [a,b]. En particulier, elle est Riemann-intégrable sur [a,b]. De plus, si
([@n, bn])nen est une suite exhaustive de segments de I = [a, ], alors elle est stationnaire en [a,b] &
partir d’un certain rang. C’est-a-dire

dN eN, Vn>N, [an, by = [a, b)].
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En particulier, la suite (ay)pen définie pour n € N par «,, = [ ;: f(x)dz est constante, égale a
/! f f(z)dx, a partir du rang N. En particulier, elle converge vers [ ; f(z)dz. On en déduit (2.4)). m

Dans le cas du segment, la notion d’intégrabilité et celle d’absolue intégrabilité sont confondues.

Propriété 2.1.58 Soit [a,b] un segment de R. Soit f : [a,b] — R une fonction. La fonction f est
Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si elle est absolument intégrable sur [a,b]. Dans ce cas,

on a la relation ([2.4)

Preuve. La propriété a démontrer est une équivalence. L’implication réciproque a été montrée a la
propriété[2.4] Il nous suffit donc de montrer I'implication directe. Pour cela, considérons une fonction
f : [a,b] = R, Riemann-intérable sur [a,b]. Par la propriété elle est Riemann-intégrable sur
tout segment inclus dans [a, b]. Par la propriété[2.1.8] il en est de méme de la fonction | f|. En outre,
on a pour tout segment [u,v] C [a,b], puisque la fonction |f| est positive,

[ @i < [ 1r@)a

Par conséquent, l'intégrale de |f| sur tout segment [u,v] de I = [a,b] est majorée par une quantité
qui ne dépend pas du segment [u, v] choisi. On en déduit que f est absolument intégrable sur [a, b].
Le fait que la relation (2.4]) a lieu dans ce cas est une conséquence directe de la proposition [2.1.58

|

Remarque 2.1.59 Les propriétés [2.1.57 et [2.1.58 se généralisent évidemment aux fonctions d
valeurs dans C, dans R? et dans C%. Cette généralisation est laissée en exercice au lecteur.

La notion d’intégrabilité absolue permet de définir I’ensemble £*(I) pour un intervalle non vide
I de R fixé.

Définition 2.1.60 Soit I un intervalle de R non vide. Pour X =R, X =C, X = R? et X = C¢,
on pose

LYI,X)={f:T =X | f est absolument intégrable sur I} .

Remarque 2.1.61 Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur l’espace d’arrivée des fonctions, on note en
général LY(I) au lieu de L1(I,X)

On étend la propriété 2.1.8] relative a l'intégrale de Riemann sur un segment aux fonctions
abolument intégrables sur un intervalle.

Propriété 2.1.62 Soit I un intervalle de R non vide. Soient X\, u deuxr nombres réels et f,g €
LYI,R). La fonction \f + pg est dans L1(I,R) et l'on a

Js@) + ng(ade = A [ f@)do+p [ gla)da, (25)

et

\ [ s@ae| < [ 17z, (2.6)
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Preuve. La fonction Af 4 pg est intégrable sur tout segment de I par la propriété|2.1.8] De plus,
si [a, b] est un segment inclus dans I, alors on a, en utilisant & nouveau la propriété m

b b b
| W@+ ng(a@)lde < W [ 15 @)da + 1l [ lg(@)lda.
Puisque les fonctions f et g sont absolument intégrables sur I, on en déduit
b
| Ap@) + ng@)ide < N [ 1£@)lda + ) [ lo(a)do.

Le majorant dans cette inégalité étant fini et indépendant de [a, b], il vient que \f + ug € L1(I).
Soit maintenant ([an,by])nen une suite exhaustive de segments de I. Par la propriété on a

bn bn, bn
Wn €N, / (M (2) + pg(a))de = A / f(@)dz + p / g(z)dr.
an an an
En faisant tendre n vers I'infini, on obtient (2.5)). Par ailleurs, on a, par la propriété [2.1.8

Vn € N, /abnf(a:)da: S/abn|f(a:)\dx.

Puisque f € L£1(I), on obtient
bn
Vn €N, / flz)da| < / 1 (2)|dz.
an 1

Faisant tendre n vers l'infini dans I'inégalité précédente, on obtient I'inégalité ([2.6]). [ |

On peut résumer la propriété précédente comme suit

Propriété 2.1.63 L’ensemble L' (I,R) est un R-espace vectoriel. L’application

T LY, R) — R
' foo—= i f(@)dz )’

est une forme linéaire sur L*(I,R), qui vérifie de plus

Ve L(ILR),  |Z(H) <Z(f)-

Remarque 2.1.64 Les propriétés|2.1.69 et|2.1.65 se généralisent aux fonctions a valeurs dans C,
dans R et dans C?. Cette généralisation est laissée en exercice au lecteur.

2.1.3 Intégrales absolument convergentes fonctions de leurs bornes

Dans le but d’étudier les fonctions définies par des intégrales dont les bornes bougent, com-
mengons par généraliser la propriété d’additivité [2.1.9]aux fonctions absolument intégrables sur un
intervalle.

Propriété 2.1.65 Soit I un intervalle de R non vide, et a € I. Soit f une fonction absolument
intégrable sur I, & valeurs dans X =R, X = C, X = R? ou X = C?. La fonction f est absolument
intégrable sur les intervalles IN] — 0o, a] et I N [a,+oo] et l'on a

/ Flz)de = / f(x)de + f(z)da. 2.7)
I IN]—o0,a] IN[a,+oo[
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Preuve. Faisons la preuve de cette propriété dans le cas X = R et laissons la preuve dans les
autres cas en exercice. Soit [a, §] un segment inclus dans U'intervalle IN] — oo, a]. Puisque la fonction
f est absolument intégrable sur I, elle est intégrable sur le segment [a, 5] et I'on a

[ i < [

Puisque le majorant ci-dessus est fini et indépendant de [«, 3], il vient que f est absolument
intégrable sur IN] — oo, al. On démontre de méme que la fonction f est absolument intégrable
sur I N [a,+oo[. Soit maintenant ([a,, Sn])neny une suite exhaustive de segments de lintervalle
IN]—00, al, et ([, Bn])nen une suite exhaustive de segments de I'intervalle 1N [a, +-00[. On constate
que la suite ([, Bn])nen est une suite exhaustive de segments de I. Utilisant la propriété on
obtient pour tout n € N,

/Cjn f(x)dz = /ai f(x)dz + /fn f(z)dz.

Chacune des trois quantités dans 1’égalité ci-dessus converge quand n tend vers +oo en vertu de ce
qui précede et de la propriété [2.1.50} En passant a la limite, on obtient la relation ([2.7)). [ |

La propriété précédente peut étre précisée : 'implication réciproque est également vraie.

Propriété 2.1.66 Soit I un intervalle de R non vide, et a € I. Soit f une fonction de I dans
X=R,X=C, X=R? ouX=C? La fonction f est absolument intégrable sur I si et seulement
si elle est absolument intégrable sur les intervalles IN] — 0o, al et I N[a,+oo[. Dans ce cas, on a la

relation (2.7)).

Preuve. Procédons par double implication. Le sens direct a été prouvé a la propriété précédente.
Afin de montrer I'implication réciproque, considérons une fonction f de I dans R (le cas X = C,
X = R? et X = C? sont laissés en exercice au lecteur), absolument intégrable sur les intervalles
IN] — o00,a] et I N [a,+ool. Soit [, 8] un segment inclus dans I. S’il ne contient pas a, il est
inclus dans IN] — 00, a] ou dans I N [a, +oo[, donc f est Riemann-intégrable sur [, 5] dans ce cas.
Sinon, a € [o, 3], et dans ce cas f est Riemann-intégrable sur [«,a] et sur [a, (], donc elle est
Riemann-intégrable sur [«, 5] également. On outre, on a dans tous les cas

B
[t [ jf@)ide + f(a)lda.
@ IN]—o0,a] IN[a,+oo[

Puisque le majorant ci-dessous est indépendant de [«, ], il vient que f est absolument intégrable
sur I. On peut donc appliquer la propriété [2.1.65| pour en déduire la relation (2.7]). [ |

A T’aide de cette propriété de Chasles, on montre la caractérisation suivante.

Propriété 2.1.67 (Caractérisation des fonctions d’intégrale absolument convergente) Soit
I C R un intervalle non vide et f une fonction de I dans R ou C qui est Riemann-intégrable sur
tout segment de I. Pour tout a € I, on peut définir les fonctions

(IN] —o0,a] —> C . (IN]a,+oo] —> C
G“'( T f;rf<x>\dx> ' D“'( P f;”rf<:c>rdx>'

D’une part, la fonction f est absolument intégrable sur I si et seulement si pour tout a € I, la
fonction G, admet une limite finie £4(a) € RT en infI et la fonction D, admet une limite finie
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lq(a) € RT ensupI. D’autre part, la fonction f est absolument intégrable sur I si et seulement sl
existe a € I tel que la fonction G, admet une limite finie £4(a) € RT en infI et la fonction D,
admet une limite finie £4(a) € RT en sup I. Dans ce cas, on a pour tout a € I,

J 1@z = (@) + tuta).

Preuve. Exercice [ |

Remarque 2.1.68 La caractérisation ci-dessus des fonctions absolument intégrables sur un inter-
valle I justifie qu’on utilise la terminologie d’intégrale absolument convergente sur I.

On déduit de la relation de Chasles la propriété de continuité suivante.

Propriété 2.1.69 Soit I un intervalle de R non vide et f € LY(I,R). La fonction

I — R
B (x — f(t)dt)’ (2:8)

IN]—o00,z]

est localement lipschitzienne sur I.

Preuve. Soit xp un point de I. Supposons que x n’est pas une extrémité de I (le cas o = est une
extrémité de I est laissé en exercice au lecteur). Il existe 6 > 0 tel que Jxg — &, 29 + 6[C I. Ainsi,
le segment [xg — §/2, 29 + 0/2] est inclus dans I. Puisque la fonction f est absolument intégrable
sur I, elle est Riemann-intégrable sur [zg — §/2, 20 + §/2], et en particulier elle est bornée par un

certain M > 0 sur ce segment. Pour z,y € [xg — 0/2,x9 + 0/2] avec y > x, on peut écrire a l'aide
de la propriété

F(y) - Flz) = /m]_ooy]f(t)dt— /m]_m}fu)dt

_ / Fdt+ [ fyde— / F()dt
IN]—o0,x] [z,y] IN]—o0,x]
_ /y Fb)dt.

On en déduit que pour x,y € [xg — /2,20 + /2], on a

max(z,y)

Fly) - F@l < [ f@ldt < Mly - al.

min(z,y)

Ceci montre que F' est lipschitzienne sur [zg — §/2,x9 + §/2]. Ceci valant quel que soit xg € I, on
en déduit que la fonction f est localement lipschitzienne sur 'intervalle I. [ |

Corollaire 2.1.70 Soit I un intervalle de R non vide et f € L1(I,R). La fonction

I — R
F (x — f(t)dt)’

IN]—o0,z]

est continue sur I.
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Preuve. Puisque f est localement lipschitzienne sur I, elle est continue au voisinage de chaque
point de I. Par conséquent, elle est continue sur 1. [ |

Remarque 2.1.71 Les deux propriétés précédentes s’étendent aux cas ou la fonction est a valeur
dans C, dans R?, et dans C?.

Ajoutons maintenant le critére de dérivabilité suivant.

Propriété 2.1.72 Soit I un intervalle de R non vide, f € L*(I,R) et xg € 1. Si la fonction f est
continue en xg, alors la fonction F définie en (2.8) est dérivable en xg et l'on a

F'(z0) = f(x0). (2.9)

Preuve. Lorsque xp n’est pas une extrémité de I (le cas ol xp est une extrémité est laissé
au lecteur), on se ramene a traiter des quantités faisant uniquement intervenir des intégrales de
Riemann sur des segments en considérant que pour = € I, x # xg, on a par la propriété [2.1.65

F(z) - F(zo) 1 x
T — X0 oz — /zo f(t)dt.

En intégrant la fonction constante ¢t — f(x(), on obtient
F(x) — F(xg 1 z ®
POZPD) gy = ([ srae— [ siaosat).
T — T x —x0 \Jao 0
Répétant la preuve vue en CDI1, on considére € > 0. Par continuité de f en zg, il existe § > 0 tel
que pour tout t € IN|xg — d,z9 + o[, |f(t) — f(x0)| < &. On en déduit que pour x € I, x # g, avec
|z — zo| < 9,

F(z) — F(xo) Jma et | £ (t) — f(ao)|dt
T — Tp flao)| < 7 |z — x|
ez — |
T |z — x|
< e

| |
inérali . < dérivé - vi .
On peut alors généraliser au caractére C! et aux dérivées d’ordres supérieurs via le corollaire

suivant.

Corollaire 2.1.73 Soit I un intervalle de R et f € LY(I,R). Soit k € N. Si la fonction f est de
classe C* sur un intervalle non trivial J C I, alors la fonction F définie en [2.8)) est de classe CF+1
sur J et l'on a

Vpe{0,....k}, VeeJ,  FPH(z) = f®)(z). (2.10)

Preuve. En utilisant la propriété précédente, on obtient que la fonction F' est dérivable sur J et
Vo € J, F'(z) = f(x).

Par suite, la fonction F” est de classe C? sur J et la fonction F est donc de classe CP*! sur J. On
obtient ([2.10]) en dérivant p fois la relation (2.9)). ]
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2.1.4 Criteres d’intégrabilité absolue

On se propose de donner des critéres pour décider de l'intégrabilité absolue ou non d’une
fonction sur un intervalle /. On présente les résultats dans le cas ou I est de la forme [a, b] avec
—00 < a < b < 4o0. Le lecteur pourra adapter ces résultats au cas ou b vaut +o0o, puis aux cas ofl
I est de la forme ]a, b] avec —o0o < a < b < 400.

Propriété 2.1.74 Soit f une fonction de [a,b] dans R, Riemann-intégrable sur tout segment de
[a,b], et g une fonction de L'([a,b[,RT). Si

veel,  [f(z)] <g(z),
alors la fonction f est absolument intégrable sur [a,b].

Preuve. Soit ([an, Bn])nen une suite exhaustive de segments de [a, b[. Observons que 'on a

Vn € N, /jn |f(z)|dx < /jn g(x)dz < /Ig(x)dx.

Puisque ce majorant est fini et indépendant de n, il vient que f est absolument intégrable sur /. B

Propriété 2.1.75 Soit f et g deux fonctions de [a,b] dans R, Riemann-intégrables sur tout segment
de [a,b[. Si g est positive sur [a,b] avec

[f(@)] ~ g(x),

r—b

alors la fonction f est absolument intégrable sur [a,b| si et seulement si la fonction g lest. Si ces
fonctions sont absolument intégrables sur [a,b], alors on aE|

[ sl ~ [ g

Si ces deuzx fonctions ne sont pas (absolument) intégrables sur [a,b[, alors on aE|

[ ol ~, [ g

Preuve. Supposons la fonction g absolument intégrable sur [a, b[. Puisque | f] 9 il existe un
d €]0,b — af tel que
Veeb—0,0  [[f(z)-g(z) <g(z),
d’ou
veelb-5bl  If@)] < 2().
On en déduit que f est absolument intégrable sur [b — §, b[ par la propriété précédente. Ainsi, elle

Pest sur [a, b[, car elle 'est également sur le segment [a,b — ¢]. Réciproquement, si ’'on suppose la
fonction f absolument intégrable sur [a, b], on trouve un § €]0,b — a tel que

Vee[b—6,b,  0<g(x)<2f(z),

2. Noter que les deux quantités tendent alors vers 0.
3. Noter que les deux quantités tendent alors vers +oo.
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et 'on conclut de la méme maniere que précédemment que g est absolument intégrable sur [a, b|.
Dauns le cas ot les fonctions f et g sont absolument intégrables sur [a, b, on fixe € > 0 et 'on trouve
un 6 €]0,b — af tel que

vie[b—0,0  [lf()]—g@)] <eg(t).

On en déduit que pour x € [b— 4, ],

| 5@l =gt
[=,6]

Ceci démontre le résultat annoncé dans ce cas. Dans le cas ou les fonctions f et ¢ ne sont pas
absolument intégrables sur [a, b], fixons de nouveau € > 0 et trouvons § €]0,b — a] tel que

vteb—0o0b[,  [lf()]—-g()] <eg(t).

Puisque g n’est pas absolument intégrable sur [a, b[, la fonction croissante (par positivité de I'inté-
grande) = — [7 g(t)dt est non bornée sur [a, b[. Par suite, elle tend vers +oo en b~ . En particulier,
il existe § €]0, [ tel que

< /M 1F(8)] — g()|dt < e /Mgu)dt.

veep_do, da USOI+a®)dt

Jo g(t)dt B

On peut alors écrire pour = €]b — s, b,
T T b—4 b—6
[riswlae- [“owar) < | [ rwlae- [ g

b—é x
| @l gwde+ [ sl - g a
< 5/;g(t)dt—|—€/b:g(t)dt

< 2 / g(t)dt.

Ceci démontre le résultat annoncé dans ce cas. []

IN

| [ s [ g

b—d

IN

2.1.5 Fonctions de référence de Riemann

Propriété 2.1.76 Soir a« € R. La fonction t — 1/t est absolument intégrable sur I = [1,4o00| si
et seulement si o > 1.

Preuve. La fonction t — 1/t est continue sur l'intervalle [1,4o0[. Elle est donc Riemann-
intégrable sur tout segment contenu dans [1, +oo[. Par ailleurs, cette fonction est positive, et 'on
peut calculer pour X > 1

7ad$ =
v [ln(m)]{( sia=1.

/Xl ﬁ{z%l]f sia#1
1

On vérifie alors que, lorsque o > 1,

X 1 1
vX > 1, / —dz < T
1




lorsque o = 1,

et lorsque a < 1,

X1
/ —dx — +oo.
1 xr& X—4o00

Lorsque o > 1, l'intégrale de la fonction x +— 1/2% sur les segments de [1, +oo[ est donc majorée
par une constante qui ne dépend pas du segment. La fonction est donc absolument intégrable dans
ce cas. Lorsque o < 1, en revanche, 'intégrale de (la valeur absolue de) la fonction sur [1, X| n’est
pas majorée par une constante indépendante de X. Par suite, la fonction n’est pas absolument
intégrable sur [1, +o0l. ]

Propriété 2.1.77 Soit a € R. La fonction t — 1/t est absolument intégrable sur I =|0,1] si et
seulement si o < 1.

Preuve. Exercice. [ ]

2.1.6 Le théoréme du changement de variable

On généralise maintenant le théoreme de changement de variable dans une intégrale étudié en
CDI1. On s’appuie bien siir fortement sur le résultat de CDI1 dans la preuve.

Propriété 2.1.78 Soit I et J deux intervalles non triviauz de R et ¢ une bijection de classe C!
de I dans J, strictement croissante. Soit une fonction f de J dans R, Riemann-intégrable sur tout
segment de J. La fonction f est absolument intégrable sur J si et seulement la fonction f o ¢ X ¢
est absolument intégrable sur I. Dans ce cas, on a

| se@ne @ = [ sy,
I J

Preuve. Puisqu’elle est une bijection (strictement) croissante de I dans J, la fonction ¢ permet
de définir une bijection entre les suites exhaustives de segments de I et celles de J en posant

Vn € N, [an, Bn] = [p(an), p(bn)],

si ([an,bp])nen est une suite exhaustive de segments de I, et

Vn € N, [anv bn] = [90_1(0%)7 90_1(571)]’
si ([an, Bn])nen est une suite exhaustive de segments de J. Puisque la fonction f est Riemann-
intégrable sur tout segment de .J, et puisque la fonction ¢ est de classe C! sur tout segment de I,
la fonction f o ¢ x ¢’ est Riemann-intégrable sur tout segment de I, par le résultat de CDI1. Par
le méme résultat de CDI1, on a de méme, en liant la suite ([an,bn))nen et la suite ([an, Bn])nen
comme ci-dessus

bn Bn
el [Ire@) @i = [ @l

Qn

Ainsi, la suite de droite est majorée indépendamment de n si et seulement si la suite de gauche
Pest. Ceci montre que f est absolument intégrable sur J si et seulement si f o x ¢ est absolument
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intégrable sur I. Par ailleurs, en utilisant une derniere fois le résultat de CDI1, on a, toujours en
liant la suite ([an, bn))nen et la suite ([an, Bn])nen comme précédemment,

bn
VneN, [; fle@)d@)dz = [ f(y)dy.

Qn

On obtient le résultat en passant a la limite dans cette égalité. [ |

Remarque 2.1.79 L’hypothése de monotonie stricte est inutile : dés que ¢ est une bijection de [
dans J, elle ne peut étre que strictement monotone.

Remarque 2.1.80 Lorsque la fonction ¢ est (strictement) décroissante, le résultat est toujours
valable, et l'identité obtenue est

| fe@ye@da = - [ rwa.
1 J

2.2 Intégrales convergentes

2.2.1 Définition, criteres de Cauchy et exemple

On a vu dans la section précédente comment, lorsqu’une fonction f est absolument intégrable
sur un intervalle I, on peut définir la notion d’intégrale de f en préservant certaines propriétés
de l'intégrale vues en CDI1, et en ayant la méme définition qu’en CDI1 lorsque I est un segment.
Nous allons maintenant encore généraliser un peu la notion d’intégrale sur un intervalle a certaines
fonctions non absolument intégrables sur 1.

Définition 2.2.1 Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction de I dans R, Riemann-
intégrable sur tout segment de I. On dit que I’intégrale de f sur I converge lorsque quelle que
soit la suite ([an, bn))nen exhaustive de segments de I, la suite (ff: f(:c)da:)neN converge dans R.
Propriété 2.2.2 Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction de I dans R, Riemann-
intégrable sur tout segment de 1. Si l'intégrale de f sur I converge, alors quelle que soit la suite
exhaustive ([ay,bn])nen de segments de I, la suite (f(f: f(a;)da:) y converge vers une limite qui
ne dépend pas de la suite exhaustive choisie. Cette limite coi'nc;}dee avec la définition du symbole
J; f(t)dt lorsque f est absolument intégrable sur I (voir la propriété . On la note donc
encore [; f(t)dt

Preuve. Il suffit d’utiliser le lemme [2.1.52] pour conclure que la limite de la suite des intégrables
ne dépent pas de la suite exhaustive de segments de I choisie. [ |

Remarque 2.2.3 Usuellement, on parle d’intégrales absolument convergentes sur un intervalle
I lorsque lintégrande est absolument intégrable (au sens de la définition , et d’intégrales
convergentes lorsque l'intégrale de l'intégrande converge sur I (au sens de la définition .

Une reformulation possible de la définition est donnée par la propriété suivante. Celle-ci
permet 'utilisation de suites non monotones dans les bornes des segments et permet de s’affranchir
de I'exhaustivité si besoin.
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Propriété 2.2.4 (Critére de Cauchy séquentiel) Soit I un intervalle de R non vide et f une
fonction de I dans R, Riemann-intégrable sur tout segment de I. L’intégrale de f sur I converge si
et seulement si quelle que soit la suite ([an,by])nen de segments de I, telle que (ap)nen tend vers
inf I et (by)nen tend vers sup I, la suite (ff: f(a:)dx) oy Comverge dans R. De méme, l'intégrale de
f sur I converge si et seulement si quelle que soit la Zuz’te ([an, bn])nen de segments de I, telle que
(an)nen tend vers inf I et (by)nen tend vers sup I, la suite (f:: f(x)dx)neN est de Cauchy dans R.

Preuve. Les deux formulations sont clairement équivalentes, car “converger” et “étre de Cauchy”
sont deux propriétés équivalentes pour les suites de nombres réels. Il suffit donc de prouver la
premiére. La preuve de cette propriété est un peu technique (il faut distinguer les cas suivant que
est un segment, ou de la forme |a, b[, ou de la forme [a, b] encore de la forme ]a, b]), et elle n’apporte
pas d’éléments fondamentalement nouveaux. Notons que 'implication récriproque est triviale, et
que c’est I'implication réciproque qui est donc laissée en exercice au lecteur. [ |

Une reformulation continue plutdt que séquentielle du critere précédent (propriété [2.2.4) est la
suivante.

Propriété 2.2.5 (Critére de Cauchy continu 1) Soit I un intervalle de R non vide et f :
I — R une fonction intégrable sur tout segment inclus dans I. L’intégrale de f sur I converge si
et seulement si pour tout e > 0, il existe un segment [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] inclus
dans I\ [a,b], on a ]fcdf(t)dﬂ <e.

Remarque 2.2.6 Dans la propriété précédente, la partie I\[a,b] n’est pas un intervalle, en général.

Preuve. Pour le sens direct, raisonnons par contraposition. Supposons qu’il existe un gy > 0 tel
que pour tout segment [a,b] C I, il existe un segment [c,d] C I\ [a,b] tel que |fcdf(t)dt| > €p.
Considérons une suite exhaustive ([ay, Bn])neny de segments de I. Construisons une autre suite
exhaustive ([an, by])nen comme suit. On pose ag = ag et by = [y. Utilisant ce qui précede avec
[a,b] = [ag,bp], il existe un segment [co,dp] C I\ [ag,bo] tel que \fc‘? f@t)dt| > ep. I y a deux
possibilités : soit [co, dp] est "a gauche" de [ag, bp] dans I (i.e. dy < ag), soit [cg, do] est "a droite"
de [ag, bp] dans I (i.e. by < cp). Dans le premier cas, on pose a; = dy et by = by, puis az = ¢g et
by = by. Dans le second, on pose a1 = ag et by = ¢g, puis ag = ag et by = dy. Dans tous les cas, on a

" roydt — / " e / “

On recommence ensuite en choisissant N > 0 tel que pour tout n > N, [ag, ba] C [, Bn], ce qui est
possible par exhaustivité de ([, 5n])nen, €t on pose [as, bs] = [an, Bn], puis on utilise la propriété
initiale pour constuire [ay, by et [as, bs], etc. On construit ainsi une suite ([an, by])nen de segments
de I, dont on vérifie qu’elle est exhaustive, et une suite ([¢,, d,])nen. De plus, ces suites vérifient

/a o F()dt — /a o Ft)dt /c - F)dt

3n+2 3n+1
En particulier, la suite ( / :” f (t)dt) N n’est pas de Cauchy, donc elle ne converge pas. Ceci assure
n n

> 0.
a

Vn € N,

> £9.

que l'intégrale de f ne converge pas sur I, et acheve la preuve de 'implication dans le sens direct.
Dans le sens réciproque, on considére une suite exhaustive ([an,by])neny de segments de I et on

montre que la suite ( f;" f(t)dt) . est de Cauchy (donc converge) dans R. On obtient que la
n n
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limite ne dépend pas de la suite exhaustive choisie en utilisant le lemme Fixons € > 0. Par
hypothese, il existe [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] C I\ [a,b], | [J f(t)dt| < /2. Par
exhaustivité de la suite ([an, bn])nen, il existe N € N tel que pour tout n > N, [a,b] C [an, by]. Pour
n>NetpeN ona

bntp bn
| rwa= [

n+p Qn

= / f(t)dt + b"”f(t)dt‘

n+p bn

an bn+p
< |7 swa+ | [T pwa
an+p bn
< E—FE—E
2 2

Ceci démontre que la suite ( I ;’" f (t)dt) . est de Cauchy, donc elle converge dans R, par complé-
n n

tude de R. La limite de cette suite ne dépend pas de la suite exhaustive choisie par le lemme [2.1.52
On en déduit que I'intégrale de f converge sur I. Ceci achéve la preuve de I'implication réciproque,
et aussi la preuve de la propriété. [ |

Une formulation alternative du critere de Cauchy continu précédent est donné par la propriété
suivante.

Propriété 2.2.7 (Critére de Cauchy continu 2) Soit f une fonction de I dans R qui est Riemann-
intégrable sur tout segment de I. L’intégrale de f converge sur I si et seulement si pour tout € > 0,
il existe un segment [a,b] C I tel que, pour tout segment [c,d] C I contenant [a,b], on a

/cdf(t)dt _ /abf(t)dt

Preuve. Exercice a partir de la propriété [2.2.5] [ |

< e.

On peut également reformuler cette estimation en termes de restes, une fois acquise la conver-
gence de l'intégrale sur I, comme le précise la propriété suivante.

Propriété 2.2.8 Soit f une fonction de I dans R dont l’intégrale converge sur I. Pour tout € > 0,
il existe un segment [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] C I contenant [a,b], on a

/I F(t)dt — / " ot

< e.

Preuve. Soit ([an, bn])nen une suite exhaustive de segments de I. Fixons € > 0. Par la propriété
il existe [a, b] C I tel que pour [c,d] C I avec [a,b] C [c,d], on a |fcdf(t)dt— f; f(t)dt| < e/3.
Soit [¢,d] C I un segment contenant [a, b]. Par exhaustivité de la suite ([an, by])nen, il existe N € N
tel que pour tout n > N, [a,b] C [ay, by]. Pour tout n > N, on a donc

/ai" F(t)dt — /cdf(t)dt /abf(t)dt - /cdf(t)dt

< +

a

N
3 3

Passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient, puisque I'intégrale de f converge sur I,

|/I F(t)dt — /Cd F()dt
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Remarque 2.2.9 On abusera parfois de la notation f: f(t)dt, méme lorsque l’on n’intégre pas sur
le segment [a, b]. Concrétement, on notera parfois fol f(t)dt au lieu de [, 1 f(t)dt, de fio 47 f(t)dE, ou
encore de [, f(t)dt. On notera méme parfois J5Fe° f(t)dt pour Jio 400 f(0)dE 0w pour fi o f(t)dt.
Une des raisons pour cela est que la relation de Chasles se prolonge aux intégrales convergentes sur
un intervalle, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 2.2.10 (Relation de Chasles pour les intégrales convergentes) Soit I un inter-
valle de R, a un point de I, et f une fonction de I dans R qui est Riemann-intégrable sur tout
segment de I. L’intégrale de f converge sur I si et seulement si elle converge sur IN| — oo, al et sur
IN[a,+oo[. Dans ce cas, on a

/ F(t)dt = / F(t)dt + F(t)dt. (2.11)
1 IN]—o0,a] IN[a,+oo]

Preuve. Raisonnons par double implication. Pour le sens direct, soit ([an, by])nen une suite exhaus-
tive de segments de IN] — 00, a] et ([@n, bp])nen une suite exhaustive de segments de I N[a, +oo[. Par
exhaustivité de ces deux suites, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N, on a @, = b, = a.
Pourn > N et pe N, on a

/ b fede = | i"f(t)dt - foar = [ ftyar
< fae— [ o
_ ai’:p F(t)dt — /a i" F(t)dt
< ;;f@mt—lfﬁwt+(ﬁf@ﬂt—LTf@Mt,

par inégalité triangulaire. Fixons € > (. Puisque l'intégrale de f converge sur I, la propriété
fournit un segment [«, 5] C I tel que pour tout segment [c¢,d] C I contenant [o, 3], on
a |f; f(t)dt—fcdf(t)dt‘ < €/2. On pose alors A = min(«,a) et B = max(a, ), de sorte que

[a, B] C [A,B], A€ IN] —o0,a] et B € 1IN [a,+oc[. Par exhaustivité de la suite ([an, by])nen dans
IN] — 00, al, il existe N} € N tel que pour tout n > N1, A € [an, by]. De méme, il existe N2 eN
tel que pour tout n > N2, B € [, b,). On en déduit que pour n > max(N2}, N2) et tout p € N,
[, 8] C [A,B] C [an,bn] C [antp,bnl. A Taide des inégalités précédentes, on obtient pour tout
n > max(N, N}, N2),

bn-tp bn
[ rwae= [ s

n+p @

<E.¢
2 2

Ceci assure que 'intégrale de f converge sur IN] — 0o, a]. Un raisonnement similaire sur la suite des
intégrales sur les segments [y, b,] montre que 'intégrale de f converge également sur I N [a, +00].
Pour le sens réciproque, considérons une suite exhaustive ([an,bn])nen de segments de I. Par ex-
haustivité, on peut supposer sans perte de généralité (en retirant un nombre fini des premiers termes
de la suite de segments) que pour tout n € N, a, < a et a < b,. Observons que la suite ([a,, a])nen
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est une suite exhaustive de segments de IN] — oo, a] et la suite ([a, by])nen est une suite exhaustive
de segments de I N [a,+oo[. Pour tout n € N, la fonction f est intégrable sur le segment [ay, b,],
donc elle est intégrable sur les segments [a,,, a] et [a,b,], et U'on a par la propriété [2.1.9

Vn € N, /: F(t)dt = /a: F(t)dt + /ab" F(1)dt.

Puisque chacun des deux termes du membre de droite de cette égalité admet une limite finie quand
n tend vers 'infini qui ne dépend pas de la suite choisie, il en est de méme du membre de gauche.
Ceci montre que l'intégrale de f converge sur I et ’on obtient la relation en passant a la
limite quand n tend vers l'infini. [ |

L’ensemble des fonctions d’intégrale convergente sur un intervalle est, en général, strictement
plus grand que ’ensemble des fonctions absolument intégrables sur cet intervalle, comme on le
vérifie sur ’exemple suivant.

Exemple 2.2.11 La fonction
f.<[1,+oo[ — R)

sin(t)
t s S0

est d’intégrale convergente sur [1,4o00[, mais elle n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle.

En effet, la fonction f est le produit de la fonction t — 1/t, qui est de classe C* sur I = [1,+o0]
et de la dérivée de la fonction t — —cos(t), qui est également de classe C' sur [1,+oo[. Par
intégration par parties (voir CDI1), on a pour tout segment [a,b] C [1,+o00],

/ " F(t)dt = [—C"j“)]z -/ heos(t) g,

t2

Observons que la fonction t + cos(t) /t? est continue sur [1,+oc[. Elle est donc Riemann-intégrable
sur tout segment de [1,+oc[. De plus, elle vérifie pour tout t > 1, |cos(t)/t?| < 1/t2. La fonction
t > 1/t% est intégrable sur [1,+o0] d’aprés la proposition . Par conséquent, la fonction t —
cos(t)/t? est absolument intégrable sur [1,+o0o[. En particulier, son intégrale converge sur [1,+o0]
par la propriété [2.2.2 Soit ([an,bn])nen une suite ezhaustive de segments de [1,+o00[. La suite
(f;: cos(t)/t2dt)en converge donc vers un certain o € R qui ne dépend pas de la suite choisie. De
plus, la suite (cos(an)/an)nen converge vers cos(1) (elle est égale a cette valeur a partir d’un certain
rang), et la suite (cos(by)/bn)nen tend vers 0 car (by)nen converge vers +o0o. On en déduit que la
suite (f;: f(t)dt)pen converge vers une limite qui ne dépend pas de la suite exhaustive choisie. Ceci
montre que la fonction f est d’intégrale convergente sur [1,+ool.

Le fait que la fonction f n’est pas absolument intégrable sur l'intervalle [1,+oo[ est laissé en

exercice. On pourra minorer pour n > 1 les intégrales 227E;L+1)7r |f(t)|dt en observant que
m b 1
Vie |=,—|, sin(t)| > —,
A RENETCES

et utiliser la relation de Chasles.
Comme conséquence de la relation de Chasles, on a le critére suivant de convergence des in-

tégrales, qui est peut-étre celui qui permet de mieux comprendre la dénomination d’"intégrale
convergente'.
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Propriété 2.2.12 (Caractérisation des fonctions d’intégrale convergente) Soit I C R un
intervalle non vide et f une fonction de I dans C qui est Riemann-intégrable sur tout segment de
I. Pour tout a € I, on peut définir les fonctions

(IN] —o00,a] — C (IN[a,+oo] — C
Ga: ( x — [ f(x)da:) et Da: ( x — [ f(x)d:z;)'

D’une part, l'intégrale de f converge sur I si et seulement si pour tout a € I, la fonction G, admet
une limite finie £4(a) € C en infI et la fonction D, admet une limite finie {4(a) € C en supl.
D’autre part, lintégrale de f converge sur I si et seulement s’il existe a € I tel que la fonction G,
admet une limite finie {y(a) € C en inf I et la fonction D, admet une limite finie {4(a) € C en
sup I. Dans ce cas, on a pour tout a € I,

/1 F(@)de = £,(a) + La(a).

Preuve. Exercice [ |

Terminons par une propriété de structure.

Propriété 2.2.13 Soit I un intervalle de R non vide. L’ensemble C(I,R) des fonctions de I dans
R, Riemann-intégrables sur tout segment de I et dont l’intégrale converge sur I est un R-espace
vectoriel qui contient LY (I,R) (voir la propm'été. L’application de C(I,R) dans R qui envoie
une fonction f sur [; f(t)dt est une forme linéaire sur C(I,R). Elle prolonge la forme I définie d

la propriété[2.1.63,

Preuve. La propriété de structure de C(I,R) et la linéarité de la forme sont une conséquence de
la propriété 2.1.11] qui vaut sur les segments inclus dans I, et de la définition de I'intégrale comme
limite d’une suite d’intégrales sur des segments de I. Leur preuve est laissée au lecteur. Le fait que
la forme linéaire prolonge Z est conséquence de la propriété [2.2.2 [ |

Remarque 2.2.14 On a une propriété analogue que C(I,C), qui est laissée en exercice au lecteur.

2.2.2 Rappel : Les deux formules de la moyenne

Les deux formules suivantes, dites “de la moyenne”, sont attribuées au mathématicien francais
Pierre Bonnet.

Propriété 2.2.15 (Premiére formule de la moyenne) Soit g une fonction Riemann-intégrable
positive sur un segment [a,b] (avec a < b), et soit f une fonction continue sur ce segment da valeurs
réelles. Il existe ¢ € [a,b] tel que

b b
wawwhﬁ@ngd (2.12)

Preuve. La fonction f est continue sur le segment [a, b] & valeurs réelles, donc il existe m, M € R
et T,z € [a,b] tels que

flem)=m= inf f@r) et flra) =M= sw f(z)

Z‘E[a, $E[a,b]
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Puisque la fonction g est positive sur [a, b], on a

vt e fa,b],  mg(t) < f()g(t) < Mg(t).

Puisque la fonction f est continue sur [a, b], elle est Riemann intégrable sur le segment [a, b]. Puisque
de plus la fonction g est Riemann-intégrable sur [a,b], la fonction fg est également Riemann-
intégrable sur ce segment. On déduit de I'inégalité précédente que

/ dt</f dt<M/

Si f;g(t)dt =0, alors f; f(®)g(t)dt =0 et 'on a (2.12) quel que soit ¢ € [a, b]. Sinon, f(fg(t)dt >0
et les inégalités ci-dessus fournissent
Jz f(Dg(t)dt
[P g(t)at
Puisque la fonction f est continue sur le segment [a,b] & valeurs réelles, on peut lui appliquer le

théoréme des valeurs intermédiaires. Observons que m et M sont dans I'image du segment [a, b] par

f ff (t)idt c’est-a-dire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que (2.12) a lieu. m
L9

€ [m, M].

f. Il en est donc de méme de

Remarque 2.2.16 Sous les mémes hypothéses, mais en autorisant la fonction f a prendre des
valeurs complexes, la relation (2.12) n’est plus vraie en général. On peut par exemple considérer

- 2T
f(t) =e't=a" et g(t) =1 pour s’en convaincre. On a cependant dans ce cas la majoration

t)dt

< 110 [ ottt

z€la,b]

Propriété 2.2.17 (Seconde formule de la moyenne) Soit f une fonction Riemann-intégrable
sur un segment [a,b] (avec a < b), d valeurs réelles. Soit g une fonction positive décroissante sur

[a,b]. 1l existe ¢ € [a,b] tel que
b c
| rwgvdt = g(a) [ ieyat (213)

Preuve. Puisque la fonction g est décroissante sur le segment [a, 0], elle est Riemann-intégrable sur
[a, b] par la propriété Par suite, la fonction fg est Riemann-intégrable sur le segment [a, b]
par la propriété puisque f lest également. Le membre de gauche dans la relation est
donc bien défini. L’intégrale dans le membre de droite est quant a elle bien définie par la propriété
pour tout ¢ € [a,b] car f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b] tout entier. Nous allons
montrer qu'il existe un ¢ € [a, b] tel que I'égalité a lieu.

Pour cela, désignons pour tout entier N > 1 par (t;)o<i<n la subdivision réguliere du segment [a, b]
définie pour i € {0,--- ,N} par t;, = a + b ~ - Posons pour tout tel entier N

La fonction f est Riemann-intégrable sur le segment [a, b] par hypothése, donc il en est de méme de
|f1, et ces deux fonctions sont donc Riemann-intégrables en restriction a tout segment inclus dans
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[a,b]. En particulier, on peut introduire les fonctions F' et K définies par
(la,b] — R (la,b] — R
E ( e s froa) 0 Bl s erwa)

Puisque la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b], la fonction F' est continue sur le segment
[a,b] en vertu du corollaire [2.1.70, Puisque le segment [a, b] est compact, et F est a valeurs réelles,
la fonction F' est bornée et atteint ses bornes : il existe m, M € R tels que

m = inf F(z) et M = sup F(z).

xe[avb] ze[a,b}
De plus, dans I'esprit de la propriété [2.1.69, si M est un majorant de |f| sur le segment [a, b], on a
Yo,y € [a,b],  |K(z) - K(y)| < Mz —yl,

et ainsi K est lipschitzienne sur [a,b]. Forts de ces observations, nous allons montrer que la suite
(IN)n>1 tend vers l'intégrale dans le membre de gauche de , et c’est a partir de Iy que nous
obtiendrons le résultat sur cette intégrale, par passage a la limite. Par application répétée de la
relation de Chasles (propritété , on a pour tout N > 1,

b N-1 g,
[ rwgwar= Y [ rogta.
@ k=0 *tk

Par conséquent, par décroissance de g sur [a,b], on a pour tout N > 1,

b N-1 thi1
[ twgwar -1 < S [ r@lgn) - gt
a k=0 1k %
N-1 tri1
< / FO] (9(tk) — g(trr)) dt
k=0 k
N—-1
< Y (glt) — gltirn)) (K (trsr) — K (1)
o
< (g(tr) — g(tks1)) M (tgs1 — t)
k=0 e
7b—aN_1
< M N 2 (9(te) — g(tes1))
—b—a

< M (g(@) - g(0)).

Ceci assure que la suite (In)n>1 converge vers | ;’ f(t)g(t)dt. Par ailleurs, on peut effectuer une
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transformation d’Abel dans I’écriture de Iy en remarquant que pour tout N > 1,

N-1 tert
Iv = Yot [

k=0 k
N-1

= 9(tr) (F(trsr) — F(te))
k=0
N-1 N-1

= 9(te) F(tes1) — ) 9(te) F(tx)
k=0 k=0
N N-1

= > gltk-1)F(tr) — Y g(te)F(tr)
P P
N-1 N-1

= Y gtk )F(te) = Y g(te) F(t) + g(tn—1)F(b) — g(a) F(a)
k=1 k=1 hnred
N-1

= (g(tk—1) — 9(te) ) F'(t) + g(tn—1) F(b). (2.14)
k=1 % 0

On en déduit que, pour tout N > 1,
N-1 N-1
m Yy (g(tk-1) — g(tr)) +mg(tn-1) < In <M Y~ (g(tk-1) = g(tr)) + Mg(tn-1).
P k=1

Ainsi, puisque les sommes ci-dessus sont téléscopiques, pour tout N > 1,
mg(a) < Iy < Mg(a).

Passant a la limite quand N tend vers +o0o dans ces inégalités, on a, compte tenu de la convergence
de la suite (In)n>1 montrée précédemment,

b
mg(a) < / F(Hg(t)dt < Mgl(a).

Si g(a) = 0, alors la fonction g est identiquement nulle sur [a, b] et donc 0 < ff f(t)g(t)dt = 0. Dans
ce cas, la relation (2.13) est vérifiée quel que soit ¢ € [a,b]. Sinon, g(a) > 0, et 'on a donc

g(la) /ab F()g(t)dt € [m, M].

La fonction F' étant continue sur le segment [a, b], & valeurs réelles, et prenant les valeurs m et M,
on sait par le théoréme des valeurs intermédiaires qu’elle prend toutes les valeurs entre m et M.
En particulier, il existe ¢ € [a, b] tel que

1 b
F(c :—/ f()g(t)dt.
© = a7 . F®90)
Ceci acheve la preuve de la démonstration. [ |

Remarque 2.2.18 L’identité (2.13|) dans la propriété précédente est encore vraie lorsque a = b :
il suffit de prendre c =a =10 et l’'on a 0 = g(a) x 0.

Remarque 2.2.19 Si l'on suppose de plus que [ est continue sur le segment [a,b] et que g y est
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de classe C', alors la preuve de la seconde formule de la moyenne est plus simple. En effet, on peut
écrire directement par intégration par parties que

b b b
| t0gtat = [ F@gear = (Fal+ [TF@) (<g'0) at

Puisque la fonction g est décroissante sur [a,b], sa dérivée est négative sur le segment [a,b]. Par la
premiére formule de la moyenne, on sait qu’il existe d € [a,b] tel que

b b d
[ FO (g @)t = Fa) [ (=g @) dt = (g(@) = 90) [ s(01t
Compte tenu du fait que F(a) =0, on en déduit que

/ab F)g(t)dt = g(b)F(b) + (9(a) — g(b)) F(d).

Le cas ot g(a) = 0 correspond a g = 0 sur [a,b], et la seconde formule de la moyenne est vraie pour
tout ¢ € [a,b]. Supposons donc que g(a) > 0. Dans ce cas, on a

[ st = st 20 py+ (1 25 ) i)

g(a) 9(a)
——
€[0,1] €[0,1]

On en déduit que le terme en facteur de g(a) dans le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est
dans le segment d’extrémités F(b) et F(d). Puisque la fonction F' est continue sur le segment [a, b]
et d € [a,b], le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure qu’il existe ¢ € |a,b] tel que

g(b) g(b)
F(c)==<F(0)+ (1—-—=—<)F(d).
@ = gt @+ (1 ) F@
On a ainsi montré la seconde formule de la moyenne, dans un cas plus restrictif, sans avoir recours
a la suite (IN)N>1-

Cette propriété ne vaut que pour les fonctions a valeurs réelles. Pour les fonctions a valeurs
complexes, on a toutefois, dans le méme esprit, la propriété suivante, dont la preuve s’inspire de la
preuve précédente.

Propriété 2.2.20 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur un segment [a,b] (avec a < b), a

valeurs complexes. Soit g une fonction positive décroissante sur [a,b]. On a linégalité

< g(a) sup
c€la,b]

/a " Ft)g(t)at / ‘ f(t)dt‘ | (2.15)

Preuve. Reprenant les notations de la preuve précédente, on peut définir la suite Iy, les fonctions
F et K, qui sont toujours lipschitziennes donc continues sur le segment [a, b], et prouver comme
précédemment que la suite (Ix)n>1 converge vers | ; f(t)g(t)dt. Menant la méme transformation
d’Abel que ci-dessus, on aboutit & (2.14). De cette égalité, en notant C' = SUPgeap) [F(2)], on
obtient pour tout N > 1,

N-1
[In| < C <Z (g(tr—1) — g(tr)) + g(tN1)> = Cy(a).
k=1
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Passant a la limite quand N tend vers 400, on obtient 'inégalité (2.15)) que 1’on souhaitait démon-
trer. ]

Remarque 2.2.21 Un intérét remarquable de l'inégalité est que le membre de droite com-
porte un module a Pextérieur de l’intégrale. Ceci signifie que les oscillations dans le cas complexe,
et les changements de signe dans le cas réel, qui rendent des intégrales convergentes sans qu’il y
ait d’intégrabilité absolue, sont pris en compte par cette inégalité. 1l faut bien garder a 'esprit que

["inégalité
b
| i

est vraie dés que la fonction f est Riemann intégrable sur le segment [a,b], a valeurs réelles ou
complezes, mais le membre de droite peut étre considérablement plus grand que le membre de gauche
dans cette inégalitélﬂ. En ce sens, linégalité (2.15)) est trés précise.

< [,

2.2.3 Le critere d’Abel pour la convergence des intégrales

Lorsque 'on souhaite montrer qu’une intégrale d’une fonction sur un intervalle converge et que
les criteres d’intégrabilité absolue n’ont pas fonctionné (ou, idéalement, quand on est certain que
I'intégrale ne converge pas absolument), on peut utiliser le critére suivant, qui permet parfois de
conclure.

Propriété 2.2.22 (Critére d’Abel pour la convergence des intégrales) Soit a,b avec —oco <
a < b < +o00. On se donne une fonction f de [a,b] dans R ou C, Riemann-intégrable sur tout seg-
ment inclus dans [a,b|, et une fonction g positive et décroissante sur [a,b[, tendant vers 0 en'b. On
suppose qu’il existe M > 0 tel que

Va € [a, b,

/ f(t)dt’ <M.
L’intégrale de fg converge sur [a,b|.

Preuve. Puisque g est décroissante sur [a, b[, elle est Riemann-intégrable sur tout segment inclus
dans [a, b[. Par produit, la fonction fg est donc également Riemann-intégrable sur tout segment
inclus dans [a, b]. Utilisons le critere de Cauchy séquentiel de la propriété [2.2.4] Pour cela, consi-

dérons une suite ([an,bn])nen de segments de [a,b[ avec a, — aetb, — b. A laide de la
n—+o00 n—+400

relation de Chasles (propriété [2.1.9)), écrivons que pour n,p € N,

an

/abnﬂ, gt — bn F(t)g(t)dt = f(t)g(t)dt + /b e f()g(t)dt. (2.16)

n+p a An+p

Soit & > 0 tel que [a,a+25[C [a, b]. La fonction fg est Riemann-intégrable sur le segment [a, a+ d],
donc sa valeur absolue y est majorée par un certain C' > 0. Par ailleurs, utilisant la propriété de la

4. On pourra par exemple considérer f,(t) = cos(gf—’;t), pour n > 1.
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moyenne [2.2.20} on peut écrire pour tout n, p € N, lorsque by, < bpyyp,

bnip
/+ f(t)g(t)dt sup /f dt'
bn Ce[bn, n+p n

sup

< g(bn>( " (bt + /U(t)dt\)
CE[bn bnp] 1/ a
< 2Mg(by). (2.17)

Par une étude similaire laissée au lecteur dans le cas ou b,4, < by, on conclut que pour tout

n,p €N,
bn+P
| rwga

Fixons maintenant € > 0. Puisque la suite (a,)nen tend vers a, il existe un rang NE1 € N, tel que
pour tout n > N1 on a0 < a, —a < min(¢/(2C),d). Par conséquent, on a pour tout n > N et
peN,

< g(byn)

< 2M max(g(bn), g(bntp))-

an max(an,an+p)
e < [ S0t
An+p min(an,an+p)
max(an,an4p)
</ JOLIOI
< C(max(anqp, an) — a)
€
< — 2.1
< : (218)

Par ailleurs, puisque la fonction g tend vers 0 en b par hypothese, et puisque la suite (by,)nen tend
vers b, il existe un rang N2 € N tel que pour tout n > N2, |g(b,)| < ¢/(4M). Utilisant ([2.17), on
obtient pour tout n > Nf et peN,

<

bn+p
[ gt
bn

Combinant (2.18)) et (2.19) dans I’égalité (2.16)), il vient par inégalité triangulaire que pour tout
n > max(N1, N2), et tout p € N, on a

(2.19)

w\m

byt
/ " F()g(t)dt — / FOgt)dt] < S+ 5 =
An+p 2 2
Ainsi, la propriété [2.2.4] assure que l'intégrale de fg converge sur [a, b]. [

Remarque 2.2.23 On peut évidemment écrire et montrer un critére d’Abel similaire pour des
produits de fonctions sur un intervalle de la forme la,b] avec —o0o < a < b < +o0 et des hypothéses
adaptées. C’est un bon exercice pour le lecteur.

qui n'utilisent que des propriétés locales (continuité, dérivabilité, etc) sont encore vrais si l’on
suppose simplement que f est d’intégrale convergente sur I (ce qui est une hypothése moins forte
que f € LY(I,R)), comme le lecteur pourra s’en convaincre en exercice.
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2.2.4 Espace des fonctions de carré intégrable, inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit I C R un intervalle non vide.

Définition 2.2.25 On note L2(I,C) I’ensemble des fonctions (Riemann-intégrables sur tout seg-
ment inclus dans I) dont le carré est absolument intégrable sur I. Pour f € L2(I,C), on note

12 =(/ |f(x>\2dx>é.

Propriété 2.2.26 L’ensemble L2(I,C) est un espace vectoriel sur C. L’application f v+ ||fll2 est
une semi-norme sur cet espace.

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 2.2.27 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f,g € L2(I,C). La fonction fg est ab-
solument intégrable sur I et l’'on a

< [1s@gtaiae < ( | If(w)|2dx>; (/ |g<x>\2da:)§-

Preuve. Soit f,g € £L2(I,C). Observons que pour tout = € I, on a

1 1
@@ < 3@ + 5la@).
Puisque f et g sont Riemann-intégrables sur tout segment de I, il en est de méme de fg, de |fg|,
de |f|? et de |g|%. Par suite, pour tout segment [a,b] C I,

b b b
/a |f(z)g(x)|dx < ;/a |f(:c)|2dx+;/a lg(z)|*dz.

Puisque f,g € £?(I,C), le membre de droite de cette inégalité est majoré indépendamment du
segment [a, b]. Il en est donc de méme du membre de gauche. On en déduit que fg est absolument
intégrable sur I (i.e. fg € L1(I,C)). Utilisant 'inégalité (2.6]) de la propriété [2.1.62] on obtient

| @@ < [ 1@z,

Pour montrer 'autre partie de I'inégalité, on peut donc supposer sans perte de généralité que f et
g sont & valeurs positives sur I. Dans ce cas, on définit classiquement la fonction

[ t@g(a)da

P R — R
A — [(f(@) 4+ Ag(z))?dz )

qui est bien définie par la propriété précédente puisque f et g sont de carrés sommables sur I.
Remarquons que la fonction P est a valeurs positives sur R par positivité de I'intégrale et que c’est
une fonction poynomiale de degré au plus 2. En effet, on a

VA ER, P\ = (/Ig(x)zdx) 242 (/I f(:c)g(x)dx) A+ (/I f(.%')QdJ?) )

Supposons que [; g(z)%dx = 0. Dans ce cas, I'intégrale de g2 est nulle sur tout segment de I. Donc
I'intégrale de g également, et il en est de méme de l'intégrale de fg. On en déduit que l'intégrale
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de fg est nulle sur /. Ainsi, on a bien

/If(a:)g(:v)d:v < </1 f(x)de>; </1 g(x)zd:U);. (2.20)

Supposons maintenant que f; g(z)?dz > 0. Dans ce cas, puisque P est & valeurs positives sur R,
son discriminant est négatif ou nul. Cette condition sécrit

4 (/] f(x)g(a:)d:v)2 —4 (/I f(a:)zd:v) (/Ig(:n)Qda:) <0.

On en déduit que (2.20)) est encore vraie dans ce cas. Ceci achéve la preuve de l'inégalité. [ ]

2.3 Intégrales a parametres

2.3.1 Fonctions définies par une intégrale sur un segment fixe

Commencons par énoncer et démontrer un résultat assurant la continuité.

Propriété 2.3.1 Soit a et b deux nombres réels avec a < b et (X, d) un espace métrique localement
compact (voir la définition . Soit f une fonction continue sur X X [a,b] d valeurs dans R.

La fonction
X — R
F(w — f;’f(w,wdt)’ 221

est continue sur X.

Preuve. Remarquons que la continuité de la fonction f sur X X [a,b] implique que, pour tout
x € X, la fonction ¢t — f(x,t) est continue, donc Riemann-intégrable sur [a, b]. Ainsi, la fonction F
est bien définie sur X. Par ailleurs, si I'on fixe ¢y € X, alors, puisque X est localement compact,
il existe un voisinage V' de zy dans X qui est compact. Ainsi, la partie V' X [a,b] est compacte,
comme produit de compacts. La fonction f étant continue, par restriction, a cette partie, il vient
qu’elle est uniformément continue sur cette partie par le théoreme de Heine[ﬂ Fixons € > 0. Par le
raisonnement précédent, il existe n > 0 tel que

€
Vo,y €V, Vi, ts € [a,b], <|t1 — | +d(@,y) <n=|f(z,t1) = fly, 02)| < ;= a> :
En particulier, dés que = € V est tel que d(z,z9) <7, on a
€
Vte[a?b]a ’f(l'at)_f($0at)|<b_a'

On en déduit que, pour x € V tel que d(z,xo) <,

/ab(f(a:,t)—f(:ro,t))dt g/ab|f(x,t)—f(:z:o,t)|dt§/ab(bfa> dt — e.

Ceci montre que la fonction F' est continue en tout xg € X. [ ]

|F(x) = F(xo)| =

5. Ou plutot par une généralisation du théoréme de Heine. Voir par exemple le théoréme 7-5.22 dans [12].
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Remarque 2.3.2 Le résultat vaut également pour une fonction f continue sur X X ngl[ai, bil, et
dans ce cas on a la continuité de la fonction F(x) = fnd,l[ai,bi] flx,ty, - tg)dty ---dty sur X. La

preuve est trés similaire (et laissée en exercice).

Remarque 2.3.3 On généralise la propriété précédente aux fonctions a valeurs dans C, R? , C?
en séparant partie réelle et partie imaginaire, et en raisonnant composante par composante.

Présentons maintenant un résultat assurant le caractére C! d’une fonction définie par une inté-
grale sur un segment fixe.

Propriété 2.3.4 Soit X un ouvert non vide de R%, et a et b deuz nombres réels avec a < b. On se
donne une fonction f de X x [a,b] dans R, que l'on suppose continue sur X x [a,b]. On suppose

de plus que, pour tout i € {1,--- ,d}, la fonction aani existe et est continue sur X X [a,b]. Dans ce
cas, la fonction F définie en ([2.21)) est de classe C' sur X et l'on a
oF b9
Vie (L .d}, Wz, za) € X, oz = [ 2L par. (2.22)
(%ci a 8$Z

Remarque 2.3.5 L’hypothése sur les dérivées partielles premieres de la fonction f signifie que
pour tout t € [a,b], x € X eti € {1,---,d}, en notant e; le iéme vecteur de la base canonique de
R?, le rapport (défini pour h réel différent de 0 de valeur absolue assez petite car X est ouvert)
w admet une limite réelle (notée %(az,t}), et que les d fonctions de X X [a,b] dans
R ainsi obtenues sont continues sur X X [a,b]. '

Preuve. Commencons par remarquer que puisque X est un ouvert de R, il est localement compact
et la propriété précédente s’applique, de sorte que la fonction F' est bien définie et continue sur
X. Fixons maintenant ¢ € {1,---,d} et montrons que la fonction F' admet une dérivée partielle
par rapport a z; en tout point de X. Fixons z = (1, -+ ,24) € X et notons e; le iéme vecteur
de la base canonique de R?. Observons que, puisque X est ouvert, pour h réel assez petit, on a
x + he; € X. De plus, pour un tel A, on a

b
Flz + he:) — F(z) :/a (f(z + hei, ) — f(x,1)) dt.

Fixons t € [a, b]. La fonction s — f(x + se;,t) est continue sur [0, h] si h > 0 et sur [h,0] si h < 0.
Elle est de plus dérivable sur ce segment, comme assuré par ’hypothese sur f (et un résultat sur
la dérivabilité des fonctions composées), de dérivée en s égale a %(m + se;, t). Ainsi, sa dérivée
est continue sur le segment [0,h] (ou [h,0]) par hypothése sur f. Par conséquent, le théoréeme

fondamental du calcul vu en CDI1 assure que
of

h
Flx + heit) — f(@,t) :/0 L

Ceci implique, toujours pour h réel non nul assez petit, disons dans | — d,d[\{0} pour un certain
0 > 0, par le théoreme de changement de variable vu en CDI1,

f(z+ heist) — f(x,t) 1 Of

(x + se;, t)ds.

(x 4 ohe;, t)do,

h 0 8:5‘1
d’ou 'on obtient que
F he;) — F b 1
(z + hei) = Flw) :/ ( O (2 + ho, t)da) dt. (2.23)
h a \Jo Oz;

103



La fonction

g.<]—6,5[x<[a,b1x[o,u> — R )
. (h7(t70)) — %(1‘—1—}“7,75) ’

est continue sur | — d, §[x ([a, b] x [0, 1]), par hypotheése sur f et par utilisation des résultats sur les
produits et compositions de fonctions continues. On peut donc lui appliquer le résultat montré a la
propriété Celui-ci assure que la fonction

o | =0, — R
o = (0 AL+ hot)do)dt)

est continue sur | — §,d[. En particulier, on peut passer a la limite quand h tend vers 0 dans le
membre de droite de (2.23)), et 'on obtient que F' admet une dérivée partielle par rapport a la iéme
variable en x, et que cette dérivée partielle au point = est

gf; (z) = /ab (/01 gx{ (x +00',t)d0> dt = /ab ggfz (z,t)dt.

Condidérant les d dérivées partielles de F' ainsi obtenues sur X, et utilisant de nouveau la propriété
[2:3.1] pour montrer qu’elles sont continues sur X, on déduit d’un résultat de CDI1 que la fonction
F est de classe C! sur 'ouvert X et vérifie bien ([2.22). |

Remarque 2.3.6 Le résultat vaut également pour une fonction f vérifiant les hypothéses sur X x
0L, [a;, bi], et dans ce cas on a le caractére Ct de la fonction F(z) = fnd,l[ai,bi] flx,te, - tg)dty - --dtg
sur X. La preuve est trés similaire (et laissée en exercice).

Remarque 2.3.7 On généralise la propriété précédente aux fonctions & valeurs dans C, R¢ , C?
en séparant partie réelle et partie imaginaire, et en raisonnant composante par composante.

Remarque 2.3.8 Le résultat précédent vaut également lorsque X est un intervalle (non nécessai-
rement ouvert) de R.

Exercice 2.3.9 (Calcul de 'intégrale de Gauss) 1. Justifier que la fonction f : x — e’
est absolument intégrable sur R.

2. Définissons les fonctions
R — R R — R
F: et H: L (14+42)22 .
(:c — [T f(t)dt) <$ — fy dt)

Montrer que la fonction H est de classe C' sur R et exprimer sa dérivée en fonction de F
et F'.

3. Calculer H(0) et montrer que H(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

4. Déduire des questions précédentes que

T

Vz € R, —

4
5. En déduire la valeur de [p e dz.
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2.3.2 Fonctions définies par une intégrale sur un segment variable
Un résultat de continuité

Propriété 2.3.10 Soit (X,d) un espace métrique localement compact et [a,b] un segment de R,
avec a < b. Soit une fonction f continue sur X X [a,b] d valeurs dans R. La fonction

7. X x [a,b] —> R
\ (2T) — [Ifndt)’

est continue sur X X [a,b].

Preuve. Fixons (z,7) € X X [a,b]. La fonction ¢t — f(z,t) est continue sur le segment [a,T],
par conséquent elle est Riemann-intégrable sur ce segment. Ceci assure que F'(z,T) est bien défini.
Observons que, pour y € X et d7 € R tel que T + 6T € [a,b], on a

F(y, T+6T)— F(x,T) = F(y, T+ T) - F(y,T) + F(y,T) — F(x,T). (2.24)

Fixons maintenant € > 0. Puisque X est localement compact, il existe un voisinage compact V' de
x dans X. Puisque V et [a, b] sont compacts, V' X [a, b] est compact. Puisque f est continue sur ce
compact, elle y est bornée. Il existe donc M > 0 tel que pour tout (z,t) € V x [a,b], |f(y,t)] < M.
Ceci implique que, si |0T| < €/(2M), alors pour tout y € V,
max (T, T+6T) €
[Fly.T+6T) - F(y.T)| < | 7y 0)lde < MIST| < 5. (2:25)
min(T,T+3T) 2
Puisque f est continue sur le compact V' x [a, b], elle est uniformément continue sur ce compact par
le théoreme de Heinelﬂ Par conséquent, il existe ¢ > 0 tel que, pour tous y1,y2 € V et t1,t2 € [a, b),
si d(y1,y2) + [t1 — ta] < n, alors |f(y1,t1) — f(y2,t2)] < €/(2(b — a)). On en déduit que pour tout
ye VNnB(x,nl,ona
T
P, T) = ) < [ 1.0~ faplae< S5 < 2
a —a 2
Notons W = V N B(z,n]. Remarquons que W est un voisinage de x, puisque c’est une intersection
finie de voisinages de x. Utilisant les majorations et (2.26) apres une inégalité triangulaire
dans le membre de droite (2.24)), on obient pour y € W et 6T € R tel que [6T'| < £/(2M),

(2.26)

e €
[E(y, T +0T) = Fz, T)| < |F(y, T+ T) = F(y, )| + |[F(y, T) - F(a, T)| < 5 + 5 =e.
Ceci démontre la continuité de F en (z,T). |

Remarque 2.3.11 Utilisant la relation de Chasles (propm'été ainst que la propriété de conti-
nuité d’une intégrale sur un segment fixe (propritété M), on obtient facilement que, sous les
mémes hypothéses que celles de la proposition pour tout ¢ € [a,b], la fonction (x,T)
ch f(z,t)dt est continue sur X x [a,b].

Corollaire 2.3.12 Soient [o, 8] et [a,b] deux segments de R avec a < 8 et a < b. Soit f une
fonction continue de [, 5] X [a,b] dans R et ¢ et ¢ deux fonctions continues de [a, B8] dans [a,].

Alors la fonction
F- [Cl, ﬂ] — R
Nz — fdj(x) f(z,t)dt )’

»(x)

6. Ou plutot par une généralisation du théoréme de Heine. Voir par exemple le théoréme 7-5.22 dans [12].

105



est continue sur |, f3].

Preuve. Le segment [a, (] est localement compact. Puisque la fonction f est continue sur [«, 5] X
[a, b], la propriété assure que la fonction G : (z,T) — faT f(z,t)dt est continue sur [«, 5] X
[a, b]. Par suite, la fonction F : (x,Th,T3) — G(x,T1)—G(x,T3) est continue sur [«, 8] x [a, b] X [a, b].
Observons que pour tout x € [a, ],

F(x) = Fi(z, o(z),¢(2)),

ce qui implique que F est continue sur le segment [, §] par composition de fonctions continues. m

Un résultat de dérivabilité

Propriété 2.3.13 Soit X un ouvert non vide de R?, et a et b deuzx nombres réels avec a < b. On
se donne une fonction f de X X [a,b] dans R, que l'on suppose continue sur X X [a,b]. On suppose
de plus que, pour tout i € {1,--- ,d}, la fonction 37{1 existe et est continue sur X X [a,b]. Dans ce
cas, la fonction
7. X x[a,b] — R
\ @) — [T fndt)’

admet des dérivées partielles premieres par rapport a chacune de ses d + 1 variables en tout point
de X x [a,b] et celles-ci sont continues sur X x [a,b][] et l'on a

T
Wil dy, Y, a)eX, VTelat, L. oam) = [ 2L
8951- a 8372
(2.27)
et OF
V(z1, -+ ,2q) € X, VT € [a,b], 8—T(:c1,...,xd,T) = f(z,T). (2.28)

Preuve. L’existence des dérivées partielles premiéres par rapport aux d premieres variables s’ob-

tient, & T" € [a,b] fixé, avec la proposition appliquée a la fonction G définie sur X par

G(x1, -+ ,xq) = F(x1,--+ ,x24,T). On obtient ainsi . La continuité de ces d dérivées partielles

premieres sur X x [a, b] est conséquence de la continuité des d dérivées partielles premieres correspon-

dantes de f par rapport aux mémes variables sur le méme ensemble (en appliquant la propriété de
2.3.10

continuité qui assure la continuité des d fonctions (z1,- - ,z4,T) — aT a%.(%l, e xg, t)dt).
L’existence de la dérivée partielle premiere de F' par rapport a sa derniere variable s’obtient, a
(z1,--+,24) € X fixé en appliquant le théoréme fondamental du calcul a la fonction ¢(7') =
/ aT f(z1,- -+ ,z4,t)dt. On obtient ainsi ([2.28)). La continuité de cette dérivée partielle sur X x [a, ]
découle de I'hypotheése de continuité de f sur X x [a, b]. |

2.3.3 Fonctions définies par une intégrale convergente sur un intervalle fixe
Un exemple

Considérons la fonction

;e ([0,1] x [0,+00] — R* )

(x,t) —  xe”

Rd+1

7. On prendra garde ici au fait que X X [a,b] n’est pas un ouvert de , ce qui explique que 'on ne parle pas

de fonction de classe C' sur X x [a, b] dans ce syllabus.
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On vérifie que la fonction f est continue sur [0, 1] x [0, +o0[ et que, pour tout x € [0, 1], la fonction
t— f(z,t) est d’intégrale (absolument) convergente sur [0, +oo[. On peut ainsi définir la fonction

o (0] — R
Nz o [ f(r,t)dt)

Remarquons que F'(0) = 0 alors que pour tout x €]0, 1], F'(x) = 1. Ainsi, malgré la continuité de f
sur [0, 1] x [0, +o0], la fonction F' n’est pas continue sur [0, 1]. Ceci est une différence majeure avec
le cas ou l'on integre sur un segment fixe une fonction globalement continue par rapport au couple
formé du parametre et de la variable d’intégration (voir propriété [2.3.1)).

Notion d’intégrale convergeant uniformément par rapport & un parameétre

Soit X un ensemble non vide, I un intervalle de R non vide, et f une fonction de X x I dans R.
On suppose que pour tout = € X, la fonction t — f(x,t) est d'intégrale convergente sur I. Utilisant
la propriété [2.2.8] ceci signifie que

< ) .

On dira que l'intégrale de f converge sur I uniformément sur X par rapport au paramétre x
lorsque le segment [a,b] de la propriété ci-dessus peut étre choisi de maniére indépendante de z
dans X.

Ve € X, Ve >0, Ia,b] C I, Vje,d] C I, ([a,b] Cled = /df(a:,t)dt— /f(m,t)dt
c I

Définition 2.3.14 Soit X un ensemble non vide, I un intervalle de R non vide, et f une fonction
de X x I dans R. On suppose que pour tout x € X, la fonction t — f(z,t) est Riemann-intégrable
sur tout segment de I. On dit que I’'intégrale de f converge sur I uniformément sur X par
rapport au parameétre x lorsque pour tout x € X, l'intégrale de t — f(x,t) converge sur I et

de plus
< ) .

Propriété 2.3.15 (critére de Cauchy pour la convergence uniforme des intégrales) Soit
X un ensemble non vide, I un intervalle de R non vide, et f une fonction de X x I dans R. On
suppose que pour tout x € X, la fonction t — f(x,t) est Riemann-intégrable sur tout segment de I.
L’intégrale de f converge sur I uniformément sur X par rapport au parameétre x si et seulement si

<),

Preuve. C’est exactement la méme preuve que celle de ’equivalence entre les propriétés [2.2.7] et
de maniére uniforme par rapport a x € X. Elle est donc laissée en exercice. [ |

Ve >0, 3a,b] C I, Vo € X, V]e,d] C I, ([a, b C [e,d] —> /df(:v,t)dt—/lf(x,t)dt

On peut également, dans l'esprit de la propriété 2.2.7, donner le critére suivant.

d b
Ve >0, 3a,b] C I, Vo € X, V[e,d| C I, ([a, b C le,d] = / f(a:,t)dt—/ fla,t)dt
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Remarque 2.3.16 Une autre formulation équivalente, sous les mémes hypothéses, a la convergence
des intégrales sur I uniformément par rapport au paramétre x € X, est que

d b
Ve >0, J[a,b] C I, V[e,d] C I, avec [a,b] C [c,d], sup (/ [z, t)dt —/ f(x,t)dt) <e.
reX c a
ou encore
d b
Ve >0, Ja,b] C I, sup sup (/ f(z, t)dt —/ f(w,t)dt) <e.
le,d] avec [a,b]Cle,d]CT z€X c a

Remarque 2.3.17 Une derniere formulation équivalente, sous les mémes hypothéses, d la conver-

gence des intégrales sur I uniformément par rapport au parameéetre x dans X est de dire : quelle que

soit la suite exhaustive ([an, by])nen de segments de I, la suite de fonctions (an(x) = f;” f(z, t)dt) .
n n

converge uniformément sur X (ou est uniformément de Cauchy sur X ), comme on le verra par
exemple dans la preuve de la propriété .

Retour sur ’exemple précédent

Dans lexemple précédent, on a, pour x €]0,1] et [c,d] C [0, +o0],

d d o—at]?
/ f(z, t)dt = x/ e "t = x
c c —T

Ainsi,

_ ‘1 —e % 4 efa:d —1—e % 4 efxd

’/w Fl, t)dt — /cdf(a;,t)dt

Fixons [a,b] C I. Choisissant [¢,d] C I avec ¢ =0 et d > b, on a [a,b] C [¢,d]. Pour tout x €]0, 1],
on a donc

— e—md'

/R+ Fz, t)dt — /Cdf(a:,t)dt

Ceci implique (en traitant séparément le cas = = 0 qui est trivial) que

f(x,t)dt—/df(x,t)dt _ 1

sup

z€[0,1] |/RF

En particulier, on a pour tout segment [a,b] C I,

sup sup > 1.

[e,d] avec [a,b]C[e,d]CT z€[0,1]

Fz, t)dt — /Cdf(x,t)dt

R+

On en déduit que l'intégrale de t — f(z,t) n’est pas convergente sur RT uniformément par rapport
au parametre z sur [0, 1]. L’objet de la prochaine propriété est de montrer que la continuité globale
de f sur X x I et la convergence des intégrales sur I de t — f(x,t) uniformément par rapport au
parametre x sur X suffit & assurer la continuité de F' sur X.

108



Une condition suffisante de continuité

Propriété 2.3.18 Soit (X, d) un espace métrique localement compact, et I C R un intervalle non
vide. On se donne une fonction f de X x I dans R que l’on suppose continue sur X X I, et telle
que Uintégrale de t — f(x,t) converge sur I uniformément par rapport au paramétre x dans X. La
fonction

(X — R
F<x — fff(x,t)dt>’ (2.29)

est continue sur X.

Preuve. A z € X fixé, la fonction t — f(z,t) est d’intégrale convergente sur I, de sorte que F(z)
est bien défini. Soit ([an, bn])nen une suite exhaustive de segments de I. Posons pour tout n € N,

o X — R
"\ e i f(rt)dt)
Puisque f est continue sur X x I, elle est continue en restriction & X X [ay,, b,] pour tout n € N. La

propriété [2.3.1] assure que la fonction F), est continue sur X pour tout n € N. De plus, pour tout
neNetze X,ona

bn
flx,t)dt

|F(z) = Fu(z)] = '/If(x,t)dt —

a
Fixons € > 0. Par convergence des intégrales de ¢t — f(x,t) sur I uniformément par rapport au

parametre = dans X, il existe [a®, b°] C I tel que

d
Vo € X, Ve, d] C I avec [, 5] C [c, d], |/f(x,t)dt/ Fla, t)dt] <e.
1 c

Par exhaustivité de la suite ([an, bn])nen, il existe N € N tel que pour tout n > Ng, [a®, b°] C [an, by].
Par suite, pour n > Ng, on a

sup |F(z) — F(x)| <e.

zeX

C’est-a-dire que la suite de fonctions (F},),ecn converge uniformément vers F' sur X. Puisque chacune
des fonctions F;, est continue sur X, il en est de méme de F' par le corollaire [1.2.10 [ |

Une condition suffisante de dérivabilité (caractére C')

Propriété 2.3.19 Soit X un ouvert non vide de R? et I un intervalle de R non vide. Soit f une
fonction de X x I dans R que l'on suppose continue sur X X I. On suppose que l’intégrale de
t — f(z,t) converge sur I uniformément par rapport au paramétre x dans X. On suppose de plus
que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport a ses d premiéres variables en tout point
de X x I et que les d fonctions (z,t) — g—gﬁ:(:c,t) sont continues sur X x I. On suppose enfin que

pour tout i € {1,--- ,d}, l'intégrale de t — g—i(x,t) converge sur I uniformément par rapport au
paramétre  dans X. La fonction F définie en ([2.29)) est de classe C' sur X, et l'on a

OF [ Of

VlE{l,---,d}, VxGX, axz(f)— 167:[;1»

(z,t)dt. (2.30)
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Remarque 2.3.20 On peut remplacer Uhypothése "X est un ouvert de RY" par "X est un intervalle
de R" et avoir la méme conclusion (avec les mémes autres hypothéses) dans la propriété précédente.

Preuve. On peut travailler comme dans la preuve précédente avec les mémes fonctions F,, dont on
vérifie cette fois qu’elles sont de classe C! sur X par la propriété [2.3.4l De plus, cette suite converge

vers F' uniformément sur X et chaque suite de dérivées partielles %% converge uniformément sur
1

X vers z — [; é%(x, t)dt. Par le théoréme m il vient que F est de classe C! sur X et que (2.30))
est vérifiée. ™

2.3.4 Deux conditions suffisantes de convergence uniforme d’intégrales

Propriété 2.3.21 (Critére de Weierstrass pour la convergence uniforme des intégrales)
Soit I # () un intervalle de R et X # () un ensemble. Soit f une application de X x I dans C telle
que pour tout x € X, la fonction t — f(x,t) est Riemann-intégrable sur tout segment inclus dans
I. On suppose qu’il existe une fonction g de I dans R* absolument intégrable sur I telle que

Vee X, Vtel, |f(x,t)] < g(t). (2.31)
Alors Uintégrale de t — f(x,t) converge sur I, uniformément par rapport au paramétre x dans X.

Preuve. Remarquons que, si [a,b] C I et [¢,d] C I avec [a,b] C [c,d], alors la majoration (2.31))
assure que pour tout x € X,

/Cd Fz, t)dt — /abf(a:,t)dt

/Ca Fla, )t + /bd F(x, t)dt

< /caf(x,t)dt‘ + /bdf(:c,t)dt
< [Nt [N o
<

/Cag(t)dt + /bdg(t)dt
< [Cowar- [ g

Fixons € > 0. Puisque g est positive et d’intégrale convergente sur I, la propriété de Cauchy
assure qu’il existe un segment [a,b] C I tel que pour tout segment [c,d] C I contenant [a,b], on
a fcdg(t)dt — f:g(t)dt < €. Par conséquent, pour tout segment [c,d] C I avec [a,b] C [c,d], les
majorations précédentes impliquent que

Ve e X, < e.

/Cdf(a:,t)dt _ /abf(x,t)dt

La propriété [2.3.15| assure alors que l'intégrale de t +— f(z,t) converge sur I uniformément par
rapport au parametre z dans X. [ |

Remarque 2.3.22 L’inégalité demande une majoration du module de [’intégrande d pa-
ramétre par une fonction intégrable sur I, de maniére indépendante du paramétre x dans X.
Il s’agit d’un analogue du critére de Weierstrass (déja vu pour les séries de fonctions) pour les
intégrales a parameétres.

110



On présente le critére suivant, dit d’Abel pour la convergence uniforme des intégrales, sur un
intervalle de la forme I = [a,b] avec —00 < a < b < 400. On peut bien siir écrire un théoreme
similaire (en exercice) sur ]a,b] lorsque —oco < a < b < 4o0.

Propriété 2.3.23 (Critére d’Abel pour la convergence uniforme des intégrales) Soit I =
[a,b] un intervalle de R avec —0o < a < b < 400 et X # 0 un ensemble. Soit u une fonction de
X x I dans C, telle que pour tout x € X, la fonction t — u(x,t) est Riemann-intégrable sur tout
segment inclus dans I et il existe M > 0 tel que

Ve e X, Veé€la,b],

/ u(:r,t)dt’ < M.
a

Soit v une fonction de X x I dans R*, telle que pour tout = € X, la fonction t — v(x,t) est
décroissante sur [a,b] et est de limite nulle en b~ de maniére uniforme par rapport ¢ x € X,
c’est-a-dire telle que

Ve >0, e €[a,b], VreX, Vtelc,b|, lv(z,t)| < e.

Alors la fonction f = wv a la propriété suivante : l'intégrale de t — f(x,t) converge sur I, unifor-
mément par rapport au parameétre x dans X.

Preuve. Il suffit de reprendre la preuve de la propriété [2.2.22] et de s’apercevoir que, grace aux
hypotheses de la propritété [2.3.23] les majorations s’obtienent de maniére uniforme par rapport a
r e X. [ |

2.3.5 Des théorémes de Fubini

Considérons une fonction f est définie sur un produit I x J d’intervalles de R. Supposons
d’une part que pour tout x € I, y — f(z,y) est d’intégrale convergente sur J et que la fonction
z — [; f(z,y)dy est d’'intégrale convergente sur I. Supposons d’autre part que pour tout y € J,
x — f(z,y) est d’intégrale convergente sur I et que la fonction y — [; f(z,y)dz est d’intégrale
convergente sur J. On donne dans ce paragraphe des conditions suffisantes pour assurer que

/1 </Jf(a:,y)dy> de = /J (/[f(a:,y)d;c> dy,

que 'on présente sous le nom de théorémes de Fubini.

Théoréme 2.3.24 (de Fubini sur un produit de segments) Soit [a,b] et [c,d] deur segments
de R. On se donne une fonction f continue de [a,b] X [¢,d] dans R. On a que, pour tout x € [a,b],
la fonction y — f(x,y) est intégrable sur le segment [c,d]. De plus, la fonction x — fcdf(x,y)dy
est continue sur [a,b] donc intégrable sur ce segment. De méme, on a que pour tout y € [c,d], la
fonction x — f(x,y) est intégrable sur le segment [a,b]. De plus, la fonction y — fff(x,y)dx est
continue sur [c,d] donc intégrable sur ce segment. Enfin, on a

/ab (/Cd f(x,y)dy) dz = /Cd (/jf(x,y)dx) dy. (2.32)
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Preuve. Soit B € [a,b]. La continuité des applications x — fcd f(z,y)dy et y — f;f(x,y)da: sur
[a, B] et [c, d] respectivement découle de la continuité de f sur [a, B] x [¢,d] et de la propriété [2.3.1]
Pour B = b, on justifie ainsi le début des conclusions du théoréme. Il ne reste & montrer que .
Pour B € [a, b] quelconque, on pose

F(B):/CLB (/jf(:v,y)dy) dz et G(B):/Cd (/LLBf(z‘,y)dm> dy.

La continuité de l'application z — [ cd f(z,y)dy sur [a,b] implique que la fonction F' est de classe
C! sur le segment [a, b] et pour tout B € [a, b,

F(B) = / " FB.yy.

par un théoréme de CDI1 inclus et rappelé dans la propriété 2.1.72] Par la méme propriété, et par
continuité de f sur [a,b] X [c,d], pour tout y € [e,d], la fonction B +— ff f(z,y)dz est de classe
C! sur le segment [a,b] et sa dérivée en B vaut f(B,y). Puisque cette derniere fonction de (B,y)
est continue sur [a,b] X [c,d], et puisque (B,y) — faB f(z,y)dz Vest également (par la propriété
, la propriété assure finalement que la fonction G est de classe C! sur le segment [a, b]
et I'on a pour tout B € [a, b],

d
G'(B) = / f(B.y)dy.
Remarquant alors que la fonction F' — G est de classe C' sur le segment [a, b] et de dérivée nulle,

elle y est constante. Puisqu’elle est nulle en B = q, il vient qu’elle est identiquement nulle sur [a, b].
La relation F'(b) = G(b) fournit finalement (2.32]). ]

Théoréme 2.3.25 (de Fubini sur le produit d’un segment et d’un intervalle) Soit [a,b] un
segment de R avec a < b et I un intervalle non vide. Soit f une fonction continue de [a,b] x I dans
R. On suppose que l'intégrale de t — f(x,t) converge sur I uniformément par rapport au parameétre
x dans [a,b]. Sous ces hypothéses, d’une part, la fonction

FZ([a,b] - R >

r  — [ f(z,t)dt

est continue sur [a,b], d’autre part, la fonction

a- I — R
\t o— [P f(x,t)dx )

est continue sur I. De plus, l'intégrale de G converge sur I et l'on a

/a " )iz = /I G(t)dt, (2.33)

/: (/I f(x,t)dt) dz = /1 (/abf(x,t)dx> dt. (2.34)
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Preuve. La continuité de f sur [a,b] x I implique celle de G sur I par la propriété La
continuité de f sur [a,b] x I et la convergence des intégrales de ¢ — f(x,t) sur I uniformément par
rapport au parameétre x dans [a, b] implique la continuité de F sur [a, b] par la propriété Soit
([an, bn])nen une suite exhaustive de segments de I. Fixons € > 0. Par convergence des intégrales
de t — f(z,t) sur I uniformément par rapport au parametre x sur [a,b] (voir la remarque ,
il existe N € N tel que pour tout n > N, et tout = € [a, b],

bn
" flet)at - /1 . t)dt

< 9
a b_a.

Par suite, on a pour tout n > N,

/ab/ab” f(x,t)dtdx—/ab/lf(a:,t)dtdx

Par le théoréme [2.3.24] on obtient, pour tout n > N., par continuité de f sur [a,b] X [ay, by],

<e.

bn b b
/ / f(z, t)dadt — / F(z)dz| <e.
an a a
Ceci s’écrit encore, pour n > N,
by, b
G(t)dt — / Fa)de| < e.
Qan, a
Ainsi, l'intégrale de G converge sur I et l'on a (2.33]), donc (2.34)). [ ]

Théoréme 2.3.26 (de Fubini sur un produit d’intervalles) Soit I et J deux intervalles de
R non vides. Soit f une fonction continue de I x J dans R. On suppose qu’il existe une fonction g
de I dans RY, absolument intégrable sur I et une fonction h de J dans R™, absolument intégrable

sur J telles que
Veel, Vtel, |f(z,t)] < g(x)h(t). (2.35)

Sous ces hypotheses, la fonction F : x w— [; f(x,t)dt est continue sur I et la fonction G : t —
J; f(z,t)dx est continue sur J. De plus, F est absolument intégrable sur I, G est absolument
intégrable sur J, et l'on a

/I F(z)de = /J G(h)dt, (2.36)

/I</Jf(x,t)dt> dx = /J (Lf(x,t)dx) dt. (2.37)

Preuve. Montrons que F' est continue sur I. Pour cela, commencgons par montrer que l'intégrale
de t — f(x,t) converge sur J uniformément par rapport au parametre x sur tout segment de I.
Soit donc [, f] C I. Puisque g est absolument intégrable sur I, elle est Riemann-intégrable sur le
segment [a, 8], donc elle est bornée sur [« 5]. Utilisant I’hypotheése , il vient que

Vo € [OA,B], Vit e J, |f(.ilf,t)’ < HgHoo,[oc,ﬁ]h(t)' (238)

Fixons € > 0. Puisque h est absolument intégrable sur J, il existe [a%,b°] C J tel que pour tout
[c,d] C J, contenant [a®, b°],

c’est-a-dire

d b
/ ht)dt— [ h(t)de| <

1+ HgHoo,[a,ﬁ] ‘
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Compte tenu du fait que la fonction h est positive sur I, ceci s’écrit encore grace a la relation de
Chasles de la propriété [2.1.9
af d
0< / h)dt+ [ h)dt < —
c b L+ 19llos a8

On peut alors écrire, pour tout [c,d] C J contenant [a®, b°], et tout x € [a, ],

/ fa:tdt+/ f(x, t)dt

< / |(:ct|dt~l—/ (e, 6)]dt

c

(2.39)

d b®
/ Fandi— [ fla bt

d
< Nollegest | O+ gloogos) [ A
191l a,8 c e
L+ 19los a8 ’

en utilisant successivement la relation de Chasles de la propriété 2.1.9] une inégalité triangulaire

puis la propriété [2.1.11] et enfin la majoration (2.38) et I'inégalité (2.39)). Cette majoration valant

pour tout x € [a, b], il vient que 'intégrale de ¢t — f(x,t) converge sur J uniformément par rapport
au parameétre x dans [a, §]. Par continuité de f sur [«, 5] x J, la propriété assure que F' est
continue sur [a, 3]. Ceci valant pour tout segment [, ] C I, il vient que F' est continue sur I tout
entier. Un raisonnement similaire, laissé en exercice au lecteur, fournit la continuité de G sur J.

Montrons maintenant que la fonction F' est absolument intégrable sur I. Pour cela, considérons un
segment [a, §] C I et observons que, en utilisant la propriété [2.1.62| et en intégrant 1'inégalité

vrelodl,  |F)| = ‘/Jf(:c,t)dt’ g/]|f(m,t)|dtgg(x)[]h(t)dt

Par conséquent, on a

/ ? |F()lde < ( / ’ g(x)d:z:) ( / h(t)dt) < ( / g(x)d:r) ( / h(t)dt),

en utilisant a nouveau la positivité de g. Puisque cette derniére borne est (finie et) indépendante
du segment [, §] de I, il vient que F' est absolument intégrable sur I. On obtient l'intégrabilité
absolue de G sur J par un raisonnement symétrique laissé en exercice au lecteur.

Montrons enfin la relation , qui équivaut a . Pour cela, considérons une suite exhaustive
([an, bn])nen de segments de I. Pour tout n € N, par continuité de f sur [an,b,] X J et par
convergence des intégrales de t — f(x,t) sur J uniformément par rapport au parameétre = dans
[an, by] montrée en début de preuve, il vient par le théoréme que

ain F(x)dz = /ain (/Jf(:v,t)dt) dx :/J ( ain f(x,t)dx) dt.

Par suite, pour n € N,

/: F(a:)da:—/JG(t)dt — /J(/: f(x,t)da:) dt—[]</1f(x,t)dx> dt
_ /( " f(x,t)dx—/f(:c,t)dz) dt.
J an I
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Abusant un peu la notation intégrale et en désignant par I \ [an,b,| la réunion des 0, 1 ou 2
intervalles qui composent cet ensemble, en fonction des cas, on a pour tout n € N, et t € J,

bn
/a " et - /I f(z,t)de /I SR COLEETID /I oy S0

d’ou 'on tire pour tout n € N,
< ( / h(t)dt) ( / g(x)d:r).
J I\[an,bn]

/J( ain [z, t)dx — /If(:v,t)dx> dt
< ([ nwae) [ gtyde— [ gtyaa) .
() e f o)

Ceci implique pour tout n € N,
Cette derniére quantité tend vers 0 quand n tend vers oo par absolue intégrabilité de g sur I (et

bn
/ Fz)dz — / G(t)dt
an J
de h sur J). On en déduit que ([2.36]), donc ([2.37]). [ |

2.4 Application a la régularisation par convolution

2.4.1 Approximations de l’identité

Propriété 2.4.1 Il existe une fonction p de classe C* sur R, d valeurs positives, d’intégrale (ab-
solument) convergente sur R, telle que p et toutes ses dérivées tendent vers 0 en —oo et en +00 et
telle que [ p(z)dz = 1.

Preuve. On peut par exemple considérer la fonction
R — RT
P (:U — \}Eelﬁ) ’
et utiliser le fesultat de l’exercice qui assure que [p e dy = /m. Toute fonction de classe

C sur R & valeurs dans R™, non identiquement nulle mais nulle en dehors d’un compact, conve-
nablement normalisée, convient également. |

On désigne par p une telle fonction dans la suite de cette section. On désigne par (&y,)nen une
suite de réels strictement positifs qui tend vers 0. Pour tout n € N, on note

on : (R — Ry>>. (2.40)

Yy ép(;

Propriété 2.4.2 Pour tout n € N, la fonction p, est de classe C*° sur R, a wvaleurs positives,
d’intégrale (absolument) convergente sur R et vérifie [y pn(x)dz = 1. De plus, p, et toutes ses
dérivées tendent vers 0 en —oo et en +0o0.

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 2.4.3 La fonction p et toutes ses dérivées sont bornées sur R. Il en est de méme pour
chacun des fonctions p, pour n € N.
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Preuve. Exercice. [ ]

Définition 2.4.4 (de la convolution) Soit f une fonction de R dans R, absolument intégrable
sur R. Pour tout x € R, la fonction y — p(x —y) f(y) est absolument intégrable sur R et l’on pose

(R — R
o (a: — pr(w—y)f(y)dy>' (2.41)

Preuve. Puisque la fonction p est bornée sur R d’aprés la propriété [2.4.3] il existe M > 0 tel que
pour tout z € R, 0 < p(x) < M. Par suite, pour x € R, on a

VyeR,  plz—y)f(y)l < M|f(y)l.
|
Propriété 2.4.5 Soit f une continue de R dans R, absolument intégrable sur R. La fonction
wf R — R
PRI e e fepe—y)fy)dy)
est de classe C*® sur R et l'on a
VekeN, (pxf)® = (pr)) * f. (2.42)

Preuve. Pour tout £ € N*, la fonction F : (z,y) — p(x — y)f(y) admet une dérivée partielle
par rapport a x a tout ordre inférieur ou égal a k en tout point de R x R et 'on a, pour tout
pE {07 7k}7

OPF

V() €R? o (wy) = o (@ — ) f(y).

Cette fonction est par ailleurs continue sur R x R quel que soit p € {1,---,k}. Puisque, par la
propriété 2.4.3] la fonction p et toutes ses dérivées de p sont bornées sur R, on sait que pour tout
p € {0,---,k}, il existe M, > 0 tel que pour tout X € R, 1p®)(X)] < M,. Par suite, pour tout
pe€{0,...,k},ona

OPF
Yo €R: [T )| < 2100)

Puisque la fonction f est absolument intégrable sur R, cette derniere majoration implique que
I'intégrale de y — gif (x,y) converge (absolument) sur R uniformément par rapport au parametre
x € R. Utilisant la propriété [2.3.19| k fois, on obtient que la fonction p f est de classe C', C?,..., et
de classe C* sur R (car les dérivées successives px f sont continues sur R par convergence uniforme

des intégrales d’une fonction globalement continue (sur R x R)) et pour tout p € {0,...,k},

vreR, (o NV ()= (o) *F) @)

Propriété 2.4.6 Soit f une continue de R dans R, absolument intégrable sur R. La fonction p* f
ainsi que toutes ses dérivées tendent vers 0 en —oo et en +00.
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Preuve. D’apres la propriété précédente, et vu l'identité , il suffit de montrer le résultat
pour px f, car le méme raisonnement vaudra pour les dérivées successives de px f, sous réserve de
ne pas utiliser la positivité de p et le fait que cette fonction est d’intégrale 1 sur R. Fixons ¢ > 0.
Puisque p tend vers 0 en +o00, il existe R > 0 tel que pour tout X € R tel que | X| > R, on a

€

) < :
2(Jr [£()|dE + 1)
Ecrivons alors, a I'aide de la propriété [2.1.65, pour z € R, puisque l'intégrale de y — p(z — y) f(y)

converge absolument sur R,
z+R +o0
/ plz—y)f(y)dy = / plx— dy+/ )y )dy+/ plz—y) f(y)dy. (2.43)
R z—R z+R
Majorons tout d’abord la valeur absolue de chacun des deux derniers termes de cette égalité. Quel
que soit x € R, on a

r—R
‘/_m p(z —y)f(y)dy

0<p(X

< [ ol

—00

3

r—R
= LWy + 1) [

et de méme

+00 +oo
/ p(x_wf(y)dy\ < /HRp(x—y)lf(y)ldy

€ Foo

= WAy 1) L.

Par inégalité triangulaire, on obtient pour tout x € R,

[ ot [ e i <

—0o0

£ (y)ldy.

< F)ldy < -
2(Jp |f(y !dy+1 / 2
Puisque la fonction f est absolument intégrable sur R, par la propriété 2 il existe Ry > 0 tel que
pour tout segment [a, b] inclus dans R\ [- Ry, R1], on a fa |f(y)|dy < z—:/( (||P||oo,R +1)). Observons
que, si x € R est tel que |x| > R+ Ry, alors [ — R,z + R] C R\ [- Ry, Ry]. Ceci implique que, pour
z € R tel que || > R+ Ry,

T+ R
/x Pz — ) f(y)dy

—-R

€

x+R
< ,R/ f(y)|dy < R < —.
Il e 1f(y)l ol o plen D =2

Par inégalité triangulaire dans (2.43)), il vient que pour x € R avec |z| > R+ Ry, on a
lp* f(z)] <e.

™

Propriété 2.4.7 Soit f une fonction de R dans R, continue, bornée et absolument intégrable sur
R. On désigne par p, la suite de fonctions définie en (2.40). Dans ce cas,

Vz € R, (pnx f) (z) T f(x). (2.44)

Remarque 2.4.8 Notons C%,(R,R) l’espace des fonctions de classe C*° sur R qui tendent vers
0 quand |z| tend vers +o0o ainsi que toutes leurs dérivées. Notons CJ(R,R) lespace des fonctions
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continues bornées sur R. Sous les hypothéses précédentes, la suite de fonctions pn,* f converge donc
ponctuellement vers la fonction f. C’est pourquoi la suite d’applications linéaires py x - définie pour
n € N par

Pk LYR,R)NCYR,R) — C%,(R,R)
/ — Pn * f )

est appelée approximation de l’identité.

Remarque 2.4.9 Le résultat précédent affirme que toute fonction continue bornée absolument in-
tégrable sur R est limite simple d’une suite de fonctions de C=.

Remarque 2.4.10 Une version continue de la propriété précédente est que, sous les mémes hypo-
theses,

Vz € R, i/Rp (m R y) f)dy — f(). (2.45)

3

Preuve. Nous allons montrer la version (2.45)) du résultat. La version ([2.44)) suivra par composition
de limites puisque €, —+> 0. Fixons z € R. Quel que soit € > 0, écrivons, & I'aide de la propriété
n—-+00

ELTS que
i/RP (:c ; y) f(y)dy = i/Rp (Z) flx —u)du = /Rp(u) f(z — eu)du.
Par la propriété on a [ p(u)du = 1. Par suite, on a
Lo () s - 1@ = [ o s - cudu - @) [ pla)du
= [ o) (@ = 2w) = f(a)) du

Notons M > 0 un majorant de |f| sur R. Fixons 0 > 0 et observons que, par absolue intégrabilité
de p sur R, par la propriété il existe R > 0 tel que

—-R d +o00 d )
/Oop(u)u+/R p(u)u<m.

(2.46)

Ceci implique en particulier que

-R
| o) (@ —ew) = f@) du

—00

+o0 )
+ / plu) (f(x = eu) — f(2)) du| <2M - = 5/2. (247)

R

Par ailleurs, par continuité de f en z, il existe n > 0 tel que pour tout y € [—n,n|, |f(z—y)— f(z)| <
d/2. En particulier, si ’on suppose € < n/R, alors on a

Yu € [-R, R], |f(x —eu) — f(x)] < g

Ceci implique que, pour € < /R, on a

R
| o) (F@ = =0) = f(@)) du

§ (B 8
< f/ plu)du < —. (2.48)
R 2 2

-R

Utilisant la relation de Chasles de la propriété 2.1.65] dans 'intégrale dans le membre de droite de
(2.46]) (I'intégrande étant absolument intégrable sur R comme produit de la fonction absolument
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intégrable p par la somme de deux fonctions bornées sur R) en utilisant les intervalles | — oo, —R],
[—R, R] et [R,+0o0[, on conclut par inégalité triangulaire que, dés que ¢ < /R, on a

1 Tr—y
> [ () sy - s <
e Jr £
a 'aide des inégalités (2.47)) et ([2.48]). ]

Propriété 2.4.11 Soit f une fonction de R dans R, continue, bornée et absolument intégrable sur
R. On désigne par py, la suite de fonctions définie en . Dans ce cas sur tout compact K de
R, on a

sup |(pn * f) (x) = f(z)] — 0. (2.49)

zeK n—-+00

Autrement dit : la suite p, x f converge vers f uniformément sur les compacts de R.

Remarque 2.4.12 Une version continue de la propriété séquentielle est que, sous les mémes hy-
pothéses, pour tout compact K C R non vide,

— 0.
e—0t

sup | © [ (“2Y) )y - @

€K | € €

Preuve. Soit K un compact de R non vide. Il existe R; > 0 tel que K C [—Rj1, Ry]. La fonction f
étant continue sur R, elle est continue sur le segment [—R; — 1, Ry + 1], donc elle est uniformément
continue sur ce segment par le théoreme de Heinelﬂ Fixons § > 0. Comme dans la preuve de la
propriété précédente, il existe R > 0 tel que pour tout « € R, I'estimation a lieu (en notant
toujours M > 0 un majorant de |f| sur R). Par uniforme continuité de f sur [-R; — 1, Ry + 1], il
existe un n > 0 tel que pour tous u,v € [—R; — 1, Ry + 1], |f(u) — f(v)| < 6/2. En particulier, si
e €]0,min(n,1)/R[, on a pour tout z € [—Ry, R1], et tout u € [-R,R|, x —eu € [-R; — 1, Ry + 1]
et donc |f(z — eu) — f(z)| < §/2. Ainsi, dans le méme esprit que pour (2.48), on a

R R
/_R p(y) (f(x — eu) — f(z))du| < g/_Rp(u)du < g

On conclut comme a la propriété précédente par inégalité triangulaire apres relation de Chasles
dans le second membre de 1’égalité (2.46)), les estimations étant uniformes en x sur [—R;, R1] (donc
sur K). ]

Vz € [—R1,R1]7 Ve G]O,min(lm)/R[a

2.4.2 Le théoréeme d’approximation de Weierstrass

Théoréme 2.4.13 (d’approximation de Weierstrass) Soit a < b deuxr nombres réels. Soit f
une fonction continue de [a,b] dans R. Pour tout € > 0, il existe un polynome P € R[X] tel que

||f - P”oo,[a,b] <e&.

Preuve. Etape 1 : Prolongement et changement de variable. Soit f € C°([a,b],R). Notons f la
fonction de R dans R, qui coincide avec f sur [a, b], qui est nulle sur | — 0o, a — 1] et sur [b+ 1, +o0],
qui est affine sur [a — 1,a] et sur [b,b + 1], et qui est globalement continue sur R. Posons ¢ la
bijection strictement croissante de R dans R définie pour ¢ € R par ¢(t) = (b — a + 2)t + 252

8. Voir par exemple le théoréme 7-5.22 dans [12].
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Observons que ¢([—1/2,1/2]) = [a — 1,b + 1] et que ¢ préserve les fonctions polynomiales : pour
toute fonction i de R dans R, h est polynomiale sur R si et seulement si hop ’est. Posons g = fo ®.
Remarquons que g est continue sur R, nulle en dehors de [-1/2,1/2]. Soit € > 0. Si 'on montre
qu'il existe Q € R[X] tel que [lg — Qllo,[—1/2,1/2) < €, alors on aura que P = Qo (p71) € RIX]
vérifie || f — Plloo [a—1,+1] < €, et en particulier ||f — Pl|og (a5 < €

Etape 2 : Etude d’une suite de noyaux de convolution. Posons pour tout k € N*,

R — R

hy {(1 -2k sifz] <1
T —> .
0 sinon

Observons que, quel que soit k € N*, la fonction hj est continue et positive sur R, non identiquement
nulle, mais nulle en dehors de [—1,1]. En particulier, elle est (absolument) intégrable sur R et I'on
a ap = [g hi(x)dz > 0. On peut ainsi définit la fonction normalisée py, = hy /oy, de sorte que py, est
continue et positive sur R, nulle en dehors de [—1, 1], absolument intégrable sur R, et d’intégrale
égale a 1. Observons par ailleurs que, pour tout k£ > 1,

1 2
= 1—t =2 kdt>2/ 1—t)kdt = . 2.50
e /_1( / k+1 ( )

Montrons que pour tout & €]0, 1[, la fonction p; converge uniformément vers 0 sur | — oo, —d0] U
[6, +00[. Fixons § €]0, 1[. Pour z €] —o00, —§]U[J, +00[, et k € N*, ona 62 < 2% et donc 1—2% < 1-62.
Ainsi, en utilisant (2.50)),

1-86)% k+1

< (1—2)k. (2.51)

Yk €N, Vo €] —oo,—d]U[d +oo[,  0<pi(e) S < 5
k

Puisque ce dernier majorant, indépendant de z €] — 0o, —d] U [0, +00[, tend vers 0 quand k tend
vers 400, ceci démontre que (pi)r>1 converge uniformément vers 0 sur | — oo, —d] U [4, +00].

Etape 3 : On approche la fonction f par convolution avec la suite de noyaux Pour tout z € R et
k € N* la fonction t — pg(z — t)g(t) est continue sur R, nulle en dehors de [-1/2,1/2], donc
intégrable sur R et 'on peut définir

gr(®) = p* (@ /Pk (x—t)g t)dtZ/jlpk(a:—t)g(t)dt.

Montrons que pour tout k& € N*, la fonction g est polynomiale sur [—1/2,1/2]. D’une part, pour

€[-1/2,1/2], et t € [-1/2,1/2], on a x —t € [—1, 1], de sorte que, pour tout k € N*, pp(z —t) =
(1—(x— t)Q)k /. Ainsi, pour tout k£ € N*, il existe 2k + 1 fonctions polynomiales sur [—1/2,1/2],
notées af, ..., ak, telles que pour tout (z,t) € [~1/2,1/2],

1172
W€ [—gig] ke —0) = a0 a0 b0+ a0

Multipliant par g(t) et intégrant sur [—1/2,1/2], on trouve par linéarité de I'intégrale sur [—1/2,1/2],
pour tout k > 1,

1
gk(z) = x%/zl ak (t)g(t)dt 4 - - +:c/2 a¥(t)g(t)dt +/ ak(t

2

M\H

Ceci montre que pour tout k£ > 1, la fonction g est polynomiale sur [—1 /2,1/2]. Montrons main-
tenant que g converge vers g uniformément sur [—1/2,1/2]. Pour cela, écrivons que, pour k € N*
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etz €[~1/2,1/2],
o) =9@) = [ ple =gt —g(@) [ peluydu

= /pk(u)g(m—u)du—/g(CU),Ok(U)dU (2.52)
R R

= [ (o~ ) = g@)) pr(w)du
R
1

= [ (oo —w) — g(a)) prlwu (2.53)

Notons toujours € le nombre réel strictement positif fixé & la fin de la premiere étape ci-dessus.
Puisque ¢ est continue sur R, elle est continue sur le segment [—3/2,3/2]. Par le théoréme de
HeimeEl7 elle est donc uniformément continue sur [—3/2,3/2]. Ainsi, il existe § €]0, 1] tel que pour
tout x € [—1/2,1/2] et tout u € [—0,4], |g(z — u) — g(z)| < /2. Ceci implique que, pour tout
keNetzxel-1/2,1/2],

0 0
| | (o= —g@)ptwdu| < [ g~ )~ (@) pu(w)du
-5 —0

e [0
< */ pre(u)du

2/

3
< =, 2.54
S 3 (2.54)

Puisque la fonction |g| est continue sur R et nulle en dehors de [—1/2,1/2], elle est bornée par un
certain M > 0 sur R. Ceci implique, pour k > 1 et z € [-1/2,1/2],

1 1
/5 (9(@ —u) = g(@)) pr(u)du) < | |g(@ —u) = g(z)] pr(u)du

1
< 2M | pr(u)du.
6

On montre de méme que, pour k > 1 et x € [-1/2,1/2], on a

-5 _
| (o= ) gt pytwa] < 20 [ pr(aida,
-1

-1

Utilisant la convergence uniforme de py vers 0 sur R\| — ¢, d[, et plus explicitement la borne (2.51)),
il vient en additionnant les inégalités précédentes que, pour k > 1 et x € [—1/2,1/2],

/_6 (g(z —u) — g(2)) pr(v)du| < 2M (1 — &) (k+ 1)(1 — 62

-1

[ (ot ) — 90 puta)t

+

(2.55)
Utilisons finalement la relation de Chasles dans I’égalité (2.53]) en découpant le segment [—1,1] en
[—1,-9], [-6,0] et [§, 1], puis une inégalité triangulaire, et la majoration (2.54)), qui est uniforme
en z sur [—1/2,1/2], on obtient pour tout k£ > 1 et tout = € [-1/2,1/2],

-5 1
[, (o= ) = g(@) pelwau] + 5+ | [ (oo =) = g(a)) puu.

-1

|gx () — g(2)] <

+o+
2

9. Voir par exemple le théoréme 7-5.22 dans [12].
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Enfin, utilisant la majoration précédente, elle aussi uniforme en x € [—1/2,1/2], on obtient pour
tout k£ > 1,

sup  |gr(z) — g(@)]| < S+ 2M (1 — &) (k + 1)(1 — 82).
z€[—1/2,1/2] 2

Choisissant k. > 1 assez grand pour que 2M (1 —0)(k. +1)(1 — 62)*s < £/2, il vient que la fonction
polynomiale Q = g, vérifie ||g — Qoo [=1/2,1/2] < €. [

Corollaire 2.4.14 Soit a < b deuz nombres réels. Soit f une fonction continue de [a,b] dans C.
Pour tout € > 0, il existe un polynome P € C[X] tel que ||f — Pllo [0 < €

Preuve. Reprendre la preuve du théoreme [2.4.13| ligne a ligne lorsque f est a valeurs complexes
pour conclure. [ |

2.5 Application a la transformation de Fourier

2.5.1 La classe de Schwartz

Définition 2.5.1 On note S(R,C) l’ensemble des fonctions de classe C* sur R et a valeurs com-
plezes telles que, pour tout polynéme P € C[X] et tout a € N, il existe M > 0 tel que

VzeR, |P(2)f® () < M. (2.56)
L’ensemble S(R, C) est appelé classe de Schwartz.

Propriété 2.5.2 Une fonction f de classe C*° sur R d wvaleurs complexes est dans la classe de
Schwartz si et seulement si pour tout polynome P € C[X] et tout « € N, on a

P)fz) — o.

|z| =400
Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 2.5.3 La classe de Schwartz est un espace vectoriel sur C.

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 2.5.4 Si f € S(R,C) et P € C[X], alors Pf € S(R,C).
Si f € S(R,C), alors pour tout k € N, f*) € S.
Si f,g € S(R,C), alors fg € S(R,C).

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 2.5.5 Pour tout f € S(R,C) et tout £ € R, la fonction x +— f(x)e™ " est dans la classe
de Schwartz.

Preuve. Exercice. [ ]
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Propriété 2.5.6 Si f € S(R,C), alors f € L}(R,C).
C’est-a-dire que les fonctions dans la classe de Schwartz sont absolument intégrables sur R.

Preuve. Utilisant par exemple le polynéme P = 1+ X? dans la définition de S(R, C), on sait que,
puisque f € S(R,C), il existe M > 0 tel que
Vr € R, |(1+ 22) f(x)] < M.

La fonction f étant continue sur R, elle est Riemann-intégrable sur tout segment de R. En outre,
la majoration

M
Vr € R, < —,
. @) < 0
assure, en utilisant la propriété [2.1.74] que f est absolument intégrable sur R car la fonction
x> M/(1+ 22) Uest. [ ]

2.5.2 Définition de la transformée de Fourier dans S(R, C)
Définition 2.5.7 Pour f € S(R,C), on définit la fonction

(e o e (2.57)
e — \/%IR f(z)e®dx ) - :
La fonction F(f) est appelée transformée de Fourier de f.
Propriété 2.5.8 La fonction F(f) est de classe C*° sur R et l'on a
dkF ,
ves®o), ween veekr  SDo-rmentroe. @)

Preuve. Montrons tout d’abord que la fonction F(f) et de classe C! sur R, de dérivée en ¢ € R
donnée par F(f) (&) = \/% Je(—iz) f(z)e"*%*dx. Pour cela considérons la fonction g : (&,z)

f(x)e~%, La foncion g est continue sur R x R, car elle est de classe C* sur cet ouvert. De plus, sa
dérivée partielle par rapport & £ au point (£, ) € R? est donnée par —iz f(x)e %%, Observons que
cette fonction est également continue sur R x R. De plus, on a la majoration

V(¢ x) € R xR, —inlcf(al:)e*ifaC < |zf(z)],

qui assure que l'intégrale de x +— —iz f(x)e %® converge sur R uniformément par rapport a ¢ sur
R. En effet, le majorant du module de cette fonction est une fonction (absolument) intégrable sur
R (par la propriété , indépendante de £. Par la propriété il vient que F(f) est de classe
C! sur R et I'on a la formule annoncée. Ceci valant pour tout f € S(R,C), on en déduit la propriété
2.5.8|et en particulier (2.58)) par stabilité de S(R, C) par multiplication par un polynéme (propriété
2.5.4). ]

Corollaire 2.5.9 On a également[[]

vf € S(R,C), VPeC[X], YEER, P(i)]—"(f)(&)=f<P<—z=>f<->><f>.

10. Pour P = ZZ:O ap X" € C[X], on note P (d%) lopérateur différentiel ZZ:O ak%.
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Preuve. Il suffit d’utiliser la propriété précédente, la linéarité de l'intégrale, et la linéarité de la
dérivation. n

Propriété 2.5.10 Soit f € S(R,C). On a
VEeN, VEeR,  (FF()E) =F () (9. (2.59)

Preuve. Montrons la propriété pour tout f € S (R (C) et k = 1. Le cas général s’en déduisant
par stabilité de S(R,C) par dérivation (propriété |2 . Soit donc f € S(R,C). Observons que

—iéx

€ S(R,C) par la propriété [2.5.4] Fixons £ € R\{O}. Pulsque les fonctions © — f(x) et @ —
sont de classe C! sur R, on a pour tout R > 0, par intégration par parties,

/_}; F)e € de = | f(2) m] / P (2.60)

—1§ —25
Multiplions par i€/+/2m pour obtenir

—LT 1 —Zﬂf —LT
\/%/ fla fdx:—E[f(x) <] \/ﬁ/ (@) da.

Cette identité est par ailleurs triviale (c’est le théoreme fondamental de I’analyse) pour £ = 0. On
en déduit qu’elle vaut pour tout & € R. Soit donc £ € R. Observons que le terme entre crochets
dans I’égalité ci-dessus tend vers 0 quand R tend vers +oco car la fonction x + f(x)e™*® est dans la
classe de Schwartz (propriété 2.5.5). De plus, les intégrandes dans les termes du membre de droite
et du membre de gauche sont dans la classe de Schwartz (propriétés et . On en déduit
par la propriété que ce sont deux fonctions absolument intégrales sur R. En particulier, en
passant a la limite quand R tend vers 400, on obtient

VfeSR,R), VEER,  (i)F(f)(€)=F(f)()

Ceci montre (2.59) pour k£ = 1. Le résultat pour tout k& € N s’en déduit comme indiqué en début
de preuve. [ |

Corollaire 2.5.11 Soit f € S(R,C). On a
vPeclxl, veeR  P@FNO=F(P(5)f)©

Preuve. C’est une conséquence de la linéarité de l'intégrale et de (2.59)). [ |

Remarquons a ce stade que ’on a montré que la transformation de Fourier "échange" dérivation
par rapport & une variable et multiplication par rapport & =i fois 'autre variable En effet, dériver
F(f) par rapport a ¢ revient a calculer F((—iz) f(x))(€) (voir la propriété[2.5.8), et calculer F(f)(€)
revient a calculer (i€)F(f)(§) (voir la propriété [2.5.10). Il est par allleurs remarquable que la
transformée de Fourier F, définie par , vue comme 'application (dont on vérifie aisément
qu’elle est C-linéaire),

(SR, C) — C*(R,C)
F < f L F(f) ) , (2.61)

laisse en fait stable 'espace S(R,C), comme on va le voir ci-dessous.
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Lemme 2.5.12 (de Riemann-Lebesgue) Soit f € S(R,C). On a

F(£)E€)

—
|§|=+o00

Preuve. Soit f € S(R,C). Considérons le polynéme P = 1 — X? € C[X]. Par le corollaire [2.5.11

on a

VEeR, (1= (i€)) F(AE) = F (f = £') (&) = F(HE) = F(")(©)-

Observons que 'on a pour tout £ € R,

‘/Rf(x)eiwidx S/R|f(x)|d$, et ‘/Rf//(x)e_mgdx S/R|f”(93)’d$,

de sorte que les fonctions F(f) et F(f”) sont bornées sur R. Par suite, il existe M > 0 tel que

EeR  IFNOI< g

et le lemme en découle. [ ]

Comme annoncé, ceci assure la stabilité de S(R,C) par la transformation de Fourier F vue
comme en (2.61]). C’est 'objet du résultat suivant.

Propriété 2.5.13 Soit f € S(R,C). La fonction F(f) est également dans la classe de Schwartz
S(R,C).

Preuve. Soit f € S(R,C). On sait déja que F(f) est de classe C* sur R par la propriété [2.5.8
Utilisant la propriété il nous suffit de montrer que pour tout P € C[X] et tout o € N,
da
P(f)@f(f)(f) — 0. (2.62)

€] =00

Soit v € N. Par la propriété [2.5.8] on a

«

VECR, (ffaﬂfxs) = F((—iz)* f(2))(6).

Soit P € C[X]. Par le corollaire 2.5.10} on a
1d

WER PO FNO = POF(-in) @) = F (P (G 1) [-in) @) )

On sait depuis la propriété [2.5.4| que x — P (%%) [(—iz)® f(x)] est une fonction dans la classe de

Schwartz car f € S(R,C). Le lemme de Riemann—Lebesgue [2.5.12| assure que

1d
P> ) [(mia)® s
F (P (§a) (i@ © —
On en déduit que l'on a (2.62)) pour tout o € N et P € C[X]. [ ]

On peut définir la transformation de Fourier F via la formule sur des espaces bien plus
gros que S(R,C) : il suffit que f € L}(R,C) pour que cette formule soit bien définie. Et si 'on
requiert un peu de régularité sur f (par exemple f est dérivable sur R un certain nombre de fois,
de dérivées continues et dans L£'(R,C)), on peut avoir des formules de type pour l'entier
k jusqu’a une certaine valeur. On peut alors comprendre ce résultat comme un "échange" entre f
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et F(f) : la régularité de f se traduit par de la "décroissance" de F(f) (au sens ou 'on controle

[EF(F)(§)] pour [¢] grand).

De méme, si I'on suppose que f et un certain nombre des premiéres puissances de z fois f
sont dans £!(R,C), alors on peut définir F(f) via la formule et avoir la dérivabilité de F
sur R jusqu’a un certain rang et des formules de type jusqu’a un certain entier k. On peut
de nouveau interpréter ces propriétés comme un échange : la "décroissance" de f (au sens ou 'on
controle quelques puissances de x fois f(x) pour |z| grand) implique de la régularité sur F(f).

Ces propriétés, dans leur forme précise, dépassent le cadre du cours. Cependant on peut remar-
quer que la classe de Schwartz S(R, C) est un parfait compromis entre les deux aspects : il y a dans
cette classe uniquement des fonctions tres régulieres et tres "décroissantes' (au sens précédent).
Ainsi, les transformées de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz sont treés "décroissantes"
et tres régulieres. Au point que F(S(R,C)) € S(R,C). Nous allons étre encore plus précis dans
la section en montrant que F est en fait un isomorphisme de S(R,C) (application linéaire
bijective de S(R, C) dans lui-méme ; on ne parlera pas de sa continuité éventuelle, car on ne parlera
pas de la topologie de S(R, C)), et expliciter sa bijection réciproque.

2.5.3 Transformée de Fourier d’une gaussienne

On rappelle que 'on a montré a l'exercice [2.3.9] que
I= / e dz = /. (2.63)
R

Exercice 2.5.14 Soit a un nombre réel strictement positif. On considére la fonction

R — R
f : —aa:2
x —> e
1. Justifier que la fonction f est dans la classe de Schwartz.

2. Justifier que F(f)(0) = \/%

3. Justifier que la fonction F(f) est dérivable sur R et l’on a

dF(f) ,on &
V¢ € R, Tg(f) = _%]:(f)(ﬁ)‘

4. A Uaide du cours sur les équations différentielles (voir le chapitre @, en déduire que

VEER,  F(f)(E) = ——e . (2.64)

2.5.4 Le théoréme d’inversion de Fourier

Pour f € S(R,C), on définit la fonction

R — C
9ih): (5 — V;?fRﬂw)erx)'

En particulier, on a

VfeSR,C), YEeER,  G(f)€) =F(f)(=E).
On déduit de cette observation que la fonction G, tout comme la fonction F (comme on I’a vu en
section [2.5.2), est une application (linéaire) de S(R,C) dans lui-méme.
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Théoréme 2.5.15 (d’inversion de Fourier) Pour tout f € S(R,C), on a
veeR,  F(G(N))(x)=[flx) et GF)() = flz) (2.65)
Remarque 2.5.16 Une autre maniere d’écrire ce théoréeme est la sutvante :
FogG=ldsr) et GoF = ldsr,c):

En particulier, les applications linéaires de S(R,C) dans lui-méme que sont F et G sont injectives
et surjectives, et inverses l'une de l’autre.

Preuve. Soit f € S(R,C) et ¢ > 0. Fixons X € R. Considérons la fonction
hE:<RxR—> oco )
(z,6) — e () f(g)e BrtitX
Cette fonction est continue sur R x R et vérifie
VeeR, VEER,  |he(w, &) < |f(@)le Y,

et le majorant s’écrit comme le produit d’une fonction de la premiere variable et d’une fonction de
la seconde variable, chacune étant dans £!(R,R*). Par le théoréme de Fubini [2.3.26} il vient que

/R(/R he(x,f)dx) d¢ = /]R (/ﬂg%(%{)d{) de.
On en déduit que
/Re_(afy ( /R f (w)e‘if’”dx) R /R f(x) ( /]R e—(es)Qe—z‘ax—x)dg) du

Ceci implique

\/12—71_/Re_(6§)2 (f)(g)e—HEng _ \/127? /R f(ZL‘).F(e_€2§2)(a: _ X)d:z:. (2_66)

A T'aide de la relation (2.64) de 'exercice [2.5.14} on peut écrire que
1 _@=x?

e 42
V2¢e2?

VeeR, Fle <) (z—X)=

On peut ainsi écrire le membre de droite de (2.66]),

1 75262 / _(X—gg)2
— - X)dz = < dw. 2.
o= [ F@FET) @ = Xae = [ fla) g e ar (2.67)
En définissant la fonction p pour u € R par p(u) = ﬁe_’ﬂ/ 4 on a une fonction de la classe de

Schwartz a valeurs positives, et d’intégrale

/p du—\f/ (3)° 2du:\/17?/Re”

en utilisant (2.63)). Utilisant la relation , on peut donc écrire le membre de droite de (2.66))

sous la forme
\/ﬁ/f _82 N -X d:):—/f X p(X )dx

Puisque la fonction f est dans la classe de Schwartz, elle est continue, bornée, et absolument

intégrable sur R. La propriété sous la forme (2.45)), assure que le membre de droite de ([2.66))
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tend vers f(X) quand € tend vers 0. Considérons maintenant le membre de gauche de ([2.66]).

Considérons la fonction
(RxR — C
P68 — e PEF(f)(OeX )

Puisque la fonction f est dans S(R,C), il en est de méme de la fonction F(f) par la propriété
2.5.13] En particulier, cette derniere fonction est continue sur R. On en déduit que la fonction g
est continue sur R x R. De plus, on a la majoration

V(5,§) eRx R, |g(6,8)| < |F(F)E)I,

et le majorant est une fonction de £!(R,C) indépendante de §. Ceci assure que l'intégrale de
& — g(6,&) converge sur R, uniformément par rapport au parametre 6 dans R. Par suite, la propriété

assure que la fonction
a - R — C
\d — Jry(6,8)dE)”

est continue sur R. Elle admet en particulier une limite en 0, qui est
G(0) = [ F()©)dE = VERG(F())(X).

En particulier, le membre de gauche de (2.66)) converge vers G(F(f))(X) quand e tend vers 0.
Passant a la limite quand ¢ tend vers 0 dans (2.66)), il vient

G(F (X)) = f(X).
On a ainsi démontré la seconde partie du théoreme [2.5.15] au sens ou 'on a montré la seconde

égalité de (2.65). Pour déduire la premiere égalité de (2.65) de la seconde, il suffit de remarquer
que

FOMT = 5 [ ([ f@eseds ) eixeag

1 T il i
_ %/R (/Rf(x)e ¢ dx) oiXEqe
= G(F(N))X)
= f(X),
en utilisant le résultat que 'on vient de démontrer (puisque f € S dés que f € S). On en déduit
en conjuguant le calcul précédent que

FGUINX) = F(X),

et le théoréme est ainsi montré en totalité. [ ]

Remarque 2.5.17 Le théoréme d’inversion de Fourier assure que, lorsque f € S(R,C), on peut
écrire pour tout x € R,

1 1T
fl@) = o | F@©ede.

Toute fonction f dans la classe de Schwartz (on pourrait affaiblir les hypothéses, mais cela dépasse
le cadre de ce syllabus) s’écrit ainsi comme une "somme" (continue) de fonctions ondulatoires
de la forme x v ¢, affectées de la densité (complexe) F(f)(€)/V2r, ou du poids (compleve)
F(f)(&)de/ V2.
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Remarque 2.5.18 Sil’on interpréte la variable x comme une variable temporelle, alors la variable
¢ est naturellement une pulsation, et £/(2m) est naturellement une fréquence.

Remarque 2.5.19 Le fait que F est bijective implique en particulier qu’il y a exactement autant
d’information dans f que dans F(f) : connaitre f ou connaitre F(f) sont deux choses rigoureuse-
ment équivalentes.

2.5.5 La convolution dans la classe de Schwartz
Lemme 2.5.20 (Inégalité de Young) Pour tout p,q €|1,+o0[ tels que 1/p+1/q=1, on a
uP v

Yu,v > 0, w < — + —. (2.68)
p q

Preuve. C’est évident si u = 0 ou v = 0. On suppose donc que u > 0 et v > 0. On peut donc
poser
U =pln(u) et V = qln(v).

Puisque la fonction x +— e est convexe sur R, et puisque 1/p >0,1/¢>0et 1/p+1/g=1,0n a

1 1
eV + ~ev.
p q

1 1
eEU+EV <

Ceci s’écrit encore 1 1
eln(u)Jrln(v) < 7eplnu + 7eqlnv.

p
On en déduit aisément (2.68) u

Lemme 2.5.21 Pour tout o € N, il existe Co, > 0 tel que
Va,b >0, (a+b)* < Cy(a®+1bY).
De plus, on peut choisir Co = 2°7 1.

Preuve. Le résultat est trivial pour a = 0 avec Cy = %, et pour a = 1 avec C; = 1. Raisonnons
par récurrence. Afin de montrer I’hérédité, supposons le résultat vrai pour un certain o > 1. Pour
tout a,b >0, on a

(a+b)™" < (a+b)(a+b)
< Ca(a® +0%)(a+0)
< Ca (aa+1+aab+baa+ba+l) )

Or, par inégalité de Young (lemme [2.5.20)), on a
1

aab S Laa—i—l + ba+1 et baa S Lba-i-l + Laa-i—l'
a—+1 a+1 a—+1 a+1

On en déduit que
(a+b)a+1 < Ca (2aoe+1 _|_2boz+1) )

Le résultat suit alors avec Cyp 1 = 2C,, au rang o + 1. [
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Propriété 2.5.22 (La convolution laisse stable S(R,C)) Soit f,g € S(R,C). On définit la

fonction
Frg: R — C
T 2 — o f@glz—y)dy)

La fonction f g est définie sur R, de classe C*° sur R, et elle vérifie (2.56]) pour tout polynome P,
de sorte qu’elle est elle-méme dans la classe de Schwartz.

Remarque 2.5.23 Pour f,g € S(R,C), on a
Ve R frg(e) = [ fWle =y = [ flz - wg(dn
R

comme on le constate en posant u(y) = x—y, aprés avoir constaté que lintégrande est dans L' (R, C)
dx € R fixé comme on va le voir ci-dessous. On généralise ainsi le produit de convolution introduit

a la définition [2.4.4).

Preuve. L’intégrande

b RxR — C
\(zy) — fwelx-y))’

est de classe C*° sur R x R, puisque f et g sont dans la classe de Schwartz. De plus, pour tout

a €N ona
0°h .
Yoy €R, o(wy) = fw)g" (@ —y).

Désignons par M, > 0 un majorant de |¢(®| sur R (qui existe puisque g est dans la classe de
Schwartz). On obtient

Q

V(z,y) € B2, . y>| < Ml f(y).

h
0360‘( ’
Puisque la fonction f est dans la classe de Schwartz, elle est absolument intégrable sur R par la
propriété [2.5.6, Par suite, la fonction y — |f(y est une fonction de El(R R+), indépendante du
parametre z € R. On déduit de la propriété 1| que V'intégrale de y (%a (ac y) converge sur R
uniformément par rapport au parametre x sur R, pour tout o € N. Utilisant la propritété il
vient que f x g est de classe C* sur R et

VaeN, VzeR,  (fxg)® / fly — y)dy. (2.69)

Justifions maintenant que pour tout (a, 8) € N2, la fonction o — 2%(f  ¢)(®) () est bornée sur R.
Fixons (a, 3) € N? et observons que

VeeR,  2%(fxg)(x / fly —y)dy.
Majorons le module de I'intégrande en remarquant que, pour x,y € R, on a

F@)2P g @ —y)| < Wl -y +yle (@ - )]

< Co ([P g @ —y)| + [f W)@ = 1) 9™ (@ —y)|).
Puisque f € S(R,C), il existe Mg > 0 et M > 0 tels que
veR, |+ W) < Ms et |1+ ()] <M.
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De méme, puisque g € S(R,C), il existe N, g > 0 et Ny > 0 tels que
weR, g Na et @)W < Nap.

On déduit de ces dernieres inégalités que

M M
Bale)(p _ ﬁ R
Utilisant (2.69)), il vient par intégration que
Ve eR, [af(fx9) ()| < 7Cs (NaMj + NagM).

Ainsi, la fonction z — 2P(f x g)(® () est bornée sur R. Ceci valant quels que soient «, 3 € N, on
en déduit que pour tout P € C[X] et tout o € N, la fonction z — P(z)(f * ¢)(* () est bornée sur
R. Finalement, on conclut que f * g € S(R,C) en utilisant la définition m [

Propriété 2.5.24 (Transformée de Fourier d’une convolution dans S(R,C)) Pour tout (f,g) €
S(R,C)2, on a
VEeR,  F(fx9)(&) = v2rF(f)(&) x F(g)(E).

Autrement dit : dans la classe de Schwartz, la transformée de Fourier d’un produit de convolution
est, & une constante multiplicative preés, le produit (classique) des transformées de Fourier.

Preuve. Soit f,g € S(R,C). Ecrivons pour & € R,

FUa)©) = 2= [(xo@e (2:70)

- jﬂ L ([ £t = nay) s
= \/12? / ( / f(y)g(w—y)eig((‘””y)dy) dz
= \/ﬂ// —#yg y)e_ig(x_y)dyd:):.

En admettant pour le moment que les hypotheses du théoreme [2.3.26] de Fubini sont vérifiées, on
obtient

F(Fx9)©) = 7 = [ [ e rgw — e dzdy (271)

= 72? | twee /R g — y)e SOV dady
- \/ﬂ\/%/ﬂgf(y)eigy\/;?/ﬂ%g(u)eifududy

1 —ily L u e_i Udu
_ mm/Rf(y)e fdym/Rg() g
= VEIRF(F)(©) x Flg)(©),

en utilisant le théoreme du changement de variable [2.1.78] Justifions maintenant que les hypotheses
du théoreme [2.3.26] de Fubini utilisé ci-dessus sont vérifiées. Pour cela, observons que, puisque
frg € S(R,C), il existe M > 0 tel que

Yoy eR, |1+ @)1+ (@ — )l —y)| < M.
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Ceci implique
M 1 1

< X .
= I+y2 14921+ (xz—y)?

Observons, que, pour x € R tel que |x| > 2, la fonction

(R — R* )
h.’E: 1 9
Yy T

Ve,y €R,  |f(y)g(z —y) (2.72)

1
1+y? 14+(z—y)?

. , Va2 — , . .
est majorée sur R par sa valeur en % On en déduit que la fonction
R — Rt

1 1
u:|lr
vV 2

P 7100 2)uf2, 400 (Z) + Lj—29(2) |
1+(%+m) 1+(§— = ) ]—00,2]U[2,+00] 1-2,2
vérifie

VreR, VyeR, he(y) < u(x).
Puisque la fonction o — (1 + 22)u(x) est de plus majorée sur R, il vient qu'’il existe C' > 0 tel que
pour tout x € R, u(z) < C/(1 + x?). En particulier, utilisant (2.72)), il vient que

, , M C
—i€ _ —ig(z— =
VEeR, Va,y€eR, ‘f(y)elyg(w y)e ey S1-1-(7421_,_%2.
Cette majoration par le produit de deux fonctions (absolument) intégrables sur R, I'une par rapport
a la premiére variable, I’autre par rapport a la seconde, permet d’appliquer le théoreme de Fubini
a l'intégrande (continue sur R x R et & valeurs complexes a { € R fixé), pour passer de (2.70]) a
(12.71]). [

2.5.6 Le théoréme de Plancherel
Définition 2.5.25 Pour f € S(R,C), on définit la fonction

R(f) - (R — fx))

Exercice 2.5.26 1. Vérifier que R(f) € S(R,C).
2. Justifier que R définit une application R-linéaire de S(R,C) dans lui-méme.
3. Justifier que R est une involution.
4. En déduire que R est une application bijective de S(R,C) dans lui-méme.

5. Justifier que
VfeS(R,C), YEER,  F(fxR(f))(€)=V2r|F()E].

Définition 2.5.27 Pour f € S(R,C), A > 0 et zy € R, on définit les fonctions

D“ﬂ:(R — C>> et rmgy<R — C ).

x — [\ r — f(x— )

Exercice 2.5.28 (Dilatations et translations) 1. Vérifier que Dy(f) € S(R,C) et T,,(f) €
S(R,C).
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2. Vérifier que Dy et Ty, sont des applications linéaires de S(R,C) dans lui-méme.
3. Vérifier que Dy o Dy/\ =Ty, 0 T—yy = Idsm c)-
4. En déduire que Dy et T,, sont des applications bijectives de S(R,C) dans lui-méme.

5. Justifier que

ek FON©O=3FN(F) o FE@uN©O =N

Propriété 2.5.29 On a l'inclusion
S(R,C) c L*(R,C).

Preuve. Soit f € S(R,C). La fonction f est continue sur R, donc elle est Riemann-intégrable sur
tout segment de R. Il en est donc de méme de f2 et de |f?|. De plus, il existe M > 0 tel que

Ve eR,  (1+2%)|f(z) <M.

En particulier, on a

M 2
Va ER, ‘f(x)‘Q < (1+$2) :

Puisque la fonction @ — M?/(1 + 2?)? est absolument intégrable sur R, il en est de méme de la
fonction |f|2. ]

Propriété 2.5.30 (Identité de Plancherel) On a
VieS®RO), [ If@lde= [ IFNEPde. (273)

Preuve. Utilisons a nouveau la suite de fonctions (pp)nen définie en (2.40) pour une certaine
suite (gy,)nen de nombres réels strictement positifs qui tend vers 0. Soit f € S. Notons R(f) la

fonction définie en [2.5.25] Posons g = f x R(f). Par lexercice [2.5.26, on a que g € S(R,C) et
F(9) = V27| F(f)|?>. On peut donc définir pour tout n € N la fonction p, x g par (2.41). De plus
on a p, xg € S(R,C) par la propriété 2.5.22| Par la propriété [2.4.7] on a

(P x9) (0) — g(0).
Or
90 = [ 10-pRwy = [ )Ty = [ @) d,
en utilisant le théoréme de changement de variable de la propriété Ainsi,

(0nx9) () == [ 17w) dy. (2.74)

Par ailleurs, utilisant 1'exercice [2.64] pour tout n € N, on a

VeeR, F (\/12?5(835)2) () = ;;e—(i)g — pul2).
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Ainsi, on peut écrire pour tout n € N

(pnxg)(0) = /R pu(0 — y)g(y)dy

En

f>2e%yd£>sﬂy)dy

J (G e

Afin d’utiliser le théoréme de Fubini [2.3.26] remarquons que I'intégrande est une fonction continue

de (£,y) sur R? et que son module vérifie

1 ené 2 - ené 2 1
W R o (558) ity ‘<M—(2)
£,y €R, ‘%ﬁ e "Yg(y)| < Me T

pour un certain M > 0 puisque g € S(R,C). Cette majoration permet d’appliquer le théoréme de
Fubini [2.3.26| pour obtenir

eng

eor)©) = o= [ (= [ gt ay) e (5 ae
en€\2

- o= [P () ae
- J;?Am\F(f)(f)lze‘<€3 )\ ag

B /Rlﬂf)(&)l?e(”%&fd&

. (RXR — C )
"\ — IFHE©PeE) )

Cette fonction est continue sur R x R. De plus, elle vérifie

V(e,§) eR%  |h(e, )| < |F(NOI.

Le majorant étant dans £'(R) et indépendant de ¢ € R, on en déduit que I'intégrale de & — h(e, &)
converge sur R uniformément par rapport au parameétre € dans R. Ainsi, la fonction

(R — C
H'<5 — th(&f)d§>7

est continue sur R par la propriété [2.3.18, En particulier,

Considérons la fonction

(n % 9)(0) = Hen) > H(0) = [ (1)) de.
Par unicité de la limite de la suite ((pn * 9)(0)),,cry, on déduit de la ligne précédente et de (2.74)
que (2.73) a lieu. ]
Corollaire 2.5.31 (Identité de Plancherel polarisée) Pour tout (f,g) € S(R,C)?, on a
/ F(2)g(@)de = / FU(OF ) E)de. (2.75)

Preuve. Pour f,g € S(R,C), on pose
a(f) = [1f@Pde et a() = [IFEOOF
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et

alf.9)= [ 1@ et 9) = [ FNOF@Ee

Ces quatres fonctions sont bien définies a I’aide des propriétés [2.5.29 et [2.2.27] De plus, on a par
simple calcul pour k € {1,2},

1 . : : .
o(f,9) = 7 (a(f +9) = ax(f = 9) +ia(f +1ig) —ian(f —ig)) . (2.76)
L’identité de Plancherel (2.73) assure que q; = ¢o. La relation ci-dessus assure par conséquent que
$1 = 2. u

Remarque 2.5.32 Les fonctions q1 et qa sont des formes quadratiques sur ’espace vectoriel com-
plexe S(R,C). Les fonctions @1 et po sont les formes hermitiennes associées. Le fait que q1 et qo
coicindent sur S(R,C) implique que @1 et w2 coincident également sur S(R,C), par la relation
, appelée dans ce contexte identité de polarisation.

Remarque 2.5.33 La forme

- .<S(R,<C)><S(]R{,(C) — o )
e (f,9) — Jg fx)g(2)dz )

est hermitienne, définie et positive sur S(R, C). C’est donc un produit scalaire complexe sur S(R, C).

La norme associée est donnée par ||f||zc2 = /[ |f(2)|?dz. En appliquant (2.75) da f et g = G(g),
on obtient

VigESRO), (10 = [ f@G@ds = [ F©O9EdE = (F()og)

Ceci indique que Uapplication linéaire F admet G comme adjoint dans (S(R,C), (-, ) s2).

Remarque 2.5.34 Awvec les notations de la remarque précédente, une maniére d’écrire l'identité de
Plancherel de la propriété est de dire que la transformation de Fourier F est une isométrie
de (S(R,C), || - ||z2) dans lui-méme. On obtient sans peine (et en exercice) qu’il en est de méme de
sa bijection réciproque G.

Remarque 2.5.35 Attention, l'espace (S(R,C),(-,-)2) est un espace préhilbertien complexe qui
n’est pas complet.

2.5.7 Application a une équation elliptique linéaire en dimension 1

Exercice 2.5.36 Soit ¢ >0 et f € S(R,C). On cherche une fonction u € S(R,C) telle que
Vz € R, —u"(x) + cu(z) = f(z). (2.77)
1. Justifier que, siu € S(R,C) est solution de [2.77), alors on a
VeeR,  (c+€) Fu)©) = F()E).

2. Justifier que & — F(f)(€)/(c+ £?) est une fonction de la classe de Schwartz.
3. Justifiquer que l’équation (2.77) admet une unique solution dans S(R,C).
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Chapitre 3

Equations différentielles
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3.1 Généralités

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 On appelle équation différentielle toute équation de la forme

F(t,y(6),y' (1), ,y® () =0, (3.1)
ot
— p > 1 est un entier donné appelé ordre de [’équation,
— F est une fonction donnée, définie sur le produit d’un intervalle J par un produit de p + 1
ouverts de RN, notés Qq, - - - ,Qp, a valeurs dans RY,
— y est une fonction inconnue définie sur un intervalle I C J également inconnu, p fois
dérivable sur I, et telle que, pour toutt € I et k € {0,---,p}, y®(t) € Qu, et la relation

(3.1) est vérifiée.

Définition 3.1.2 On appelle solution de I’équation différentielle (3.1)) tout couple (I,y) d’un
intervalle I C J et d’une fonction y de I dans g, p fois dérivable sur I, et telle que pour tout

ke{l,---,p}ettel, y®(t) e Qy et la relation B.1) a lie.

Définition 3.1.3 Une équation différentielle (3.1)) d’ordre p est dite sous forme résolue lorsque
la fonction F' est de la forme

F(t7y07 T 7yp) - G(t)y07 T 7yp—1) — Yp,
pour tout t € J, (Yo, - ,Yp) € Qo X --- Xy, ot G est une certaine fonction de (t,yo, - ,Yp—1)
indépendante de yp.
Remarque 3.1.4 L’équation différentielle (3.1)) s’écrit alors
y P (t) = Gt,y(t),y (1), ,yP (1) (3:2)

Remarque 3.1.5 Le plus souvent, l’équatz'on différentielle peut étre mise sous forme résolue
(au moins localement dans J x Qg x --- x ), par ezemple en utilisant le théoreme des fonctions
implicites, dans le cas ou F est suﬂ‘isamment régulicre et 9L y est inversible. On travaillera dans la
suite de ce syllabus avec des équations différentielles sous forme résolue.

Exemple 3.1.6 Les équations du mouvement d’une particule de masse m > 0, dans un référentiel
galiléen identifié a R3, soumise & un champ de forces dérivant d’un potentiel différentiable V : R3 —
R, s’écrivent

mz” (t) = =VV (z(t)). (3.3)
La fonction position t — x(t) de la particule est donc solution d’une équation différentielle d’ordre
2, qui est par ailleurs naturellement sous forme résolue (quitte a diviser les deur membres de
l’équation par m ).

Remarque 3.1.7 En introduisant la quantité de mouvement p(t) = ma'(t), l’équation (3.3)) s’écrit

encore, de maniére équivalente
/
x mp(t)
t) = m , 3.4
<p> Q (—vwx(t» (34

c’est-a-dire qu’on peut transformer cette équation différentielle résolue d’ordre 2 dont l’inconnue
x prend ses valeurs dans R® en une équation différentielle résolue d’ordre 1 dont l'inconnue (z,p)
prend ses valeurs dans RS. C’est en fait quelque chose de général, comme on va le voir en
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3.1.2 Réduction a ’ordre 1

Propriété 3.1.8 Toute équation différentielle de la forme (3.2) est équivalente a une équation
différentielle résolue d’ordre 1 en la nouvelle inconnue

Y(t) = : . (3.5)
y(p—‘l) (t)

Pour le constater, adoptons la convention suivante : pour tout Y € RNP, on note Yi le vecteur
contenant les N premiéres composantes de Y, Yo celui contenant les N suivantes, etc, jusque Y
celui contenant les N derniéres, de sorte que

Yy
vy=|:|er"=(rR")"
Yy

On peut alors définir la nouvelle fonction

f(t’ Y) = s (36)
Yy
G(t,Yi,... ,Y;))

sur le produit de J par Qg x --- x Qy,_1. Dans ce cas, la recherche d’une fonction y, p fois dérivable
sur un certain intervalle I C J, avec pour tout k € {0,--- ,p—1} et t € I, y®)(t) € Qp, vérifiant
(13.2) équivaut da la recherche d’une fonction Y, dérivable sur le méme intervalle I, a valeurs dans
Qo x -+ x Qp_1, vérifiant

vtel, Y'(t) = f(t,Y(1)). (3.7)

Preuve. Connaissant une solution (I,y) de (3.2)), on forme la fonction Y via le changement d’in-
connue (3.5)), et on obtient une solution (I,Y’) de (3.7). Réciproquement, connaissant une solution
(1,Y) de (3.7, en posant y(t) = Yi(¢) pour ¢t € I, on obtient une solution (/,y) de (3.2). ]

Remarque 3.1.9 Les fonctions G et f ont par ailleurs exactement la méme régularité sur J X
Qo x -+ x Qp_1, comme on le constate en utilisant la relation (3.6).

Remarque 3.1.10 Une fois mise sous forme résolue a ['ordre 1, I’équation différentielle
est caractérisée par la donnée d’une fonction f du produit d’un intervalle J de R par un ouvert
Q=0 x---xQp_1 de (RM)P = RNP ¢ waleurs dans RNP. Cette fonction est appelée champ de
vecteurs de [’équation .

Dans la suite de ce syllabus, nous traitons donc non seulement des équations différentielles
résolues (voir la remarque [3.1.5)), mais de plus on les supposera réduites & 'ordre 1. On notera
comme dans la remarque ci-dessus 2 = €05 X -+ x €),_1.
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3.1.3 Notion de probleme de Cauchy

Définition 3.1.11 Pour une équation différentielle résolue d’ordre 1 de la forme (3.7), ot f est
une fonction donnée sur le produit d’un intervalle J par un ouvert Q de R™NP, on appelle donnée
de Cauchy tout couple (to,y0) € J x Q.

Définition 3.1.12 Pour une équation différentielle résolue d’ordre 1 de la forme , ou f est une
fonction donnée sur le produit d’un intervalle J par un ouvert Q de RNP, et une donnée de Cauchy
(to,yo) € J x Q, on appelle probléeme de Cauchy le systéme formé de [’équation différentielle
(13.7) et de la condition initiale Y (to) = yo.

Définition 3.1.13 (Rappel) Awvec les notations de la définition précédente, on appelle solution
de I’équation différentielle (3.7)) tout couple (I,Y) d’un intervalle I C J et d’une fonction Y
de I dans Q, dérivable sur Uintervalle I et vérifiant (3.7]).

Définition 3.1.14 Awvec les notations de la définition précédente, on appelle solution du pro-
bléme de Cauchy

:l/(t) - f(t, y(t)) (38)
ylto) = wo

tout couple (I,y) d’un intervalle I C J contenant ty et d’une fonction y de I dans 2, dérivable sur

Uintervalle 1, vérifiant ’équation différentielle sur I et la condition initiale y(to) = yo.

Définition 3.1.15 Lorsque le champ de vecteurs f est indépendant de t, I’équation différentielle
est dite autonome. Il en est de méme du probleme de Cauchy . On peut alors, sans perte de
généralité, considérer que ty = 0. En effet, pour tout (to,yo) € R x Q, la fonction t — y(t) est une
solution du probléme de Cauchy pour la donnée de Cauchy (to,yo) sur l'intervalle I (contenant tg)
si et seulement si la fonction t — y(t + to) est solution du probléme de Cauchy pour la donnée de
Cauchy (0,yo) sur Uintervalle I — tg.

Définition 3.1.16 Considérons une équation différentielle autonome

ou f est une fonction donnée définie sur un ouwvert Q de RNP. On appelle point d’équilibre de

(3.1.16)) tout élément y* € Q tel que f(y*) = 0.

Remarque 3.1.17 Dans ce cas, la fonction constante t — y* est évidemment solution de (3.1.16))
sur R.

3.1.4 Formulation intégrale du probléeme de Cauchy

Propriété 3.1.18 Soit f une fonction continue sur le produit d’un intervalle J de R par un ouvert
Q de RNP, et soit (to,y0) € J x Q une donnée de Cauchy. Soit I C J un intervalle contenant to et
y une fonction de I dans 2. La fonction y est solution du probléme de Cauchy sur Uintervalle
1 si et seulement si elle est continue sur I et vérifie

vVt eI, y(t) = yo + /tt f(s,y(s))ds. (3.9)
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Preuve. Dans le sens direct, puisque y est une solution de sur I, elle est dérivable sur [ et
a valeurs dans 2. En particulier, elle est continue sur I & valeurs dans §2. Puisque la fonction f est
continue sur J x €, et puisque I C J, la fonction s — f(s,y(s)) est continue sur I par composition.
Puisque la fonction y est solution de , il vient que v’ est continue sur I, donc y est de classe
C! sur I. Par théoréme fondamental de ’analyse, on obtient

Vel y) —ylto) = [ v(s)ds

to
Puisque y est solution du probléme de Cauchy (3.8)), ceci s’écrit encore
t
veel,  y(t)—yo= t f(s,y(s))ds,
0

ce qui fournit .

Dans le sens réciproque, supposons que y est continue sur I, et vérifie . Puisque y est a valeurs
dans Q et puisque f est continue sur J x €, il vient par composition que s — f(s,y(s)) est continue
sur I (on rappelle que I C J). Par théoréme sur les intégrales fonction d’une de leurs bornes (inclus
dans la propriété , il vient que la fonction ¢ — ftto f(s,y(s))ds est de classe C! sur I. Puisque
y vérifie , on en déduit qu’elle est bien solution du probleme de Cauchy sur I. [ |

3.2 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz local

3.2.1 Rappel sur le théoréme du point fixe de Picard

Théoréme 3.2.1 (du point fixe de Picard) E| Soit (X,d) un espace métrique et A une partie
de X non-vide et compléte. Soit f une contraction de A dans A, c’est-a-dire une application de A
dans A telle qu’il existe une constante k € [0, 1] telle que

Ve,ye A, d(f(x), fy) < kd(z,y).

L’application f admet un unique point fize x* € A (c’est-a-dire qu’il existe un unique y € A vérifiant
fly) =y). De plus, quel que soit xg € A, la suite récurrente partant de xo définie pour tout n € N
par xn11 = f(xy) est convergente, de limite x*.

Preuve. Montrons tout d’abord que la fonction f admet effectivement un point fixe dans A.
Puisque A # (), on peut choisir zy € A. Puisque la partie A est stable par f, la suite récurrente
ZTnt1 = f(x,,) est bien définie pour tout n € N. Observons que, pour tout n € N et tout m € N*,

A(Tnrmi1s Tnrm) = A(f(Tnpm), f(@nim—1)) < kd(Tnpm, Tnym—1)-
Par récurrence sur m € N*, il vient pour tout n € N et m € N*|
d(xn+m+1a SUn—i-m) < kmd(l'n-l—la SCn),

et I'on s’apercoit que cette majoration est encore valable pour m = 0. On en déduit que pour tout

1. Le théoréme du point fixe de Picard est (trés) souvent appelé théoréme du point fixe de Banach. C’est toutefois
a Picard que l'on doit I'idée de 1'utiliser pour montrer ’existence de solutions & une équation différentielle.
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(n,p) € N2,

p—1
d(xn+paxn) < Z d($n+m+la xn—O—m)
m=0
p—1
< Z Em™d(xn1, Tn)
m=0
p—1
< d(wn—l—hmn) Z k™
m=0
p—1
S k"d(ml,mo) Z km
m=0
d(z1, xo)
G 3.10
= —F (3.10)
puisque k € [0, 1]. De plus, toujours car k € [0, 1[, on a k" _? 0. Ainsi, 'inégalité (3.10) montre
n o

que la suite (x,)nen est de Cauchy dans A. Puisque la partie A est compléte, on en déduit que
cette suite converge vers un certain x* € A. Puisque la fonction f est lipschitzienne sur A, elle est
en particulier continue sur A, donc elle est continue en z*. On en déduit que la suite (f(zn))nen
converge vers f(z*). Or, cette suite est exactement la suite (z,,41)neN, qui converge vers z*, comme
suite extraite d’une suite convergeant vers x*. L’unicité de la limite de cette suite assure que
x* = f(z*). Ceci démontre I'existence d’un point fixe pour f dans A. L’unicité provient du fait que
si * € A et y* € A sont deux points fixes de f dans A, alors

d(z", y*) = d(f(27), f(y")) < kd(z",y").
Ainsi, (1 — k)d(z*,y*) <0. Or (1 — k) > 0. Donc d(z*,y*) < 0, donc d(z*,y*) = 0, donc z* = y*.
L’unicité du point fixe de f dans A est ainsi démontrée. Enfin, le fait que, quel que soit g € A, la
suite définie par récurrence par z,+1 = f(z,) pour n € N est en fait convergente vers z* provient
de Panalyse faite en début de preuve (cette suite converge vers un point fixe de f dans A) et de
I'unicité du point fixe de f dans A. [ |

Corollaire 3.2.2 Soit (X,d) un espace métrique et A une partie de X non-vide et compléte. Soit
f une application de A dans A, telle qu’il existe un n € N* tel que la fonction

fr=fo-of
N———

n fois
est une contraction sur A. La fonction f admet un unique point fize dans A.

Preuve. Appliquant le théoréme précédent a la fonction f”, il existe un unique a € A tel que
f™(a) = a. On en déduit par associativité de la composition des applications que

fla) = f(f*(a)) = f"(a) = [ (f(a)).
Ceci assure que f(a) est un point fixe de f™ dans A (puisque a € A et f est une application de A
dans A). Par unicité du point fixe de f™ dans A, il vient que f(a) = a. Ceci démontre I'existence
d’un point fixe de f dans A. Pour I'unicité, il suffit de remarquer que tout point fixe de f dans A
est un point fixe de f™ dans A. Or f™ admet un unique point fixe dans A. [
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3.2.2 Cylindres de sécurité en espace-temps

On fixe d € N* (correspondant au produit Np des sections précédentes) et ’on munit R? de la
norme euclidienne usuelle, notée || - ||. Ainsi, R, muni de la distance induite par || - || est un espace
métrique. On utilisera en particulier abondamment les notations sur les boules ouvertes et fermées
introduites en Section [L1.3l

Définition 3.2.3 On appelle cylindre en espace-temps toute partie de R x R¢ de la forme
[a,b] x B(yo,r] avec a < b, yo € R% et r > 0. Le point (aT‘H’,y()) est appelé centre du cylindre, r
est son rayon, et b — a est sa hauteur.

Définition 3.2.4 Soit yo € RY, tg € R, r > 0 et £ > 0. On note S(to,yo,4,7) le cylindre en
espace-temps de centre (to,yo), de hauteur 20 et de rayon r > 0 l’ensemble

S(to,yo, £,7) = { (t,y) € R X RY | [t —to| < € et |ly — yol < v} = [to — €10 + €] X Blyo, 7]

On note également S~ (to,yo,¢,7) et St (to,v0,¢,7) les deux cylindres en espace-temps suivants,
dont la réunion est S(to,yo,l,r) :

ST (to,yo, L,7) = {(tyy)GRXRd’OSt—tOSEGtHy—yoHST}:[tovtoJrf]XB(yo,ﬂ
S_(to,yo,f,’l“) = {(tay)eRXRd'OStO_tSEetHy_yOHSr}:[to_fvtO]XB(yOar}'

Définition 3.2.5 On se donne une fonction f définie sur le produit d’un intervalle J par une
partie Q de R? ¢ valeurs dans RY. Pourtg € I et yo € Q, £ > 0 et v > 0, on dit que le cylindre
S(to, yo, 4, r) est de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8) lorsque S(to,yo,¥,r) C J x
et

r
V(t, y) € S(t07y07€7 T)a Hf(tvy)H < Z

On dit que ST (to, yo, £, 7) est de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8)) lorsque ST (to, yo, ¢, 1) C
J xQ et

r
V(t,y) € 5+(t073/07€7"”)7 Hf(t>y)|| < 27

et l'on dit que S~ (to,y0,¢,7) est de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8) lorsque
S~ (to,yo,l,r) C J x Q et

Y(t,y) € S™(to,yo,¢,7), 1f(t, )] <

~|3

Remarque 3.2.6 On remarquera que (to,yo) est le centre de S(to,yo,¥,r) mais nest ni celui de
S~ (to, yo, £, ) ni celui de ST (to,yo, L, ).

Propriété 3.2.7 Soit f une fonction définie sur le produit d’un intervalle I par une partie ) de
R? ¢ valeurs dans R? et S = S(tp, Yo, 4, ) un cylindre de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8).
Pour tout L €]0,¢], le cylindre S = S(to,yo, L,r) est de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8)).

Preuve. Fixons L €]0, ¢[. Observons que S c S. Puisque S est de sécurité pour f, on a pour tout
(t,y) € S, If(t,y)|| <r/l. A plus forte raison, on a pour tout (¢,y) € S, || f(t,y)| < r/¢. Puisque
r/€ < r/L, on conclut que S est également de sécurité pour f. [ |
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Lemme 3.2.8 (de sécurité) Soit f une fonction définie sur le produit d’un intervalle J par une
partie Q de R? et S = S(to,yo,¢,r) un cylindre de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8)). Soit
y une fonction dérivable sur [tg — £, to + €] d valeurs dans §2, solution du probléme de Cauchy

y't) = [f(ty@)
{y(to) . (3.11)

= Yo
Alors la fonction y est a valeurs dans B(yo,r] sur [to — ¢, to + .

Remarque 3.2.9 (C’est ce lemme de sécurité qui justifie l'expression "de sécurité” pour le cylindre
S relativement a la fonction f : toute solution y de (3.11) sur la partie temporelle du cylindre
[to — €, to + €] passant par yo en to ne peut pas sortir de S sur [to — €, to + ¢] (elle reste en sécurité).

Remarque 3.2.10 Ce lemme de sécurité, comme on va le voir dans la preuve ci-dessous, peut
également s’écrire pour des cylindres de sécurité pour de la forme ST (to, yo, 4, 7) et des solu-
tions sur [to,to + ¢], ainsi que pour des cylindres de sécurité pour de la forme S~ (to,yo, ¢, )
et des solutions sur [tg — £, o).

Preuve. La fonction y est dérivable sur [ty — ¢, t9 + ¢], et elle est donc continue sur cet intervalle.
Puisque B(yo, [ est un ouvert contenant y(ty) = yo, I'ensemble y~! (B(yo,r[) est un ouvert de
[to — £,to + £] contenant ty. En particulier, il contient [to,to + ] pour un certain § €]0, £[.
Supposons par 'absurde qu’il existe ¢ € [tg,to + /] tel que y(f) € B(yo,r]. En particulier, on a
t €]ty + 6, to + £]. La partie

A=A{te[to,to+ 1 | y(t) € Blyo,r]},

est une partie de R non vide (elle contient #) minorée (par o). Elle admet donc une borne inférieure
t* € [to, to + ¢]. Puisque y([to, to + d]) C B(yo, [, on a également t* € [to + 9,1y + ¢]. Par définition
de t* et de A, on a de plus, pour t € [tg, t*[, ||y(t) — yo|| < r. Par continuité de la fonction y en t*,
on en déduit que |ly(t*) — yo|| < r. Ceci interdit le fait que t* = tg + £ (si t* = to + ¢, alors A est
vide). On a donc t* € [t + 6, %o + ¢[. La fonction y étant dérivable sur [tp,t*], on a par inégalité des
accroissements finis (CDI1),

ly(t*) —y(to)] < (" —to) sup ||y (1)
tefto,t*]
< (t"—to) sup |[f(ty())ll
t€[to,t*]
<t —to) sup £ y)ll
(t,y)Elto,t*]x B(yo,r]
< (" —to) sup ||f(t,y)ll
(t,y)es
(t* —to)
< =~ 7
<
<

en utilisant le fait que S est de sécurité pour , puis que t* — tg < £. On en déduit que
t* € y~1 (B(yo, r[). Or ce dernier ensemble est un ouvert de [ty — £,tg + £] et t* € [to + 6,tg + £[.
On en déduit qu'il existe t1 €]t.,to + £] tel que [t*,t1] C y~1(B(yo,7[). Ceci contredit le fait que
t* = inf A (car aucun élément de [t*,¢1] n’est dans A). On a finalement montré par I’absurde que
y([to, to + ) € B(yo, 7).
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On montre de maniere similaire que y([to — ¢, to]) C B(yo, r]. Ceci complete la preuve du lemme. B

En adaptant la preuve du lemme de sécurité on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.11 (de sécurité) Soit f une fonction définie sur le produit d’un intervalle J par
une partie Q de R et S = S(to,yo,¢,r) un cylindre de sécurité pour le probléme de Cauchy .
Soit y une fonction dérivable sur un intervalle D contenant tg, d valeurs dans €2, solution du
probleme de Cauchy . Alors la fonction y est a valeurs dans B(yo,r] sur l'intervalle D N[ty —
lto + ).

Preuve. Les intervalles J et D admettent ¢ty comme point commun, donc D N J est un intervalle
(qui contient tp). En adaptant la preuve du lemme , on montre que y est & valeurs dans B(yo, r|
sur tout segment de la forme [tg,typ + 0] C DN J (pour § > 0) et sur tout intervalle de la forme
[to — 0,to] C DN J (pour 6 > 0). Ceci démontre la conclusion du corollaire [ ]

Propriété 3.2.12 (existence de cylindres de sécurité) Soit f une fonction continue sur le
produit d’un intervalle ouvert J par un ouvert Q de R? a valeurs dans RY et (to,yo) € J x Q. 1
existe £ >0 et r > 0 tels que S(to, yo,?,r) est de sécurité pour le probléme de Cauchy (3.8)).

Preuve. Puisque J est ouvert et tg € J, il existe L > 0 tel que |tg — L,tg + L[C J. Puisque  est
ouvert et yo € €, il existe R > 0 tel que B(yo, R[C Q. Posons S = S(to, yo, L/2, R/2), et observons
que S C J x Q. Puisque la fonction f est continue sur J x €, elle est continue sur S. Puisque S
est compact, la fonction f est bornée sur S. Il existe donc M > 0 tel que pour tout (t,y) € S,
|f(t,y)|| < M. Posant ¢ = min(L/2, R/(2M)), il vient que le cylindre S = S(to, yo,¢, R/2) est de
sécurité pour le probleme de Cauchy . En effet, ona S € S C J x Q et de plus

R
vity)e S, Iftyl =M<
car { < R/(2M) (c’est une redite de la proposition [3.2.7)). |

3.2.3 Champs de vecteurs localement lipschitziens en espace

Définition 3.2.13 Soit f une fonction définie sur le produit d’un intervalle J de R par un ouvert
Q de R? a valeurs dans RY. Soit I C J un intervalle de R et X C Q une partie de Q. On dit que la
fonction f est lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable (ou encore 'lipschitzienne
en espace’) sur I x X s’il existe M > 0 tel que

Vtel, VgzeX,  |f(ty)— 62 < Mly— 2.

Définition 3.2.14 Soit f une fonction définie sur le produit d’un intervalle J de R par un ouvert
Q de R a4 valeurs dans RY. On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a sa
deuxiéme variable (parfois "localement lipschitzienne en espace’) sur J x  lorsque pour
tout (to,y0) € J x Q, il existe M >0, 0 >0 et r > 0 tels que B(yp,r] C Q et

Vie JN[to—6,to+0], Vy,z€Blyo,rl,  If(ty) = f(E2)] < Mly— 2.

Autrement dit, la fonction f est localement lipschitzienne en espace sur J X § lorsque tout point
(to,yo) € J x 2 est inclus dans un certain (J N [ty — 0,t0 + d]) x B(yo, ]| (pour un certain r > 0 et
un certain 0 > 0) sur lequel elle est lipschitzienne par rapport d sa seconde variable.
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Une derniére maniére équivalente de dire que la fonction f est localement lipschitzienne par
rapport a sa seconde variable sur J x Q est de dire que tout point de J x € posséde un voisinage
(pour la topologie induite sur cette partie par celle de R de) sur lequel la fonction est lipschitzienne
par rapport a sa seconde variable.

Lemme 3.2.15 Soit yo € R, > 0, y € B(yo, r[ et u € R4\ {0}. Définissons la fonction
(R — R4
i\t s yatu

L’ensemble ¢~ (B(yo, r[) est un intervalle ouvert borné contenant 0.

Preuve. La fonction ¢ étant continue sur R et I’ensemble B(yo, r[ étant un ouvert de R?, 'ensemble

¢ (B(yo,7[) est un ouvert de R?. Le fait qu’il contient 0 traduit le fait que ¢(0) = y et que

y € B(yp,r[ par hypotheése. Le fait qu’il est borné vient du fait que, puisque u # Opa, on a

llo(D)]| ‘ |—> +oo (alors que B(yo, r[ est borné). Enfin, montrons que cet ensemble est un intervalle.
oo

Soit t1,t2 € ¢ 1 (B(yo,r[). Ceci signifie que ||o(t1) — yoll < 7 et ||o(t2) — yol| < . Soit A € [0, 1].
Observons que
oM + (1= N)t1) —moll = lly + (M2 + (1 = A)tr)u — yol
[A (y + tou —yo) + (1 = A) (y + tru — o) ||
Aly + tou — yoll + (1 = M) ly — tru — yo|
Alle(t2) = woll + (1 = M)l (1) — woll,

et l'on conclut que p(Ma + (1 — A)t1) € B(yo,r|[ car le dernier majorant ci-dessus est toujours
strictement plus petit que 7. Ceci montre que [t1,ts] C ¢ 1(B(yo,7]), et I'on conclut ainsi que
0 Y(B(yo, r[) est un intervalle. ]

<
<

Propriété 3.2.16 Soit f une fonction définie sur le produit d’un intervalle non trivial J de R par
un ouvert Q de R? a valeurs dans R%. Cette fonction est localement lipschitzienne en espace sur
J x Q si et seulement si elle est lipschitzienne par rapport a sa seconde variable sur tout cylindre
en espace-temps inclus dans J x €.

Preuve. Dans le sens direct, supposons la fonction f localement lipschitzienne en espace sur J x 2.
Soit S un cylindre en espace temps inclus dans J x Q. On peut I’écrire [a, b] X B(yo, 7] pour certains
a<b,r>0etyy e Soit (t,y) € S. Puisque la fonction f est localement lipschitzienne sur J x 2,
en utilisant la définition [3.2.14} il existe 6;, > 0, r¢,y > 0 et My, > 0 tels que B(y,r,| C Q et

Vs € [a,b] N[t = 0ry,t + 0yl Vyr,u2 € Blysregl, I (s,01) = fs,92) | < Meyllyr — g2l
En particulier, on a

S =la,b] x B(yo,r] C U (Jt = ¢y, t + 0y [XB(y, rey[) -
(t,y)es

Puisque S est compact dans R x R? (il est non-vide par définition des cylindres), on peut extraire un
sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert ci-dessus par la propriété de Borel-Lebesgue (voir
la, définition [1.1.29). Ainsi, il existe N € N* et ¢1,...,tx € [a,b], y1,...,yn € B(yo,r] tels que

S = [a7 b] X B(y07 Ir] C TLE{lL,J,N} (]tn - 5tn7yn7tn + 6tn7yn|:><B(yn7 Ttnvyn D . (312)

146



On peut ainsi définir le nombre réel strictement positif.

M= M, ., . 3.13
pemax My, (3.13)

Nous allons montrer que M est une constante de Lipschitz en la seconde variable pour la fonction
f sur S, c’est-a-dire que

Vit € [a7b]7 v'21722 € B(y07r]7 Hf(ta Zl) - f(tv ZQ)H S M”zl - 22” (314)

Fixons donc t € [a,b] et 21,22 € B(yo,r]. Si 21 = 22, alors I'inégalité voulue est évidente.
Supposons donc z; # z9. Puisque (¢,z1) € S, on a par qu’il existe ny € {1,---, N} tel que
(t,21) €ltny = Ot yn, sty + Otn yn, [X[B(Yny» Tty yn, [- Considérant la fonction ¢ définie pour s € R
par ¢(s) = z1 + s(z2 — 21), il vient par le lemme que 90_1(B(ym,rtm’ynl [) est un intervalle
ouvert borné contenant 0. Notons s1 = sup @' (B(Yny, 't,, ya, |)- Ona0 < s1 < +00. Sis; > 1, alors
par continuité de ¢, on a ¢([0,1]) C B(Yn,,7t,, y,, |- En particulier, o(1) = 20 € B(Yny, 1, 1y, |-
Ainsi, on a
1f(t21) = f(E 22)l| < My, 21 = 22| < M|z1 = 2o,

et l'inégalité annoncée (3.14) est vérifiée dans ce cas. Dans le cas contraire (s; < 1), on a pour
s €ls1,1], p(s) & B(Yny»Ttn, m,) (Par le lemme [3.2.15)), et donc (¢,¢(s)) €ltn, — Ot,, yn,stny +
Otny ymy (X B(Unys Tty ya, [- Par ailleurs, en utilisant la continuité de ¢ en sy, [[p(s1) = yn, || = 74, yn, -
On peut alors recommencer. Utilisant & nouveau (3.12)), il existe ny € {1,--- N} \ {n1} tel que
(t,0(51)) €ltny =0ty yny > tra 0ty yny [XBUnas Tty ym, |- Par le lemme3.2.15| ensemble 9 (B(Yny, T4, iy, |)
est un intervalle ouvert borné contenant s; et I'on peut poser so = sup ¢~ (B(yn,, Tty ting 1), PUIS

distinguer suivant que so > 1 ou s < 1. Puisque N est fini, et puisque la suite nq,n9o,... ne se
répete pas (grace au lemme [3.2.15)), il existe p > 1 tel que s, > 1. Posant sy = 0, il vient
p—1
1t (1) = Ft )] < Nf(E @) = (& @lsp-))l + D I1F(E (k) = f(E, @(sk-1))]
k=1
p—1
< My, 10(1) = @(sp-0)| + D M,y l0(55) = (11|
k=1
p—1
< Mlp(1) = @(sp-1)l + M D lo(sk) = lsi-1)ll,
k=1

en utilisant la définition (3.13)) de M. Puisque les points ¢(0), p(s1),- .., (1) sont alignés, il vient
que

p—1
I = 22l = ll(1) = @) = (1) = @(sp-1)ll + X le(s) = @(sp-1)ll-
k=1

On en déduit que
[£(t, (1)) = f(E,0(0)]| < Ml|z1 — 22|

Ceci acheve la preuve de (3.14]) et de I'implication dans le sens direct de la propriété. Dans le sens
réciproque, la propriété est évidente (on utilise le fait que Uintervalle J est non trivial). Ainsi, la
propriété est démontrée. [ |

Remarque 3.2.17 Dans la preuve précédente, la suite si,...,s, dépend de t, z1 et zo, mais pas
la constante M dans la majoration finale : celle-ci ne dépend que de S et de la fonction f.
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Propriété 3.2.18 Soit J C R un intervalle ouvert et Q C R? un ouvert. On se donne une fonction
f de J x Q dans R%, que Uon suppose continue sur J x Q et admettant en tout point de J x §
des dérivées partielles par rapport a chacune des variables d’espace, de telle sorte que pour tout
i€ {l,---,d} la fonction (t,y) — %(t,y) est continue sur J x Q (d valeurs dans R?). Sous ces
hypothéses, la fonction f est localement lipschitzienne en espace sur J x €.

Preuve. Si J est vide, il n’y a rien a démontrer. Si J est réduit & un point, on adapte facilement
la preuve qui va suivre en travaillant sur des boules fermées incluses dans Qﬂ Sinon, l'intervalle
J est non trivial. Utilisant le résultat de la propriété [3.2.16| il nous suffit de montrer que f est
lipschitzienne en espace sur tout cylinde de sécurité inclus dans J x Q. Fixons donc (tg,yo) € J x Q,
r, 0 > 0 tels que S(tog,yo,¢,7) C J x Q. Fixons t € [ty — ¢, to + £], les hypotheéses sur f impliquent
que la fonction y + f(t,y) est une fonction de classe C' sur l'ouvert Q. Notons fi,..., fq les
composantes de f (qui sont donc des fonctions de J x Q dans R). Fixons (y1,y2) € B(yo,r]. Pour
tout k € {1,...,d}, la fonction

([0,1] — R
T\s v fultisyr+ (1 —s)m))”

qui est de classe C! sur le segment [0, 1] par composition et par convexité de B(yo,r]. Le théoréme
fondamental de I’analyse assure alors que gx(1) — gx(0) = fol g5, (s)ds. Ceci s’écrit encore

fe(t,y2) — fu(t,y1) = /01<ka(757%2 + (1 = 8)y1),y2 — y1)ds. (3.15)

Puisque pour tout (k,7) € {1,...,d}?, I'application (t,y) — g—’;’?’(t,y) est continue sur le compact
S(to,yo0, 4, 1) C J x Q, il existe M > 0 tel que

ofp
0y;

\V/(p,l) € {]-a s 7d}2’ \V/(S,y) € S(t(]ay[)a[a T)v (Say)’ < M.

Ceci implique que
Vp e {1,...,d}, Y(s,y) € S(to,y0,67), |Vi(sy)| < MVd.
Utilisant et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
| fr(ty2) = fie(t,yn)| < MVd|lyz — ).
Ceci valant pour tout k € {1,...,d}, il vient

1f(t,y2) — f(t,y0)|l < Md[y2 — y1]-

Ceci valant pour tout t € [tg — £, tg + ] et tout (y1,y2) € B(yo,r], il vient que f est lipschitzienne
en espace sur S(tg, yo, ¥, ). Ceci valant pour tout cylindre en espace-temps inclus dans J x €, la
propriété [3.2.16] assure que f est localement lipschitzienne en espace sur J x €. [ |

Corollaire 3.2.19 Soit J C R un intervalle ouvert, @ C R? un ouvert et f € C*(J x Q,R%). La
fonction f est localement lipschitzienne en espace sur J x €.

Preuve. Il suffit de se rendre compte que les hypotheses de ce corollaire assurent que celles de la
propriété [3.2.18| sont vérifiées. La conclusion suit. |

2. Si J = {to}, il suffit de montrer que y — f(to,y) est lipschitzienne en espace sur toute boule fermée incluse
dans €.
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Remarque 3.2.20 Dans le cas ot f est autonome, il suffit que f soit de classe C' sur ouvert Q
pour que f soit localement lipschitzienne sur 2.

3.2.4 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz local

Théoréme 3.2.21 (de Cauchy-Lipschitz local) Soit J un intervalle ouvert de R, @ un ouvert
de R?, et f un champ de vecteurs de J x Q dans R%, qui est continu sur J x Q et localement
lipschitzien en espace sur J x Q. Pour tout (to,yo) € J X Q, et tous r,£ > 0 tels que S(to,yo,l,r) C
J x Q est de sécuritéﬂ POUT , il existe une fonction y de classe C* sur [tg — £,to + €] a valeurs
dans B(yo,r] C Q solution du probléme de Cauchy . De plus, toute autre solution z du probleme
de Cauchy sur un intervalle D contenant ty vérifie

Vtefto—Oto+0ND,  z(t) = y(t).

Preuve. Fixons (tg,y0) € J x Q et r,£ > 0 comme dans les hypotheéses. Notons I le segment
[to—/, to+/]. Commengons par prouver 'existence d’une telle fonction y en construisant un opérateur
T laissant stable une partie non vide et compléte de 'espace de Banach C°(I,R%) (muni de la norme
infinie sur I), dont une puissance est contractante et dont tout point fixe est solution du probléme
de Cauchy . Pour cela, notons

A={yeC’(LRY) | Vtel |lyt) -yl <r}.

Observons que la partie A de C(1,R?) est non vide (elle contient la fonction constante égale & yq).
Elle est de plus fermée donc compléte dans I'espace de Banach C%(I, Rd). Pour y € A, définissons

la fonction
I — R
T : .
@) (t — o+ Ji, f(&y(S))dS)

Observons que, puisque y € A, cette fonction prend ses valeurs dans B(yg,r| C €. Puisque par
ailleurs I C J, il vient que la fonction s — f(s,y(s)) est bien définie sur I. Elle est de plus continue
sur I par composition, puisque la fonction f est continue sur J x € par hypotheése. On en déduit
que la fonction T'(y) est bien définie sur I. Elle est méme de classe C! sur I par la propriété
En particulier, c’est une fonction continue sur I. De plus, pour tout ¢t € I, on a

Hﬂ@@%wﬂ=”£f@ﬂ@ﬂs

car S est de sécurité pour . Ainsi, T'(y) € A. On en déduit que T est une application de A
dans A.

Puisque f est localement lipschitzienne en espace sur J x €2, et puisque S(to, yo, ¢, ) est un cylindre
en espace-temps inclus dans J x ), la fonction f est lipschitzienne en espace sur S(to, yo, ¢, r) par
la propritété [3.2.16] Ainsi, il existe M > 0 tel que

Vtel, Vz,z € B(yo,r], |f(t,z1) — f(t,z1)|| < M||z1 — 22]|. (3.16)

max(to,t)
< [y s < = tol s < Al < 7

min(to,t)

Montrons par récurrence que

MP|t

— talP
VpeN, VynypeA, Vviel,  [[TP(y)(t) - T (y2) (@) < ol o ly1 = y2lloo,r-

3. A (to,yo) fixés, un tel couple r, £ > 0 existe par la propriété[3.2.12
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L’initialisation (p = 0) est triviale. Pour montrer ’hérédité, supposons la propriété vraie pour un
certain p € N et montrons qu’elle est vraie également pour p 4+ 1. Considérons y1,y2 € A et t € I.
Observons que

[t -1 ] = | [ ) = s ) s

0

max(t,to)
</ 1£(5, T2(n)(5)) — F(5, T(32)(5))]| ds

min(t,to)

max(t,to)
< [T () - T () ()]

min(t,to)

en utilisant (3.16]). Utilisant ’hypotheése de récurrence, on obtient que

max(t,to) MP|s — to p
[t~ ]| < w0 gy
min(t,to) p: ’
Mp+1|t — t0|p+1
(p+ 1)| Hyl - y2Hoo,I :
Ceci prouve I’hérédité de la propriété. Cette propriété implique en particulier que
MPeP
VpeN, Vy,y2 €A, | TP(y1) = TP(y2)lloc,s < p 191 — y2lloc,1-

Choisissant pg € N suffisamment grand pour avoir (M/?)P°/(pe!) < 1, il vient que TP est une
contraction de A dans A. Par le corollaire [3:2.2] il vient que 7" admet un unique point fixe y € A.
En particulier, il existe y € A tel que

Vel T =w+ [ fsu)ds =),

Par la propriété [3.1.18] il vient que y est de classe C! sur I (elle est dans A donc & valeurs dans
B(yo,r]) et est une solution de (3.8) sur I. Ceci acheve la preuve de I'existence.

Pour 'unicité, considérons une solution z de sur un intervalle D C J contenant ty. Montrons
que la fonction z coincide avec y sur tout segment de la forme [ty — J,tp] inclus dans D N [ et sur
tout segment de la forme [to,to + 0] inclus dans D N I. Pour cela, considérons un segment de la
forme [to, to + ¢] inclus dans D N T (le cas [ty — I, to] se traite de maniére similaire). En utilisant le
corollaire du lemme la fonction z, restreinte & [to,to + 0], est & valeurs dans B(yo, 7).
Considérons la partie

As={u e CO([to,to + (5],Rd) | Vt € [to,to + 9], ||Ju(t) —yol < r}.

La restriction de y, construite ci-dessus, a [to, %o + 0] est un élément de As. Par les arguments
précédents, la restriction de z & [tg, tg + d] est également un élément de As. De plus, Popérateur T

défini pour u € Ag par
to,to +9] — R¢
Ts(u) : | } t ds |’
t Yo+ [y, f(s,u(s))ds
admet un unique point fixe dans As en adaptant I’analyse précédente. Puisque les restrictions de y
et z a [to, top + 0] sont solution du probléme de Cauchy (3.8)) sur [to,to + J], chacune d’elle est fixe

par Ty en utilisant la propriété [3.1.18 On en déduit que ces restrictions sont égales sur [tg, to + J].
Ceci valant pour tout intervalle de la forme [tg,ty + d] inclus dans D NI (et pour tout intervalle
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de la forme [tg — 0, 1] inclus dans D N I en adaptant un peu ce qui précede), il vient que z et y
coincident sur tout l'intervalle DN I. Ceci montre I'unicité locale pour le probleme de Cauchy (3.8]).
|

Propriété 3.2.22 (régularité du champ de vecteur implique régularité des solutions) Soit
EeN. Sif:JxQ— R de classe C* sur J x Q, alors toute solution de l’équation différentielle

y'(t) = f(ty(t), (3.17)

sur un intervalle I C J est de classe C*T1 sur I.

Preuve. On montre par récurrence sur p € {0,--- ,k} que y est de classe CP*! sur I.

Pour l'initialisation, constatons que, puisque t — y(t) est dérivable sur I, elle est continue sur I.
Ainsi, t — (t,y(t)) est continue sur I & valeurs dans .J x . Puisque f est de classe C* sur J x €,
elle est continue sur J x §2. Par composition, il vient que ¢ — f(¢,y(t)) est continue sur /. Utilisant
, il vient que 3 est continue sur I. Par suite, y est de classe C! sur I.

Pour I'hérédité, supposons que y est de classe CP sur I pour un certain p € {1,...,k}. Alors la
fonction t + (t,y(t)) est de classe CP sur I, & valeurs dans J x Q. Puisque f est de classe C¥ sur
J xQ, elle est de classe CP sur J x Q. Par composition, ¢t — f(¢,y(t)) est de classe CP sur I. Utilisant
, il vient que 3 est de classe CP sur I. Par suite, y est de classe CP*! sur I. [ |

3.3 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz global

3.3.1 Motivation

Soit f un champ de vecteur défini sur le produit d’un intervalle ouvert J de R par un ouvert €2 de
R?, que I’on suppose continu sur J x , et localement lipschitzien en espace sur J x €, de sorte qu'il
vérifie les hypothéses du théoreme de Cauchy-Lipschitz local Soit (tg,yo) € J x € une donnée
de Cauchy. Par la propriété on sait qu’il existe r, £ > 0 tel que S(to,yo, ¢, ) est de sécurité
pour . Par le théoreme on sait qu’il existe une unique fonction y; : [to — ¢, to + ¢] —
B(yo, r] solution de sur [to — ¢, to + ¢]. En particulier, on a (to + ¢, y1(to +¢)) € J x Q, et 'on
peut considérer le probleme de Cauchy

y't) = flty®)
{y(t0+€) = yi(to+10),

Par les mémes arguments que précédemment, celui-ci admet une solution ya sur un certain [to +
¢ — 4 tg+ £+ ¢]. La fonction

[to— Lito+ 0+ —> Q
E yi(t)sit<to+7¢ |,
t — {yg(t) sito+ 0 <t

est alors une fonction continue sur [to—¥, to+¢-+{], dérivable sur [to—¢, to+£] et sur [to+4, to+L+4],
avec les demi-dérivées a droite et a gauche en tg+ ¢ qui coincident. En particulier, elle est dérivable
en tg + £ et y vérifie '’équation différentielle. C’est donc également une solution du probléme de
Cauchy initial, qui prolonge y;.

Le but de cette section [3.3] est de décrire les limites de cette possibilité de prolongement de
solutions locales d’un probléeme de Cauchy.
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3.3.2 Exemples

Exercice 3.3.1 Pour J =R et Q =|0,4+o00[ (d = 1), on considére I’équation différentielle

y/(t) = —3sin(t) (y(1)) . (3.18)

1. Ecrire le champ de vecteurs f associé a U'équation différentielle (3.18) et montrer qu’il vérifie
les hypotheéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz local|3.2.21].

2. Déterminer une solution de l’équation différentielle (3.18) pour la donnée de Cauchy (to,yo) =
(7/2,1/8) sur R.

3. Déterminer une solution de l’équation différentielle (3.18) pour la donnée de Cauchy (to, yo) =
(7/2,8) sur|n/3,5m/3[. Déterminer la limite de la solution aux bords de cet intervalle.

Exercice 3.3.2 Pour J =|0,+oo[ et Q@ =R, on considére I’équation différentielle

1 1
/ .
t)=—=s — . 3.19
y(©) = sin ;) (3.19)
1. Ecrire le champ de vecteurs f associé a Uéquation différentielle (3.19) et montrer qu’il vérifie

les hypotheéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz local[3.2.21. On remarquera que, lorsque f

ne dépend pas de y, il s’agit d’un probleme de calcul de primitives, et I’hypothése de caractére

localement lipschitzien en espace de f est trivialement vérifiée.

2. Déterminer une solution de l’équation différentielle pour la donnée de Cauchy (to,yo) =
(5=, 1) sur Uintervalle ]0, +00[.

3. Montrer que cette solution n’admet pas de limite finie en 0%. Déterminer la limite de cette
solution en +o0.

3.3.3 Bouts droits et gauches

On rappelle maintenant quelques notions de topologie qui seront utiles pour étudier le compor-
tement des solutions maximales (qui seront définies en section [3.3.4) aux bords de leur intervalle
de définition.

Définition 3.3.3 Soit (X, d) un espace métriqgue, A C X et x € X. On dit que x est adhérent a
A lorsque
Ve >0, B(z,e[NA # 0.

On dit que  est un point d’accumulation de A lorsque
Ve > 0, (B(x,e[\{z}) N A #0.

Un point adhérent a A qui n’est pas un point d’accumulation de A est (nécessairement dans A et)
dit point isolé (de A).

On peut traduire ces définitions en termes de suites.

Propriété 3.3.4 Soit (X,d) un espace métrique, A C X et x € A.
Le point x est adhérent a la partie A si et seulement s’il est limite d’une suite de points de A.
Le point x est une point d’accumulation de la partie A si et seulement s’il est limite d’une suite
injective de points de A.
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Exemple 3.3.5 Considérons X = R muni de la distance induite par la valeur absolue. Considérons
la partie A= (QnN0,2]) U{—1}.
— Le point 0 est un point de A, adhérent a A, d’accumulation de A.
— Le point /2 est un point hors de A, adhérent & A, d’accumulation de A.
— Le point —1 est un point de A, adhérent a A, mais qui n’est pas un point d’accumulation de
A : c’est donc un point isolé de A.

Définition 3.3.6 Soient X et Y deux ensembles et f une fonction de X dans Y. On appelle
graphe de la fonction f la partie Gr(f) de X x Y définie par

Gr(f) ={(z, f(x)) | v € X}.

Définition 3.3.7 Soit I =]a, 8] un intervalle ouvert (avec —oco < a < f < +00), et y une
application de I dans RY. On considére le graphe Gr(y) comme une partie de espace métrique
R x RZ. On appelle bout gauche de y tout point d’accumulation de Gr(y) dans R x R? de la
forme (v, 2) (ot z € RY) ; remarquer que —oo < o dans ce cas. De méme, on appelle bout droit
de y tout point d’accumulation de Gr(y) dans R x R? de la forme (B,2) (ot z € RY); remarquer
que B < +o0o dans ce cas.

Exercice 3.3.8 Déterminer les (éventuels) bouts droits et gauches des trois solutions calculées aux
exercices de la section[3.3.2

3.3.4 Solutions maximales

Dans cette section, & nouveau, J est un intervalle ouvert de R, € est un ouvert de R? et f est
une application de J x  dans RZ. On note (¢, y0) € J x Q une donnée de Cauchy.

Définition 3.3.9 Soit y; une solution du probléeme de Cauchy sur un intervalle Iy contenant
to, et y2 une solution du probléeme de Cauchy sur un intervalle Iy contenant tg. On dit que yo
est une sur-solution de y; (sous entendu comme solution du probléme de Cauchy (3.8)), ou de
maniére équivalente que y; est une sous-solution de y, lorsque, d’une part, Iy C Iy et d’autre
part

vt e I, y1(t) = ya(t).

Remarque 3.3.10 Notons que, siy est une solution du probléme de Cauchy (3.8)), alors c’est une
sur-solution (et également une sous-solution) d’elle-méme.

Définition 3.3.11 Une solution y du probléme de Cauchy (3.8|) sur l’intervalle I contenant ty est
dite maximale si sa seule sur-solution est elle-méme. Autrement dit, la solution y est maximale

lorsque, quelle que soit la sur-solution § de y sur un intervalle I contenant tg, on a I C I (et donc
I=1)etj=y.

3.3.5 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz global

Théoréme 3.3.12 (de Cauchy-Lipschitz global) Soit J un intervalle ouvert de R, Q@ un ouvert
de R, et f un champ de vecteurs de J x Q dans RY, qui est continu sur J x Q et localement
lipschitzien en espace sur J x 2. Pour tout (to,yo) € J x Q, il existe une unique solution maximale
au probléme de Cauchy . Celle-ci est définie (et solution) sur un intervalle ouvert I inclus
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dans J et contenant ty. De plus, ses bouts droits et gaucheslﬂ sont des éléments du bord O(J x Q)
de J x Q.

Preuve. Partie 1 : existence d’une solution maximale

Considérons I’ensemble Z des intervalles non triviaux inclus dans J sur lesquels il existe une solution
au probleme de Cauchy . Notons Nj I'ensemble des extrémités gauches de ces intervalles et Ny
I’ensemble de leurs extrémités droites. Par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz local (propriété
d’existence locale), il existe ¢ > 0 tel que [to— ¥, to+¥¢] € Z. En particulier, to—¢ € Ny et to+£ € N.
Les ensembles N7 et No sont des parties de R non vides. On peut donc poser

a = inf Ny et B = sup Ns. (3.20)

Puisque « est limite d’une suite décroissante d’éléments de J et § est limite d’une suite croissante
d’éléments de J, et puisque J est un intervalle, on a

Ja, B[C J.
De plus, on a par construction o < tg— € < t, et tg <tg+ £ < 3, et donc
a <ty <p.

Nous allons construire une solution de sur ]a, B[ et nous montrerons ensuite qu’elle est maxi-
male. Nous indiquons maintenant comment on la définit sur [tg, 5[ (la construction sur ]a,to] est
similaire, et laissée en exercice). Pour cela, fixons ¢ €]tg, 3]. Considérons deux solutions y; et yo de
(3.8) respectivement sur I; et Is, ou I; et Iy sont des intervalles contenant g et ¢ (ils contiennent
donc chacun le segment [tg, t]). Montrons que y; et ys coincident sur [tg, t]. Pour cela, introduisons
la partie

A = {s € [to,t] | y1 = ya sur [to,s]}. (3.21)

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz local|3.2.21|assure que A contient un certain tg+¢ (par la propriété
d’unicité locale) pour un certain ¢ > 0. En particulier, I’ensemble A est une partie de R non vide.
L’ensemble A est de plus majoré par t. On peut donc poser 7 = sup A et observer que

to<to+0<t<t (3.22)

Montrons maintenant que 7 € A. Pour cela, observons que, pour tout € €]0, [, 7 — & n’est pas un
majorant de A, et donc il existe s. €|7 — e, 7] tel que s. € A. Faisant tendre ¢ vers 0, il vient que
se tend vers 7. De plus, le fait que y; et y2 coincident sur [tg, s:] pour tout e implique que y; et yo
coincident sur [to, 7[. Les fonctions y; et yo étant continues sur [to, ], elles sont continues en 7 (car
T € [to,t] par (3-22))). Le fait que pour tout & €]0, ¢[, y1(s:) = y2(s-) assure par passage a la limite
que y1(7) = y2(7). Ainsi, y; et y2 coincident sur [tg, 7] et donc 7 € A.

Montrons maintenant que 7 = ¢. Utilisant et raisonnant par 'absurde, supposons que 7 < t.
On peut alors considérer la donnée de Cauchy (7,y1(7)) = (7,y2(7)) pour I’équation différentielle
y'(t) = f(t,y(t)). L’unicité locale du théoréeme de Cauchy-Lipschitz local assure que yj et yo
coincident sur un certain [7,7 + ] pour un certain ¢ > 0, que l'on peut choisir suffisamment petit
pour que 7 4 ¢ < t. Puisqu’elles coincent sur [to, 7], elles coincident sur [tg, T 4 6], et ceci contredit
la définiton de 7 comme la borne supérieure de la partie A définie en . Ceci démontre (par
labsurde) que 7 = t. On en déduit que y; et yo coincident sur [t, t] tout entier.

4. Attention, le théoreme n’affirme pas que la solution maximale du probléeme de Cauchy admet des bouts, mais
que, si elle en a, ceux-ci sont dans 9(J x Q).
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Par un raisonnement similaire laissé en exercice, on montre que pour tout t €]3, %], si y1 et y2
sont deux solutions de sur des intervalles respectifs I; et Iy contenant (¢y et) ¢, alors elles
coincident sur [t, to].

Ceci permet de définir I’application

Y:<]a,5[ — Q)

t o yt)

ou pour tout t €|, B[, y(t) est la valeur a l'instant ¢ de n’importe quelle solution y de sur
un intervalle contenant [to, t] si ¢ > to, ou contenant [t, ] si ¢ < ty9. D’une part, une telle solution y
existe par définition de « et 5 en , et d’autre part, la valeur de y a l'instant ¢ ne dépend pas
de la solution y considérée par le raisonnement précédent. Il est de plus facile de vérifier que Y est
bien une solution du probléme de Cauchy sur |a, A[. Justifions maintenant que cette solution
est maximale. Pour cela, supposons qu’il existe une sur-solution stricte Y de Y. En particulier,
cette solution est définie en 5 ou en a.. Supposons qu’elle l'est en 5 (le cas « se traite de la méme
maniére) Alors 8 € J et l'on peut appliquer de nouveau le théoréme de Cauchy-Lipschitz local
avec la donnée initiale (8, Y (8)) pour prolonger (si besom) Y sur un certain 8, 8 + /] pour
un certain ¢ > 0. Ceci contredit alors la définition de 8 en . On en déduit que Y est bien une
solution maximale du probléeme de Cauchy .

Partie 2 : unicité de la solution maximale On conserve la solution maximale Y du probléme de
Cauchy . ) définie a la partie 1 de la preuve. Considérons une autre solution maximale ¥ du
probleme de Cauchy (3.8) sur un intervalle I C J d’extrémité gauche & < tg et d’extrémité droite
B> tol Utilisant la deﬁnltlon de o et B en , il vient que

a<da et B < B. (3.23)

De plus, par définition de Y, les fonctions Y et Y coincident sur |a B [. Si @ < @, alors on peut, &
'aide de Y, construire une sursolution stricte de Y et ceci est impossible car Y est maximale. Donc
o = @&. On obtient de la méme maniére que 3 = 3. On en déduit que Ja, 3[C I. Par maximalité
de Y cette fois, il n’est pas possible que Ja, B[ soit strictement inclus dans [ [. On en déduit que
I =)@, B[. Ainsi, on a Ja, B[= I et Y = Y. Ceci démontre 1'unicité de la solution maximale de
Partie 3 : le théoreme des bouts Notons toujours Y la solution maximale du probleme de Cauchy
(3-8), sur I'intervalle o, B[C J. Soit (B, Y™) un bout droit de Y (la preuve est similaire pour un bout
gauche, et laissée en exercice). Il est clair que (8,Y™*) € J x Q car c’est un bout droit. Supposons
par l'absurde que (8,Y”*) € J x . Par la propriété il existe fo > 0 et rg > 0 tels que
S =8(8,Y* Ly, 1) est de sécurité pour le probleme de Cauchy formé par 1’équation différentielle
y'(t) = f(t,y(t)) et la donnée de Cauchy (3,Y™). Puisque (3,Y™*) est un bout droit de Y, il existe
une suite (t,)nen €]a, B[ telle que

(tas Y (1)) — (B.Y).
En particulier, il existe ng € N tel que (¢, Y (tn,)) € S(8,Y™*,£o/4,79/4). Observons que le cylindre
S" = S(tny, Y (tng), Lo/2,70/2) est inclus dans S, de sorte que || f]loo,5' < || flloo,s- Puisque S est de
sécurité, on a o] f|loo,s < 70. Ceci implique que
To
Hf”ooS < ”f”ooS <9

et ainsi, S’ est de sécurité pour le probleme de Cauchy avec la donnée initiale (tn,,Y (t,,)). En

5. dont on ne sait pas a priori si elles appartiennent ou non & Iintervalle T
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particulier, par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz local [3.2:21] il existe une solution & ce pro-
bleme de Cauchy sur [t,,,tn, + fo/2]. Cette solution permet de prolonger Y en une solution sur
la, BlU[tngs tng +00/2]. Or 0 < B —tn, < €o/4, et donc ty, +Lo/2 > B+Lo/2 —lo/4 = B+ Lo/4 > .
Ceci contredit la maximalité de Y. On en déduit que le bout (3,Y*) ¢ J x Q. Ceci assure que
(8, Y*) e J x Q\ J x Q. Rappelons que J x § est ouvert comme produit d’un intervalle ouvert de
R par un ouvert de R%. Ainsi, (J x Q) = J x Q\ J x Q, et finalement (3,Y*) € 9(J x Q). On
montre de méme (et en exercice) que tout bout gauche d’une solution maximale est dans 9(J x ).
Ceci acheéve la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz global [ |

Remarque 3.3.13 Les hypotheses sur Uintervalle de temps I, l’espace des phases ), le champ
de vecteurs f et la donnée de Cauchy (to,yo) sont exactement les mémes dans le théoréme de
Cauchy-Lipschitz local et dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz global [3.53.13

Remarque 3.3.14 On peut supposer que J est un intervalle de R (sans qu’il soit nécessairement
ouvert) et conserver les autres hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz global|3.3.12 pour avoir
la conclusion suivante : pour tout (tg,yo) € J x Q, le probléme de Cauchy admet une unique
solution mazimale sur J. Celle-ci est définie sur un intervalle I (contenant to) ouvert de J (c’est-
da-dire que I est la trace sur J d’un intervalle ouvert de R). De plus, ses bouts, droits et gauches (si
elle en a), sont dans O(J x Q). Ceci permet de traiter des problémes de Cauchy comme celui-associé

au champ de vecteurs
F R*xR — R
\ Ly — )

et a la donnée initiale y(0) = 1 (i.e. J = [0,+00[, @ = R et (to,y0) = (0,1)). On ne présentera
toutefois pas cette généralisation dans le cours.

3.3.6 Solutions globales et lemme de sortie de tout compact

Dans cette section, & nouveau, J est un intervalle ouvert de R, € est un ouvert de R? et f est
une application de J x Q dans RZ. On note (t,y0) € J x Q une donnée de Cauchy.

Définition 3.3.15 Une solution y du probléme de Cauchy (3.8) est dite globale lorsqu’elle est
définie (et solution) sur J tout entier.

Remarque 3.3.16 Une solution globale du probléme de Cauchy (3.8) est necessairement maxi-
male. En revanche, une solution mazimale n’est pas nécessairement globale (voir par exemple l’exer-

cice .

L’objet du lemme suivant est de décrire le comportement asymptotique en temps d’une solution
maximale d’un probléme de Cauchy (3.8|) qui n’est pas globale, sous les hypothéses des théorémes
de Cauchy-Lipschitz.

Lemme 3.3.17 (de sortie de tout compact) Placons-nous sous les hypothéses (et utilisons les
notations) du théoréeme de Cauchy-Lipschitz local (ou sous celles du théoréme de Cauchy-
Lipschitz global qui sont identiques). Notons J =|a, b[ l'intervalle de temps ouvert interve-
nant dans la définition du champ de vecteurs f, avec —oco < a < b < 4o00. Désignons par y la
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solution maximale du probléme de Cauchy associée a la donnée de Cauchy (to,y0) € J x .
Notons |a, B[Cla, b lVintervalle ouvert (contenant to) sur lequel cette solution mazimale est définie.

D’une part, si B < b, alors la solution mazximale sort de tout compact en temps fini. C’est-d-dire
que, pour tout compact K C Q, il existe € €]0, 5 — a] tel que

vtelp—e Bl y(t) ¢ K.

D’autre part, si a < «, alors pour tout compact K C Q, il existe € €]0, 8 — «af tel que
Vt €la, o+ €], y(t) ¢ K.

Preuve. Placons-nous dans le cas ou 5 < b (le cas a < « se traite de maniere similaire et est laissé
en exercice). Supposons par 1’absurde qu’il existe un compact K C € tel que pour tout € €]0, f—«f,
il existe t €]3—¢, B[ tel que y(t) € K. On peut ainsi construire une suite (t,)n>0 €]a, B[\ strictement
croissante et tendant vers [ telle que pour tout n € N, y(¢,) € K. Puisque (y(t,))nen est une suite
de points du compact K, elle admet une sous-suite convergente dans K par la propriété de Bolzano-
Weierstrass (théoreme . En particulier, il existe ¢ : N — N strictement croissante et y* € K
tels que

Ainsi,

(tcp(n)ay(tgo(n))) - (/Bay*)7

n—-+0o

et (8,y*) est un bout droit de la solution maximale y. Or, 8 €]a,b[ car § < bet y* € K C Q. Donc
(B,y*) € J x Q (qui est ouvert), donc (S, y*) n’est pas dans 9(J x Q). Ceci contredit la conclusion
du théoreme de Cauchy-Lipschitz global [3.3.12} [ ]

3.4 Notion de flot et dépendance en la donnée initiale

3.4.1 Notion de flot d’une équation différentielle

Dans cette section, & nouveau, J est un intervalle ouvert de R, € est un ouvert de R? et f est
une application de J x © dans R?. On note (g, o) € J x Q une donnée de Cauchy. Placons-nous
dans les hypotheses des théorémes de Cauchy-Lipschitz [3.2.21] et [3.3.12] Sous ces hypotheses, on
peut définir la solution maximale y du probleme de Cauchy sur un intervalle ouvert |a, b[, ou
la,b[ dépend de (to,yo). Pour t €]a,b], on peut donc poser

®(t, to, yo) = y(1), (3.24)

et définir ainsi une fonction (mais pas une application, au sens ot ®(-,%p,yo) n’est pas défini sur
tout J a priori, mais sur un intervalle ouvert contenant tg) de J x J x Q dans Q. Remarquons que
le domaine de définition de cette application n’est pas un produit cartésien, en général.
Définition 3.4.1 On appelle flot de ’équation différentielle (3.17)) la fonction ® ci-dessus.
Remarque 3.4.2 Pour tout (to,yo) € J X Q, ®(to,to0,yo) = yo. On en déduit que ®(to,tg, ) = Idg.
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Propriété 3.4.3 Placons-nous sous les hypothéses des théorémes de Cauchy-Lipschitz[3.2.21. Soit
la,b[ Uintervalle de définition de la solution mazimale y de issue de (to,yo). Quel que soit
t €la, b, la solution mazximale de issue de (t,y(t)) est la méme fonction y et de plus, pour
tout h € R tel que t + h €]a,b[, on a

(b(t + h) tOv yO) = (I)(t + h’7 t7 (p(tv tDa yO))

Preuve. Exercice. [ ]

Propriété 3.4.4 Placons-nous sous les hypothéses des théoremes de Cauchy—Lipschitz|3.2.21]. Quels
que soient t,tg € J, la fonction y — D(t, to,y) est une injection de Q dans lui-méme.

Preuve. Exercice, avec le théoreme de Cauchy—Lipschitz global [3.3.12 [ |

3.4.2 Dépendance du flot en la donnée initiale

Nous ferons un usage répété du lemme suivant, dans cette section comme dans la section sur
les équations différentielles linéaires

Lemme 3.4.5 (de Gronwall) Soit [a,b] C R un segment (avec a < b), soit u une fonction conti-
nue sur [a,b] d valeurs réelles, et o et B deux nombres réels positifs. Supposons que

Vielab),  ult)<a+ 5/: u(s)ds. (3.25)

Dans ce cas,
Vi e [a,b],  u(t) < e’ (3.26)

Remarque 3.4.6 L’intérét du lemme de Gronwall est de passer d’une estimation de u par une

intégrale de u en (3.25)) a une estimation de u qui ne fait plus intervenir u en (3.26)).

Preuve. Si g =0, alors le résultat est évident. Sinon, 8 > 0 et ’on peut considérer la fonction

[a,b] — R
I ( t (% + [t u(s)ds) e_ﬂ(t_a)> '

Puisque u est continue sur [a, b], la fonction f est de classe C! sur [a, b]. De plus, pour tout ¢ € [a, b],

on a f’(t)—( —a—B/ ) Bt—a)

L’hypothese (3.25)) et le fait que la fonction exponentielle est positive assurent que f’ est une fonction
négative sur [a, b]. Par suite, la fonction f est décroissante sur le segment [a, b]. Ceci implique que

vt e la, b,  f(t) < fla).
On en déduit que

Vt € [a, D], —+/ ds< 2 Blt=a),

Multipliant cette inégalité par le réel strictement positif 5 et utllisant a nouveau ([3.25)), on obtient
(13.26)). [
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Corollaire 3.4.7 Soit I C R un intervalle contenant un certain to, soit u une fonction continue
sur I et a et B deuxr nombres réels positifs. Supposons que

max(to,t)
vVt el, u(t) <a+p u(s)ds. (3.27)
min(to,t)
Dans ce cas,
vVt el, u(t) < aeflt=tol, (3.28)

Preuve. Comme pour le lemme de Gronwall le résultat est évident si 8 = 0. On suppose
donc 8 > 0. Fixons a,b € I avec a < ty < b. Appliquant le lemme de Gronwall & la restriction de u
au segment [tg, b] lorsque to < b (sinon (3.29) est trivial, lorsque typ = b), on obtient

vt € [to, b], u(t) < aelt=t) — geflt—tol, (3.29)

Pour traiter 'autre coté de tp, lorsque a < to (sinon, lorsque a = to, (3.30) est trivial) on définit la
fonction

[a to] — R
g t (9 + ffo u(s)ds) eflt=to) |-
La fonction g est de classe C! sur le segment [a,to] et I'on a
to
vt € [a, to], gt = (a—i—ﬂ/ ds —u )) ePlt=to),

Utilisant ’hypothese (3.27)), on a ¢'(t) > 0 pour ¢ € [a, to]. Ainsi, la fonction g est croissante sur le
segment [a, to]. Ceci implique que

o to «
Yt € [a, to], ( +/ u(s)ds) AE=10) — g(t) < g(tg) = =.
B g
On en déduit que
to
Vit € [a, o], a+ B/ u(s)ds < ae®to=t),
t
Utilisant de nouveau ’hypothese (3.27)), il vient
Vit € [a, tol, u(t) < aelto=t) — geflt—tol, (3.30)
Finalement, les inégalités (3.29) et (3.30]) impliquent que
vt € [a, b], u(t) < aedlt=tol,
Ceci valant quel que soit le segment [a,b] C I contenant tp, on en déduit (3.28)). ]

La propriété suivante énonce un caractére localement lipschitzien du flot & ¢ty € J fixé par
rapport a la donnée initiale : pour tout yg € 2, on peut choisir t; et to avec t; < tg < to dans
l'intervalle de définition de la solution maximale issue de (tp,y0), arbitrairement éloignés de ty,
de sorte qu’il existe un voisinage de yo dans ) sur lequel le flot est d’'une part défini pour tout
t € [t1,t2] et d’autre part il est lipshiztien par rapport a la donnée initiale.

Propriété 3.4.8 (le flot est lipschitzien en la donnée initiale) Soit J un intervalle ouvert
de R et Q un owvert de R%. On suppose que la fonction f est continue et localement lipschit-
zienne en espace sur J x 0 ¢ valeurs dans R?. Soit (tg,yo) € J x Q une donnée de Cauchy. Notons
y la solution mazimale de issue de cette donnée de Cauchy, et I l’intervalle (ouvert contenant
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to) sur lequel elle est définie (et solution). Quels que soient t1,ty € I avec t1 < to < to, il existe
0 > 0 tel que le voisinage tubulaire

Ks = {(t,u) eR x R | d(t, [t1,ta]) <6 et |u—y(t)|| < 5} , (3.31)

du graphe de la restriction de y au segment [t1,t2] est inclus dans J x Q, et il existe r €]0,6] et
k > 0 tels que pour tout y1,y2 € B(yo,r|, la solution mazimale de (3.17) issue de (to,y1) et celle
issue de (to,y2) sont définies (et solution) sur [t1,ts], ont les graphes de leurs restrictions d [t1,to]
tracés dans Kg et vérifient

Vit € [t1, ta], |®(t, to, y2) — ®(t,to, y1)|| < klly2 — vil- (3.32)

Preuve. Soit (t1,t2) € I avec t] < tg < ty. Le graphe de la restriction de y au segment [t1, t2]
est 'image du segment [¢1, t2] par la fonction ¢ — (¢, y(t)). Cette fonction est continue sur [t1,t2],
donc son image est compacte, incluse dans 'ouvert J x €. En particulier, il existe § > 0 tel que K
tel que défini en est inclus dans J x €. Observons que Kj est une partie fermée, bornée et
non vide de R x R C’est en particulier une partie compacte de J x Q. Puisque f est localement
lipschitzienne en espace sur J x €0, on peut adapter la preuve de la propriété 3.2.16| pour montrer
que f est lipschitzienne en espace sur Kg, c’est-a-dire qu’il existe L > 0 tel que

V((t,u), (t0) € KF,  |[f(tu) = f(t,0)]| < Lllu—v].

Posons maintenant r = de~L(2=4) et observons que r €]0,4[. Soit y1 € B(yo,r]. Notons u; la
solution maximale de issue de (to,1), et notons ]t1,#2[ son intervalle de définition. Par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz local, on a ; < ty < 2. On souhaite montrer que t; < t; et ty < to.
Montrons tout d’abord que le graphe de la restriction de u1 & [to, min(ta,#2)[ est inclus dans K
(on montre de mémelﬂ que le graphe de la restriction de u1 & ] max(t1,#1),to] est inclus dans Ks).
Raisonnons par 1'absurde. Supposons qu'’il existe t € [to, min(to, #2)[ tel que ||uy(t) — y(t)|| >, et
notons t* = inf{t € [to, min(te, ), | ||ur(t) — y(t)|| > d}. Puisque |lui(to) — y(to)|]| <7 < §, on a
t* > to par continuité. Et par ailleurs, pour t € [to, t*], ||[u1(t) — y(¢)|| < J. En particulier, pour tout
t € [to,t*], on a (t,u1(t)) € Ks. Par suite, pour un tel ¢,

)= ol = o+ [ fsunenas =~ [ s

<y = woll + /t: 1/ (8, u1(s)) = f(s,(s))llds

eKs eKs
t
< o = voll +L [ fhua(s) = y(s)ds.
0

Appliquant le lemme de Gronwall a la fonction s — [Jui(s) — y(s)||, qui est continue sur le
segment [tg,t*], il vient que

v € [to, 1], [lua(t) — y(&)]] < " yr — ol . (3.33)
En particulier,

Hul(t*) _ y(t*)H S eL(tQ_tO)T' S eL(tQ_tO)de_L(tZ_tl) — e_L(tO_tl)d < S.

Par continuité de la fonction s — |lui(s) — y(s)|| en t* € [tp, min(ts,?2)[, on a nécessairement
llui(s) — y(s)|] < & sur un voisinage & doite de t*. On contredit ainsi la définition de ¢*. On en

6. et en exercice.
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déduit que
Vt € [to, min(te, t2)[,  [lua(t) —y@)|| < 6.

Montrons maintenant que to < f2 (on montre de la méme maniére que #; < t3). Raisonnons par
I'absurde et supposons que t3 < to. Dans ce cas, le graphe de la solution maximale t +— wuy(t),
restreint & [to, 2] reste dans le compact Ks. On en déduit que la solution maximale admet un
bout droit dans Kj. De plus, ce bout doit étant dans Kj, il n’est pas dans le bord de J x 2. On
contredit ainsi le théoréme de Cauchy-Lipschitz global. On en déduit que to < f5. Aprés avoir
montré, de la méme maniére, que #; < t1, on a trouvé § > 0 tel que K5 C J x Q et r €]0,0] tel
pour tout y; € B(yo, 7], la solution maximale issue de (o, y1) est définie sur [t1,t2] et le graphe de
sa restriction a [t1, t2] est tracé dans Kj.

Posant k = eL(2=t) on a k> 0. Pour tout y2 € B(yo, ], le raisonnement précédent assure que la
solution maximale uy de associée a la donnée de Cauchy (fo,y2) est définie sur [t1,ts]. Par
ailleurs, on a montré ci-dessus que pour tout ¢ € [t1,t2], (t,ui(t)) € K5 et (t,uz2(t)) € Ks, donc,
comme ci-dessus pour , pour tout t € [t1,t2], on a

‘ ya + /t: f(s,ua(s))ds —y1 — /t: f(s,ui(s))ds

luz(t) = ur @]

max(to,t)
< l—wll+ [ (s ua(s) - (s i (s) s
mm( O,t) N—— N——
€Ks €Ks
max(to,t)
< e+ 2 [ ) — ()]s,
min(tg,
Comme précédemment, le corollaire du lemme de Gronwall assure que
Vi€ [t ta),  [lua(t) —w (@) < Jya — alle” 0 < kllys —wl],
ce qui correspond a ([3.32)). Ceci acheéve la preuve de la propriété. [ |

Remarque 3.4.9 Placons-nous sous les hypothéses des théorémes de Cauchy—Lipschitz. Soit tg €
J. Pour tout yy € Q, notons Imax(yo) Uintervalle ouvert inclus dans J et contenant ty sur lequel
est défini la solution maximale de issue de (to,yo0). Le domaine de définition de la fonction
(t,y0) — @(t,to,y0) est

Dto = yoLEJQ (Imax(yl)) X {yO}) .

Corollaire 3.4.10 (A to fixé, le flot est défini sur un ouvert) Sous les hypothéses des théore-
mes de Cauchy—Lipschitz|3.2.21| et|3.3.12, pour tout ty € J, si ®(t,t0,y0) est défini pour un certain
t € J et un certain yo € ), alors il existe r > 0 et £ > 0 tels que P(s,to,z0) est défini pour tout
seft—L,t+ 1] et tout zo € B(yo, 7]

Remarque 3.4.11 En particulier, sous les hypothéses des théoréemes de Cauchy—Lipschitz|3.2.21
et quel que soit tg € J, si (t,y0) € Dy, alors il existe r,{ > 0 tels que le voisinagelz
[t —2,t+ ) x B(yo,r] de (t,yo) est inclus dans Dy,. Ce dernier ensemble est donc ouvert.

Preuve. Soient t,ty € J et yo € Q de sorte que ®(t,tg,yo) est défini. Alors la solution maximale
de (3.17) pour la donnée de Cauchy (to,yo) est définie sur un intervalle ouvert I contenant ¢ (et

7. Voir la définition [1.1.22[si besoin.
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to). Puisque I est ouvert, on peut choisir t1,ty dans I de sorte que
t1 < min(to,t) et max(tg,t) < ta.

Par la propriété précédente, il existe r > 0 tel que toute solution maximale issue de (¢, z9) pour
tout zg € B(yo, r] est définie sur [t1,t2]. En particulier, pour tout s € [t1,t2] et tout zo € B(yo, 7],
(s, tp, z0) est bien défini (on peut prendre £ = min(t — t1,t3 — t) > 0 si besoin). [ |

La propriété suivante assure que, sous les hypotheses des théoremes de Cauchy—Lipschitz, a tg
fixé, le flot (¢,y) — ®(t,to,y) est localement lipschitzien sur son ouvert de définition Dy, .

Propriété 3.4.12 (Le flot est localement lipschitzien en espace et en temps) Plagons-nous
sous les hypothéses des théorémes de Cauchy—Lipschitz [3.2.21] et |3.3.12 Soit to € J. Quels que
soient t € J et yp € Q tels que (L, to,y0) est défini (c’est-a-dire tels que t € Iax(yo) ou encore
que (t,y0) € Dy, ) . Quels que soient t1,ta € Imax(yo) tels que t1 < to < ta et t; <t < ta, il existe
r, L > 0 tels que

Vs1, 89 € [t1,ta),  Yy1,y2 € B(yo, 7], | ®(s2,t0,y2) — P(s1,t0,y1)|| < L(|s2 — s1]+ |ly2 — 1) -

Remarque 3.4.13 En particulier, 'application (t,y) — ®(t,t0,y) est lipschitzienne sur [t1,t2] X
B(yo,r] qui est un voisinage de (t,yo) inclus dans l'ouvert Dy, .

Remarque 3.4.14 En particulier, Uapplication (t,y) — ®(t,to,y) est continue sur l'ouvert Dy, .

Preuve. Soit tg,t € J et yg € Q tels que P(¢,tg,yo) est défini. Soit ¢1 et ty dans Inax(yo) tels que
1 < tg < tg et t1 <t < t9. Utilisant la propriété il existe § > 0, r €]0,0[ et k > 0 tels que,
quels que soient y1,y2 € B(yo, 7], la solution maximale u; (respectivement us) de issue de la
donnée de Cauchy (tg,y1) (resp. (to,y2)) est définie sur un intervalle contenant [t1,%2] et 'on a

Vs € [t1,ta], luz(s) — u1(s)]| < lly2 — y1l|-

De plus, les graphes de ces solutions maximales, restreints a [t1, t2], restent dans un méme compact
K5 C J xQ (voir (3.31])). Notant M > 0 un majorant de la norme de f sur le compact Kj, il vient
que

Vs € [ti,ta],  [[f(s,uz(s))l| < M.
Par suite, pour s1, so dans le segment [t1, t2], on a
lug(s2) —ur(s1)|| = |lua(s2) — uz(s1) + uz(s1) — ur(s1)||
< lua(s2) — ua(s1)|| + lua(st) — ui(s1)]|
< |7 rtsuatoas| + sl —
r?ax(sl,SQ)
S Lo s was)lds + sl — il

< Mlsz = si| +klly2 — wl].
On en déduit le résultat annoncé pour L = max(M, k). ]

On énonce maintenant une condition suffisante pour que le flot soit différentiable par rapport
a la donnée initiale, et on caractérise sa différentielle comme la solution d’un probleme de Cauchy.
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Théoréme 3.4.15 (de différentiabilité du flot) Soit J C R un intervalle ouvert, @ un ouvert
de RY, et f une fonction continue de J x Q dans RY. On suppose que, pour tout (to,y0) € J x €,
la fonction y — f(to,y) est différentiable en yo et que Uapplication (t,y) — d, f(t,y) est continue
sur J x Qﬂ d valeurs dans E(Rd)ﬂ Alors,

— quels que soient to,t € J et yp € Q tels que D(t,to,yo) est défini, la fonction y — D(t,to,y)
est différentiable en yq ;

— Pour toutty € J etyy € Q, cette différentielle d, P (t,t0,y0) est, elle-méme, comme fonction
de t sur lintervalle ouvert I contenant ty sur lequel est définie la solution maximale y de
issue de (to,yo), dérivable et solution du probléme de Cauchy linéaire, dont l’inconnue
est a valeurs dans L(R?),

Z'(t) = dyf(t,y(t)Z(t)
{Z(to) _ ?id . (3.34)

— Fizons tg € J. La fonction (t,yo) — P®(t,to,y0) admet une dérivée partielle premiére par
rapport a t et une différentielle par rapport a yo en tout point de son ouvert de définition Dy,
et ces deux applications, comme fonctions de (t,yo), sont continues sur Dy,. En particulier,
Vapplication (t,yo) — ®(t,to,yo) est de classe C* sur l'ouvert Dy, d valeurs dans  C R,

Preuve. Soit (tg,y0) € J x Q. Notons y la solution maximale du probléme de Cauchy associé et I
son intervalle (ouvert, contenant ty) de définition. L’hypothese sur f assure, par composition, que
Iapplication ¢ + d, f(¢,y(t)) est continue sur I & valeurs dans £(R?). Par le théoréme de Cauchy
linéaire le probléeme de Cauchy @ admet une unique solution sur I, que nous notons Z.
Soit t € I. On sait par la propriété |3_4_—8| qu’il existe 7 > 0 tel que P(¢,tg, zp) est défini pour tout
20 € B(yo,r]. Pour montrer les deux premiers points, il nous suffit donc de montrer qu’il existe
C > 0 tel que pour tout £ > 0, il existe une boule ouverte centrée en yy (de rayon < r) telle que
pour toute donnée initiale zg dans cette boule, on a

19 (t; to, 20) — (¢, t0,30) — Z(#)(20 — wo)ll < Ce X [|z0 = wol|-

Observons que cette inégalité est trivialelﬂ sit=tp.

Etape 1 : quelques estimations a priori. Puisque I est un intervalle ouvert contenant ty et ¢, on
peut fixer t1,t2 € I tels que ¢t; < min(tg,t) et max(tg,t) < to. Par la propriété il existe
d >0, k €]0,[ et kK > 0 tels que K; tel que défini en est inclus dans J x €, et pour tout
20 € B(yo,r], la solution maximale z issue de (¢g,y0) est définie sur [t1,t2] et vérifie

Vs €[t ta],  l2(s) —y(s)ll < kllz0 — woll- (3.35)

De plus, le graphe de la restriction de z au segment [t1, t2] est inclus dans K. La fonction

Mt te] — Rd
h: ( s — 2(s) —y(s) — Z(s)(z0 — y0)> ' (3.36)

est de classe C! sur le segment [t1, %] et 1'on a
Vs € [ti,ta],  h(s) = f(s,2(5)) = f(s,9(s)) — dy f(s,9(5)) Z(5)(20 — %0)-

8. Parla propriété la fonction f est en particulier localement lipschitzienne en espace sur J x 2. Puisqu’elle
est de plus continue sur J x §, elle vérifie les hypotheses des théorémes de Cauchy—Lipschitz @ et @
9. On met sur £(R?) la norme subordonnée & la norme euclidienne || - || sur R,
10. Et conforme au fait que pour tout y € Q, ®(to,to,y) = y, donc P(to, to, ) est application identité de I'ouvert
Q, donc sa différentielle en tout point est Z(to) = Id.
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En particulier, pour s € [t1,t2], on a

h'(s) = dyf(s,y(s)h(s) = f(s,2(s)) = f(s,y(s)) — df(s,5(5))(2(s) — y(s)) - (3.37)
:=b(s)

Pour tout s € [¢1,t2], considérons la fonction

.<[0, 1] — R4 )
o e fsay(s) +a(z(s) — y(s)) — f(s.y(s) — ody f(s,y(s))(2(s) — y(s)) )~

L’hypothese sur f assure que la fonction g, est de classe C! sur le segment [0,1] et I'on a

V) -g0) = | g (0)do
=0

= /01 (dyf(s,y(s) + a(2(s) = y()(2(s) = y(s)) — dyf(s,y(5))(2(s) = y(s)))do.

Ainsi,

s = | [ (@ 006) + o(a06) = 50) = 5, (50) () — w(s))do

< [ I 0505) + 0(e00) — 9001) — 4y 5, () (<(5) — w(s))] do

< [ 15,906 + 0(=05) ) ~ dy S ()]  2(5) — (o) o

< [ 15,906 + 0(=06) ~ p) ~ o, (s 4o 1265) ~ 3]

< (e )0 = )] < -l (535)

en utilisant & deux reprises (3.35)).

Etape 2 : preuve des deux premiers points avec les estimations précédentes. Fixons € > 0. L’hypo-
these sur f assure que la fonction (s,u) — dyf(s,y(s) + u) est continue sur le compact K. En
particulier, elle est uniformément continue sur ce compact par théoréme de Heine. Ainsi, il existe
1 €]0, [ tel que pour tout v € B(0,7], on a

€
Vs € [tl,tg], ||dyf(87y(8) + U) - dyf(S,y(S))H < ;
En particulier, en utilisant (3.38)), si ||z0 — yo|| < 1/, alors
Vs € [t ta],  [b(s)l] = llgs(VI < ellz0 = woll- (3.39)

De plus, I’hypothese sur f assure qu’il existe M > 0 tel que
Vs € [t1,ta],  [dyf(s,y(s))]] < M.
Injectant 'estimation (3.39)) dans (3.37)), et toujours tous I'hypothese que ||z9 — yo|| < n/k, il vient
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pour tout s € [t1,ta],

[[h(s) = h(to) |
g

H/to (dy f(k, y(k))h(k) + b(k)) dkH

max

IN

max(to,s) (to,s)
Lo s oD hl e+ [ o)

min(to,s) min(tg,s

max(to,s) max(to,s)
< [ hag sy < Ik [ g — gl
min(tg,s) min(tg,s
max(to,s)
< M [h(k)|| dk + (t2 — t1)elz0 — wol-
min(tg,s)

Utilisant le corollaire du lemme de Gronwall pour la fonction s — ||h(s)]|, qui est continue sur
le segment [t1,t2], il vient que, sous réserve que ||zo — yo|l < n/k,

Vs € [t1, ta], [h(s)|| < e(ta — t1)eM =10l zg — yo .

Utilisant la définition (3.36)) de la fonction h, I'inégalité ci-dessus en s = ¢ implique que, pour tout
20 € R? tel que ||zo — yol| < n/~,

1D (¢, to, 20) — D(t, to, y0) — Z(£) (20 — o)|| < (ta — t1)eMEl |29 — yoll.

Ceci démontre que ®(t, tg, -) est différentiable en yg, et que sa différentielle en ce point est Z(t).

Etape 3 : preuve du troisi¢me point. Fixons to € J. Puisque les hypothéses des théorémes de Cau-
chy-Lipschitz sont vérifiées, I’ensemble Dy, de définition de la fonction (¢,y) — P(t,to,yo) est
ouvert par le corollaire Fixons (t*,y0) dans I'ouvert Dy,. Notons Imax(yo) 'intervalle ouvert
contenant ty sur lequel est défini la solution maximale y de . Celui-ci contient ¢t* puisque
(t*,90) € Dy,. Choisissons comme précédemment 1 € Inax(yo) avec t1 < min(to,t*) et ta € Imax(¥o)
avec max(tg,t*) < tg. Par la propriété il existe § > 0 et r €]0,d[ tels que pour tout zy €
B(zp, 1], la solution maximale z de issue de (o, zp) est définie sur [t1,t2] et le graphe de sa
restriction & [t1, o] est inclus dans K (défini en (3.31)). Par ailleurs, en utilisant 1'équation (3.17),
la fonction (¢, zg) — ®(¢, to, z0) admet une dérivée partielle par rapport a ¢ en tout point du segment
[t1,t2] et P'on a

Vt € [ti,t2), V2o € B(yo,r], 0y ®(t, to, z0) = f(t, ®(t,t0,20)). (3.40)

Puisque les hypotheéses des théorémes de Cauchy—Lipschitz sont vérifiées, la propriété [3.4.12] assure
que lapplication (t, z) — ®(t, to, z) est lipschitzienne sur [t1, ta] X B(yo, 7] pour un certain 7 > 0. En
particulier, elle est continue sur [t1, to] X B(yo, min(7, )], & valeurs dans €. Puisque f est continue sur
J %, il vient, par composition, que (t, z) — f(t, ®(¢, to, 2)) est continue sur [t1, t2] X B(yo, min(7, r)].
Utilisant ([3.40), il vient que (¢,2) — 8®(t,to,z) est continue sur [t1,ts] x B(yo, min(7,7]. En
particulier, cette application est continue en (¢,yp). Ceci valant pour tout (t*,yo) € Dy, il vient
que (t,z) — 0y®(t, to, z) est continue sur 'ouvert Dy,.

Gardons tg € J fixé et considérons (t*,y9) € Dy, quelconque. Utilisons les t1,ta € Imax(yo) et
d >0, r€]0,0] et kK > 0 précédents. En particulier, on a pour tout zg € B(yo,r]. Les deux
points précédents de la preuve assurent que, pour tout zg € B(yo, ] et tout ¢t € [t1, t2], application
y — O(t,to,y) est différentiable en zg et de la fonction ¢ — d, P (¢, to, 20) vérifie sur [t1, 2],

atdy<1>(t, to, Zo) = dyf(t, (I)(t, to, Zo)) (¢] dyq)(t, to, Zo),
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et dy®(to,t0,y0) = Id. On en déduit que pour tout zg € B(yo,r] et tout ¢ € [t1,t2],
at [dyq)(tv tOv ZO) - dyq)(t? th yO)]

= dyf(tv (p(tv tO? ZO)) o dyq)(t7 tOv ZO) - dyf(t7 q)(t7 th Z/O)) © dy(p(ta t07 yO)
Ajoutant et retranchant d, f (¢, ®(¢,to, 20)) o dy®(t, to, yo) dans le membre de droite et utilisant la
linéarité, il vient que

0y [dy®(t, to, 20) — dy®(t, 20, yo)] — dy f(t, P(t, t0, 20)) © (dyP(t, 0, 20) — dy P (¢, t0,y0))

= (dyf(t7 (I)(t7 to, Zo)) - dyf(t7 CD(ta to, yO))) © dyq)(t, to, yO) . (341)
:=b(t)
Rappelons que, par la propriété|3.4.8| pour tout zo € B(yo, r] et tout t € [t1,t2], ona (¢, ®(t, to, 20)) €
Ks. Sur le compact Ky, la fonction (t,y) — dyf(t,y) est continue par hypothese, donc elle y est
d’une part bornée par un certain M > 0 et d’autre part uniformément continue par théoréme de
Heine. Fixons € > 0. 1l existe un n > 0 tel que

V((tv Zl)v (t’ 22)) € ng def(tv Zl) - dyf(t’ 22)” S e
Avec (3.35)), on a pour zy € R? tel que ||zo — yo|| < min(r,n/k) et t € [t1,ta],
n

122,20, 20)) — (£, to, yo) | < #llz0 = yoll < K- = 1.
Ceci implique que
Vt € [t1,ta], Vzo € B(yo, min(r,n/k)], ldy f(t, ®(t, 0, 20)) — dy f(t, (t, 20, y0))| <e.

Puisque la fonction ¢ — d,®(¢, yo,y0) est dérivable sur le segment [t,t2], elle y est continue. En
particulier, elle est bornée par un certain C' > 0. Avec la définition de b en (3.41]), on déduit de ce
qui précede que

Vt € [t t2],  Vzo € Blyo,min(r,n/k)],  [[b(s)]| < Ce.

Par suite, en utilisant I’équation (3.41)) et 'estimation de b ci-dessus, on a pour tout zg € B(yo, min(r,n/k)]
et tout t € [t1,t2],

10 [dy ®(2, to, 20) — dy ®(2, to, yo)]|| < M [|dy® (¢, to, 20) — dy P (¢, to, y0)|| + Ce.

En utilisant la formulation intégrale de I’équation différentielle (3.41)), on en déduit que la fonction
vt ||dy®(t, to, 20) — dy®(t, to, yo)|| vérifie pour tout t € [t1,ta],

v(t) —v(to) 1dy (%, 2o, 20) — dy @(L, Lo, yo) || = ll20 = woll

< [ldy®(¢, to, 20) — dy®(¢, to, yo) — (20 — o) ||
max(to,t)
< o 100, 20) (s, o, g0 s
min(tg,
max(to,t)
/ (Mu(s) + Ce)ds
min(to,t)
max(to,t)
< M v(s)ds + Ce(ty — t1).
min(to,t)
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Puisque v(ty) = ||z0 — yol|, on en déduit que

max(to,t)
Vt € [t1, ta], v(t) < Ce(ta —t1) + ||z0 — ol + M/ o) v(s)ds.
min(tg,t
Finalement, le corollaire du lemme de Gronwall assure que, pour zg € B(yo, min(r,n/k, )]
Vt e [ti,ta], || dy®(t,to, 20) — dy®(t, 0, y0)|| < 2max (C(ty — t1),1) eeMt2=t0),
=C
Observons que, pour zy € B(yo, min(r,n/k)] et t € [t1,t2], on a de plus, en utilisant (3.34]),

max(t,t*

)
||dy<b(t,t0,y0) - dyq)(t*7t05y0)’| < / ||dyf(87 (I)(Sat(b yo))HdS < M|t - t*|

min(¢,t*)
Pour zy € B(yo, min(r,n/k,€)] et t € [t1,t2], on obtient in fine
1dy® (2, to, 20) — dy @(t", to, yo) |
S ||dy(I)(t7 t07 ZO) - dyq)(t7 t07 yO)H + deq)(t7 th ?JO) - dy@(t*7 th yO) ”
< CeeMt2=t) 4 Mt — 1.

Puisque t* €]t1, t2], ceci démontre que (¢,y) — d, P (¢, to,y) est continue en (t*,yp). Ceci valant quel
que soit (t*,yo) € Dy, il vient que (¢,y) — d,P(t, to,y) est continue sur I'ouvert Dy, .

En conclusion, la fonction (¢,y) — ®(t,to,y) est continiment dérivable sur 'ouvert Dy,. Elle est
donc de classe C! sur cet ouvert. Ceci démontre le troisieme point de la propriété. [ |

Remarque 3.4.16 L’équation variationnelle (3.34) s’obtient facilement a partir de l’équation dif-
férentielle originelle (3.17), qui conduit a la relation

até(tvt()?y(]) = f(t’ (I)(tvt0>y0))'

En effet, si ®(t,to,y0) est défini, alors cette relation a lieuw pour y dans un voisinage de yo. En
dérivant formellement cette relation par rapport a yo, et en permutant formellement la dériva-
tion par rapport au temps et celle par rapport a yo, il vient par la régle de dérivation des fonctions
composées,

atayoq)(t7 tOv yO) = dyf(t7 q)(ta th yO))ayoq)(ta tO: y0)7

qui est exacement ’équation différentielle sur la premiére ligne de (3.34) pour la fonction Z : t
Dy ®(t,t0,90), @ valeurs dans L(RY). Le théoréme fournit des conditions suffisantes pour
d’une part rendre légitime la dérivation formelle ci-dessus, car le flot est en effet différentiable en

la donnée initiale, et d’autre part autoriser la permutation des dérivées en temps et en espace devant
.

On peut bien siir généraliser ce théoréeme aux dérivées successives de nombreuses manieres. En
voici une particulierement simple.

Propriété 3.4.17 Soit J un intervalle ouwvert de R et Q un ouvert de R%. Soit k € N avec k > 1.
Soit f une fonction de classe C* sur J x Q a valeurs dans R, Notons ® flot associée & ’équation
différentielle ([3.17). Quel que soit ty € J, Uapplication (t,y) — ®(t,to,y) est de classe C* sur
Uowvert Dy, .
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Preuve. On peut remarquer que le cas kK = 1 est couvert par le théoreme de différentiabilité du
flot (on a méme un peu “trop” de régularité en temps). Pour k& > 2, on peut adapter la preuve
précédente, en poussant progressivement le développement limité du flot en espace, pour montrer
par récurrence que le flot est de classe C!, puis C2, puis C*, mais nous ne le ferons pas ici dans un
souci de concision. [ |

3.4.3 Notion d’intégrale premieére

Définition 3.4.18 On appelle intégrale premiére de 1’équation différentielle (3.17)) toute
fonction H : J x  — R qui est constante le long des solutions de (3.17)), c’est-a-dire telle que,
pour toute solution y de (3.17) sur un intervalle I C J contenant un certain tg, on a

Vtel, H(t,y(t)) = H(to,y(to))-

Propriété 3.4.19 Supposons que la fonction f est continue et localement lipschitzienne en espace
sur J x Q. Une fonction de classe C' H sur J x ) est une intégrale premiére de ([3.17) si et seulement
s

OH

V(ty) €T X Q. -

(t7y) + <VH(t7 y)a f(ta y)> =0,

ot (-,-) est le produit scalaire euclidien sur R%.

Preuve. Dans le sens direct, fixons (to,yp) € J x Q. Puisque les hypotheses des théoréemes de
Cauchy-Lipschitz sont véritifées, il existe une solution de sur un intervalle ouvert I contenant
to et inclus dans J. Puisque H est une intégrale premiere de , la fonction ¢ — H(t,y(t)) est
constante sur I. De plus, la fonction t — (t,y(t)) est de classe C! sur I & valeurs dans J x 2 et la
fonction (t,y) — H(t,y) est de classe C' sur J x . Par dérivation des fonctions composées, il vient
que

Vel SHy0) = D y(0) + (VH (), T u(0) =0

En particulier, cette relation est vraie en g et I'on a

d

OH
EH(t()ayO) = W(thyO) +(VH((to,y0), f(to,%0)) = 0.

Ceci valant pour tout (tp,y0) € J x Q, on a le résultat.

Dans le sens réciproque, il suffit de considérer une solution ¢ — y(t) de sur un intervalle
I C J. Cette fonction est de classe C! sur I et il en est de méme de la fonction ¢ — H(t,y(t)). Les
calculs précédents et I’hypothese assurent que la dérivée de cette fonction est nulle sur 'intervalle
I. On en déduit que ¢ — H(t,y(t)) est constante sur I. Ceci valant pour toute solution de (3.17),
il vient que H est une intégrale premiere de . [ |

Remarque 3.4.20 On peut tirer des informations sur les solutions de (3.17) da partir d’intégrales
premiéres, en particulier dans le cas ot H (et souvent, f) ne dépend pas de t. En effet, la propriété

précédente assure que les solutions de (3.17)) "vivent" sur les courbes de niveau de l’intégrale premiére
H.
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Exemple 3.4.21 Revenons sur l'ezemple[3.1.6 de la particule de masse m > 0 dans le potentiel V.
Supposons maintenant V € C2(R3,R), de sorte que les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz

3.2.21| (ou du théoréme s’appliquent. On vérifie que la quantité (indépendante du temps)

1
H(x,p) = 5 (b} + 93 +p3) + V(a),
est une intégrale premiére de (3.4). Cette quantité est appelée énergie mécanique totale de la particule
dans le référentiel considéré.

3.5 Une condition suffisante d’existence locale : le théoréme de
Cauchy-Peano-Arzela

Théoréme 3.5.1 (de Cauchy-Peano-Arzeld) Soit J C R un intervalle ouvert et @ C R? un
ouvert. Soit f une fonction continue de J x Q dans R%. Pour tout (tg,yo) € J %, il existe un £ > 0
tel que [to— £, to+ €] C J et une fonction y de [to — €, tg + ¢] dans Q, dérivable sur [tg— £, tg+ £] et
solution du probléme de Cauchy sur [to — £, to + .

Remarque 3.5.2 Les hypothéses sur le champ de vecteurs dans le théoréeme (3.5.1) sont plus faibles
que dans les théoremes de Cauchy-Lipschitz |3.2.21] et [53.5.19 : on ne demande pas le caractére
localement lipschitzien en la variable y. Par ailleurs, la conclusion du théoréme est plus faible
également : il existe une solution au probléeme de Cauchy localement sur un certain [to—{, to+¢],
mais il n’est plus question d’unicité, méme locale (voir I’exemple .

Remarque 3.5.3 Par un argument purement ensembliste utilisant le lemme de Zorn (fondé sur
Uaziome du choiz), il est possible d’affirmer que [’existence locale d’une solution, fournie par le
théoréme implique ezistence d’une solution maximale (toujours sans unicité sans hypothése
supplémentaire).

Remarque 3.5.4 Une preuve possible du théoréme [3.5.1| consiste a régulariser, par exemple par
convolution en dimension d en espace, le champ de vecteurs f, pour l'approcher par une suite de
champs de vecteurs (fn)nen vérifiant les hypothéses du théoréme et convergeant uniformé-
ment vers [ sur tous les cylindres inclus dans J x Q. Appliqguant le théoréme de Cauchy-Lipschitz
[5.2.21] aux problémes de Cauchy

{y’(t) falt,y(1))
y(to) = Yo

on obtient une suite de fonctions y, sur des intervalles de taille 2¢,, et ’'on peut choisir un £ >0
indépendant de n € N minorant tous ces £, en utilisant la convergence uniforme locale de f, vers
f. Restreignant ces fonctions a [ty — {,to + ] et utilisant la convergence uniforme locale de fy,
vers f, on montre qu’elles forment une famille équicontinue (car équilipschitzienne) et bornée dans
CO([to — £, to + £]). Le théoréme d’Ascoli assure alors qu’on peut extraire une sous-suite de cette
famille de fonctions de sorte que la suite extraite converge vers un certain y dans C°([to — £, to +£])
muni de la norme infinie. On peut alors finalement passer a la limite dans la formulation intégrale
des problemes de Cauchy en utilisant que

t
VneN, Vtelto—Lito+Ll],  Yem)(t) =0 +/t Fom) (8, Ypn) (5))ds,
0
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ot l'on a noté ¢ Uextractrice de la suite de fonctions yy, pour conclure que, a la limite,

t
vielto—tto+d O =w+ [ flsys)ds
0
Et ainsi, y répond a la question.

Exemple 3.5.5 Considérons le probleme de Cauchy

{y’(t) = Viy@®)|
yo0) = 0

Aprés avoir constaté que le champ de vecteurs vérifie les hypothéses du théoréme |3.5.1] mais pas
celles des théoréemes[3.2.21) et[3.3.13, on remarquera que la fonction nulle est solution de ce probléme
de Cauchy, de méme que l’est, pour tout o > 0, la fonction

R — R
: a2 e >
Yol {(t a)  sit>a

W=

0 sinon

3.6 Equations différentielles linéaires

3.6.1 Une condition suffisante d’existence et d’unicité de solutions globales

On note K pour R ou C, et My (K) pour ’ensemble des matrices carrées de taille d a coefficients
dans K. On s’intéresse dans cette section [3.6] aux équations différentielles linéaires d’ordre 1, ¢’est-
a-dire aux équations différentielles linéaires de la forme

Y'(t) = A()Y () + B(t), (3.42)

ot A est une fonction donnée d’un intervalle J de R dans M, (K), B est une fonction donnée de
J dans K%, et I'inconnue est une fonction Y définie et dérivable sur un intervalle I C J, & valeurs

dans K¢, solution de (3.42)) sur I. Ceci correspond avec les notations du début de ce chapitre

au cas Q = K9, et
Jx K — K4
fz(@Y)r—)A@Y+B@>’ (3.43)

Notant (a;;)i<ij<d €t (bi)i<i<a les composantes respectives données de A et B, et (yi)i<i<d
celles inconnues du vecteur Y, il vient que I’équation (3.42)) s’écrit également

yit) = aa®y) + - 4+ anayalt) + bi(?)
yo(t) = ag1(Ww(t) + -+ + agaya(t) + b2(t)
y&.(t) = ad,l (tjyl (t) + .- + ad,dg;d(t) + bd.(t)

On parlera ainsi parfois de systeéme différentiel linéaire pour parler de (|3.42]).

11. Lorsque K = C, on peut, pour coller complétement au début du chapitre [3| considérer que C¢ = R?? et ainsi
voir C¢ comme un ouvert de R%.
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Nous allons voir que, sous certaines hypothéses sur A et B, I’équation admet des solutions
globales, et I’ensemble de ses solutions sur J a une structure particuliere d’espace affine, qui permet
de ramener le calcul de toutes les solutions de sur J a celles de lorsque B =0 et a
une solution particuliere de , dont on montrera comment il est possible de la caractériser (et,
parfois, de la calculer).

Un outil pour montrer la globalité des solutions de est le lemme de Gronwall

Pour les équations différentielles linéaires de la forme (3.42)), le théoréeme de Cauchy-Lipschitz
implique le résultat suivant.

Théoréme 3.6.1 (de Cauchy pour les équations différentielles linéaires) Soit J un inter-
valle de R. On suppose que A et B sont continues sur J, a valeurs dans Mg (K) et K¢ respective-
ment. Pour tout ty € J et tout Yy € K%, le probléme de Cauchy

Y'(t) A)Y (t) + B(t)
{Y(tg) B Yo (3.44)

Y

admet une unique solution sur J tout entier.

Preuve. On fait la preuve dans le cas ou J est un intervalle ouvert de R. Lorsque J n’est
pas ouvert, on peut utiliser la version du théoreme de Cauchy-Lipschitz global présentée dans la
remarque [3.3.14] mais c’est un peu technique. On suppose donc que J est ouvert dans cette preuve.
On consideére toujours K? muni de la norme euclidienne (ou hermitienne) usuelle et on munit
Mg (K) de la norme subordonnéeE notée ||-|||. Observons que, puisque A et B sont continues sur
J, le champ de vecteurs f défini en est localement lipschitzien en espace. Pour cela, fixons
un segment [a,b] C J et observons que la fonction ¢ — [|A(t)]| est continue sur le segment [a, b]
donc bornée ce segment. Ainsi, il existe M4 > 0 tel que pour tout ¢ € [a, b], [|A(t)]| < M. On en
déduit que pour tout t € [a,b] et Y7,Ys € K9,

1ft Y1) = f(t,Y2)l = AV — A@)Y2||
= [A®) (Y1 - Yo)|l
< TA®IIY: — Yz

< Mally: - Yal|.

Ceci assure que f est localement lipschitzien en espace. De plus, f est continu sur J x K¢, car A et
B sont des fonctions continues sur J et par continuité du produit matrice / vecteur et de I'addition
de deux vecteurs. On en déduit que les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz global [3.3.12]
sont vérifiées par f.

Utilisant le théoréme [3.3.12] il existe une unique solution maximale Y au probléme de Cauchy
, sur un intervalle ouvert contenant to que nous notons |a, 3[. Montrons que cette solution
est globale. Pour cela, supposons par ’absurde que cette solution maximale Y n’est pas globale.
Par exemple, supposons que 8 n’est pas l'extrémité droite de J (le cas ou v n’est pas I'extrémité
gauche de J se traite de la méme maniére en exercice). Dans ce cas, le lemme assure que, quel
que soit R > 0, la solution Y sort de la boule fermée de centre 0 et de rayon R (qui est non-vide,

12. Si || - || est une norme sur K%, alors la norme sur M, (K) subordonnée & la norme || - || sur K? est définie pour
A € My (K) par

Al = Sup | Az|| = inf{c € R | Vo € K", || Az|| < cllz|}.
z|| <1
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fermée et bornée dans K%, donc compacte) sur un intervalle de la forme |3 — g, 3] pour un certain
dr > 0. Montrons a I'inverse que Y reste bornée sur [to, 3. Puisque § n’est pas extrémité droite
de J, on peut trouver ¢; € J avec t; > . Remarquons maintenant que les fonctions ¢ — || A(¢)]|| et
t — || B(t)|| sont continues sur le segment [tg,t1]. Elles sont donc bornées par My > 0 et Mp > 0
respectivement sur ce segment. Puisque Y est une solution de , on a pour tout ¢ € [to, A,

HY(to) = [ (AG)Y(s) + B(s)) ds

to

Y@l

< Y@+ [ (AT + 1B ds
< Y@+ [ IAIIY G + 1B
<

Y (o)l + [ LalY ()] + M) ds
< ¥l + Ma(t — to) + Ma [ ¥ (5)]ds

< |[Y(to)ll + Mp(B —to) + Ma /tt 1Y (s)||ds.

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall a la fonction continue u(t) = ||Y(¢)|| sur tout
segment inclus dans [tg, §[. Ce lemme assure que

vt € [to, B, 1Y ()] < (J|]Y (to)]] + Mp(B — to)) oMal(t—to)
On en déduit que
vielto. B YOI < (Y (to)ll + Mp(B — to)) M40,

En particulier, la solution maximale reste bornée sur [tg, 3[. Or on a montré précédemment qu’elle
sort de toute boule sur [tg, f[. On a ainsi une contradiction. On en déduit que la solution maximale

de ([3.44) est globale. ]

Remarquons que, sous les hypotheses du théoréme [3.6.1], on peut définir le flot ® de I’équation
(3.42) sur J x J x K tout entier (voir ([3.24)). Remarquons également que, sous les hypothéses du
théoreme la solution maximale de ([3.44)) est de classe C! sur J.

3.6.2 Equations différentielles linéaires homogénes

Définition 3.6.2 Avec les notations précédentes, le systéme différentiel linéaire (3.42)) est dit ho-
mogeéne lorsque B est la fonction nulle.

On s’intéresse dans cette section au systeme différentiel homogene
Y'(t) = A4)Y (1). (3.45)

On supposera dans toute cette section que la fonction A est continue sur .J, de sorte que le théoréme
de Cauchy s’applique.

Propriété 3.6.3 Lorsque l'application A est continue sur J da valeurs dans Mg (K), l’ensemble
Sy des solutions de (3.45)) sur J est un espace vectoriel de dimension d. De plus, pour tout tg € J,
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Uapplication

. SH — Kd
oy s yt))”

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Preuve. On vérifie aisément que Sy est un sous-espace vectoriel de C'(J, K?%). Pour tout to € J,
le fait que ¢y, est un isomorphisme est exactement la conclusion du théoréme de Cauchy [3.6.1} m

Notons B(K?) la base canonique de K.

Définition 3.6.4 On appelle (abusivement) matrice résolvante associée a (3.45) la famille de
matrices indexée par (t,ty) € J* définie par

Vit € J,  R(tto) = Mat (g 0y B(K?)).

Remarque 3.6.5 Pour tout t,ty € J, Uapplication yo — P(t,t0,y0) est linéaire de K¢ dans lui-
méme, et R(t,t) est la matrice de cette application linéaire dans la base canonique de K.

Propriété 3.6.6 On a les propriétés suivantes pour la matrice résolvante, qui traduisent son lien
avec le flot identifié dans la remarque précédente :

1. Quels que soient t,tg € J, yo € K%, R(t, to)yo est la valeur d linstant t de la solution
mazximale du systéme (3.45) pour la donnée de Cauchy yo a linstant tg.

2. Quels que soient t,tg € J,
R(t,tg) € GL4 (K) et R(to,to) = 1d.
3. Quels que soient t,tg,s € J
R(t,tg) = R(t,s)R(s,tg).
4. Quels que soient s,t € J,

R(s,t)"' = R(t,s).

Preuve. Le point|l|est une traduction directe de 'action de ¢y o cptz)l sur un vecteur dont on a les
composantes dans la base canonique B(Kd), at,ty € J fixés. Le point |2 provient du fait que, pour
tous t,tg € J, la matrice R(t,to) est la matrice de I'isomorphisme ¢; o cp;ol dans une base de K¢,
et est donc inversible. Par ailleurs, cet isomorphisme est I’identité lorsque ¢ = to. Pour montrer le
point [3] on peut par exemple remarquer que pour tous s,t,ty € J,

R(t,5)R(s,t0) = Mat (09, ", B(K?)) x Mat (i 0 ;! BKY))
= Mat ((prow;") o (ps0vi') BKY)
= Mat (g0 (5" 0 s) 0, BK?))
= Mat (400" B(K?))
= R(t,to).
Enfin, pour le point [ il suffit de choisir ¢ = ¢, dans le point [ |
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Définition 3.6.7 On appelle systéme fondamental de solutions de (3.45) toute base de l’es-
pace vectoriel Sy des solutions de (3.45)) sur J.

On peut caractériser les systemes fondamentaux de solutions de (3.45)) parmi les familles de d
solutions de (3.45)) comme suit.

Propriété 3.6.8 Supposons que J # 0. Soient (vi,...,vq) € S;lf une famille de d solutions de
(13.45) sur J. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La famille (vy,...,vq) forme un systéme fondamental de solutions de ({3.45)).
2. Pour tout t € J, le déterminant de (v1(t),...,vq(t)) est non nul.

3. Il existe tg € J, le déterminant de (v1(to), ..., vi(to)) est non nul.

Preuve. Il suffit de remarquer que
Vke{l,...,d}, VtelJ, or(vg) = vi(t),

et de se souvenir que, par la propriété[3.6.3] 'application ¢, est un isomorphisme d’espaces vectoriels
entre Sy et K¢ quel que soit t € J. [ |

Définition 3.6.9 On appelle matrice fondamentale de [’équation homogéne (3.45)) toute fonc-
tion matricielle t — V (t) dont les colonnes forment un systéme fondamental de solutions de (3.45))
sur J.

Propriété 3.6.10 Sit — V(t) est une matrice fondamentale de (3.45) sur J, alors la matrice
résolvante R de (3.45)) vérifie

VitoeJ,  R(t,tg) =V () (V(te)) .

Preuve. Il suffit de remarquer que, par définition de la matrice fondamentale R, on a pour tous
t,tg € J,
V(t) = R(t,to)V (to),

en raisonnant par colonne. [ |

Remarque 3.6.11 Ainsi, connaitre un systéme fondamental de solutions du systéme homogéne
sur J, connaitre une matrice fondamentale de (3.45) sur J ou connaitre la matrice résolvante
de (3.45) sur J sont 8 choses rigoureusement équivalentes. C’est un moyen d’exprimer le fait que
l’on connait toutes les solutions de ([3.45)) sur J.

Propriété 3.6.12 Pour tout ty € J, la fonction t — R(t,to) est l'unique solution sur J d valeurs
dans Mg (K) du probléme de Cauchy linéaire

Z'(t) = AMZ(t)
(20 =z, -



Preuve. Fixons ty € J. En choisissant pour zg chacun des vecteurs de B(K?), on vérifie que
chaque colonne de l'application t — R(t,ty) est solution de sur J pour la donnée zy en tg.
On en déduit que t — R(t, tp) est bien solution de sur J. L’unicité provient bien siir du
théoréme [3.6.1] (la fonction ¢ — A(t) étant continue sur J). I faut toutefois faire attention et écrire
le probléme de Cauchy [3.46] de maniére équivalente sous la forme d’un probléme ot I'inconnue Y
est un vecteur de taille @2 (en identifiant Mg (K) et K%°). On assemble alors une fonction ¢ — A(t)
a valeurs dans Mg (K), telle qu'une fonction matricielle ¢ — Z(t) est solution de sur J si et
seulement si la fonction correspondante Y (par I'identification de My (K) et K@) est solution de
Y'(t) = A(t)Y (t) avec Y (to) fixé comme étant un vecteur composé de 0 et de 1 correspondant a la
matrice Id. La matrice A est continue sur J deés que A I'est. On en déduit que 'on peut appliquer
le théoréme qui assure I'unicité. []

Remarque 3.6.13 1[I faut bien distinguer l’écriture de l’équation différentielle , posée dans
un espace de dimension d de celle de qui est posée dans un espace de dimension d*. En
particulier, lorsque l'on met ’équation différentielle de (3.46|) sous la forme , la matrice qui
intervient n’est pas la matrice A (mais elle est formée a partir de A). L’équation traduit
le fait que chaque colonne de la matrice Z est solution de ’équation différentielle avec un
vecteur de la base canonique comme condition initiale en tg.

Propriété 3.6.14 Soit B € M, (K). Pour h au voisinage de 0 dans C, on a
det (Id + hB) = 1 + hTr(B) + O(h?). (3.47)

Preuve. On peut par exemple trigonaliser la matrice B, considérée comme une matrice de M4(C).
|
On en déduit la propriété suivante sur le comportement du déterminant de la matrice résolvante

ae (B15)

Propriété 3.6.15 (Equation de Jacobi et formule de Liouville) Pour tout ty € J, la fonc-
tion scalaire t — det(R(t,tg)) est de classe C' sur J et vérifie I"équation de Jacobi :

d
vVt e J, T det R(t,t9) = Tr(A(t)) det(R(t,10)).
Puisque det(R(to,tg)) = 1, on en déduit la formule de Liouwville
t
vt e J, det(R(t,t0)) = exp ( Tr(A(s))ds) .
to

Preuve. Fixons ¢ty € J. Chaque colonne de t — R(t,ty) étant de classe C' sur .J, il vient que
chaque coefficient de ¢t — R(t,t() est de classe C! sur J. Par suite la fonction A : ¢t — det(R(t,t0))
est de classe C! sur J comme somme de produits de telles fonctions. Fixons maintenant ¢ € J et
considérons h € R tel que t + h € J. Ecrivons que

A(t+h) = det(R(t+ h,to))
= det (R(t + h, to) R(t, to) 'Rt o) )
= det (R(t, o)) det ((R(t + h,to) R(t,t0) ")) . (3.48)
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Or, puisque t — R(t,tg) est dérivable en ¢, et solution de (3.46) par la propriété|3.6.12 on a, pour
h proche de 0,

R(t + h,to) = R(t,to) + hA(t)R(t, to) + o(h).

Ceci implique, pour h proche de 0,
R(t + h,to)R(t, to) ™' = 1d + hA(t) + o(h).
On en déduit que pour h proche de 0,
det (R(t + h,to)R(t,to) ™) = det (Id + hA(t)) + o(h).
Utilisant le développement limité et la propriété il vient que, pour h proche de 0,
det (R(t + h, o) R(t, to) ™) = 1+ BTx(A(1)) + o(h).
Utilisant ce développement dans , on obtient pour h proche de 0,
A(t+h) = A(t) (1 + hTr(A(2))) + o(h).

Ceci implique que

A'(t) = Tr(A(t)A(t).

Ceci démontre que t — det(R(t,tp)) est solution de I’équation de Jacobi sur J. On en déduit la
formule de Liouville par intégration de cette équation différentielle scalaire, linéaire, homogene,
d’ordre 1, a coefficient continu (sur J) avec la donnée initiale A(tg) = 1. |

3.6.3 Equations différentielles linéaires inhomogénes

On a vu en la structure de ’espace des solutions de 1’équation homogeéne associée a
. Dans cette section, toujours sous ’hypothese que t — A(t) et t — B(t) sont continues sur
I'intervalle (non vide) J, nous allons nous intéresser a la structure de ’ensemble des solutions de
sur .J, et voir comment il est possible, si I’on connait les solutions de , de caractériser
une solution particuliere de (3.42)) sur J, pour en déduire I’ensemble des solutions de ([3.42)) sur J.

Structure de ’ensemble des solutions

On note toujours Sy I'ensemble des solutions de (3.45) sur J.

Théoréme 3.6.16 L’ensemble S des solutions de (3.42)) sur J est un espace affine de direction
Su. Siy, est une solution particuliére de (3.42) sur J, alors

Preuve. Soit y, une solution particuliere de (3.42) sur J. Il en existe par le théoréme m
Observons qu’une fonction y de J dans K? est solution de (3.42)) sur .J si et seulement si y — Yp est
solution de (3.45)) sur J. Le résultat en découle. ]
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Méthode de variation des constantes

Connaissant un systeme fondamental de solutions de sur J, donc connaissant la matrice
résolvante t — R(t, o) sur J pour un certain ¢ty € J, nous allons caractériser une solution particuliere
de sur J, de telle maniére que celle-ci sera calculable dans les exercices (elle ne 'est pas, en
général, mais on se rameéne a un probleme simple de primitivation). Cette méthode porte le nom
de méthode de Duhamel pour le calcul d’une solution particuliere du systeme inhomogene.

Fixons Yy € K% Cherchons la solution 3 de sous la forme

y(t) = R(t,t0)x(t),

ou x est une fonction dérivable inconnue sur J vérifiant z(tg) = Yp. Observons que pour tout ¢ € J,

y'(t) = %R(t,to)x(t)+R(t,t0)x’(t)

At)R(t,to)z(t) + R(t, to)2' ()
A()y(t) + R(t,to)2'(¢),

en utilisant la propriété [3.6.12| Ainsi, la fonction y est solution de (3.42)) sur J si et seulement si
pour tout ¢ € J,
2'(t) = R(to,t)B(t).

Puisque la fonction B est continue sur J, ce probléme de primitivation (a une solution sur J et)

est équivalent a la relation
t

x(t) = z(to) + | R(to,s)B(s)ds.
to
Ainsi, la fonction y est la solution de (3.42)) sur J pour la donnée de Cauchy (¢, Yp) si et seulement
si
t
vVt € J, z(t) =Yo+ | R(to,s)B(s)ds.

¢
Et dans ce cas, on a pour tout t € J, O
y(t) = Rt to)x(t)
—  R(t,t0)Yo + R(t, o) /t " Rlto, s)B(s)ds
0
= R(t,t9)Yy + tt (R(t,to)R(to, s)) B(s)ds
0
= R(t,to)Yo + tt R(t,s)B(s)ds.
0
On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 3.6.17 (formule de Duhamel) Si A et B sont continues sur lintervalle J, alors
pour tout tg € J et tout Yy € K%, lunique solution y de (3.44) sur J vérifie

t
vVt e J, y(t) = R(t,t0) Yo+ | R(t,s)B(s)ds,

to

ot t — R(t,tg) est la matrice résolvante du systéme homogéne (3.45)) associé a (3.42]).
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3.6.4 Equations différentielles linéaires scalaires

On se donne d + 1 fonctions scalaires continues b, ug, ..., ug4—1 sur un intervalle non vide J, et
I’on s’intéresse aux solutions sur J de ’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre d
YD) +ug 1 (Y I (E) + - +ua () (1) +uo()y(t) = b(t). (3.49)
Posant pour t € J,
y(t) 0
y(t :
Y(t) = : ) . B(t)= K
y I (t) b(t)
et
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Alt) = . SRR : :
0 e 0 0 1 0
*Uo(f) —Uul (t) —Uu9 (t) e e *’U,d_l(t)

Péquation (3.49)) s’écrit de maniere équivalente (3.42]).
En particulier, pour le systéme homogene (B = 0), on peut définir le wronskien d’une famille
de fonctions de Sp.

Définition 3.6.18 On suppose que B = 0. On note yi,...,yq une famille de solutions de (3.49)
sur J. On appelle Wronskien de cette famille de solutions la fonction W définie pour t € J par

y1(t) yalt) o wal?)
W) = det Y1 (t) yo(t) - yy(t)
YD D el

La traduction de la propriété [3.6.8 pour le Wronskien d’une famille de solutions d’une équation
scalaire homogene est alors la suivante.

Propriété 3.6.19 On suppose que b =0 (de maniére équivalente, B = 0) et que ug,...,uq—1 sont
d fonctions continues sur l'intervalle non vide J. Soit y1, . .., yq une famille de d solutions de (3.49)

sur J. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. La famille y1,...,yq est une base de l’espace des solutions de (3.49) sur J.
2. Pour tout t € J, W(t) # 0.
3. 1l existe ty € J, W (tg) # 0.

De méme, la traduction de la propriété [3.6.15] est la suivante

Propriété 3.6.20 (Formule de Liouville pour le Wronskien) On suppose que b =0 (de ma-
niere équivalente, B = 0) et que ug,...,uq—1 sont d fonctions continues sur l’intervalle non vide
J. Soit y1,...,yq une famille de d solutions de (3.49) sur J. Le Wronskien W de cette famille de
solutions vérifie

Vi, tg € J, W (t) = W (to)exp (— /t: udl(s)ds> )
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3.6.5 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

On s’intéresse dans cette section au cas ou la fonction ¢ — A(t) est en fait indépendante de t.
Elle est en particulier continue sur tout intervalle ou t — B(t) est continue. On va principalement
s’intéresser a la résolution du systeme homogene dans ce cas (le cas inhomogene se traitant
ensuite par la méthode de Duhamel, par exemple, voir le théoreme , et montrer comment on
peut exprimer la matrice résolvante R a ’aide de I’exponentielle de la matrice A dans ce cas. Ensuite,
nous indiquerons comment on peut calculer la résolvante lorsque la matrice A est diagonalisable,
ou lorsqu’elle ne lest pas mais que 'on en connait une matrice (semblable) réduite de Jordan.

Exponentielle d’une matrice

On munit toujours K? de la norme euclidienne (ou hermitienne) usuelle, notée || - ||, et ’on munit
Mgy (K) de la norme subordonnée, notée [|-||. Les espaces K¢ et My (K), munis de leur norme
respective, sont complets. En particulier, les séries qui convergent absolument dans ces espaces
y convergent, et les séries de fonctions a valeurs dans ces espaces qui convergent normalement
convergent uniformément.

Propriété 3.6.21 Pour tout A, B € Mg (K), on a
ABI < LAl > [1B3]-
Corollaire 3.6.22 Pour tout A € My (K) et tout k € N, on a
k
4] < nar®

Définition 3.6.23 Pour tout A € M, (K), la série de terme général (Ak—f)keN converge absolument

dans Mg (K). On note exp(A) € My (K) sa somme, appelée exponentielle de la matrice A.
Ainsi,

“+oo Ak;
exp(4) = Z el
k=0

Preuve. Soit A € M, (K). En utilisant le corollaire [3.6.22 on a facilement

A
ren H o At
k
Or la série de terme général ('”‘2',”) converge. On en déduit que la série de terme général
’ neN
(Ak—f) o converge absolument. En particulier, elle converge, car M  (K) muni de la norme |||-||| est
: n
complet. [ |

Fixons A € M, (K) et intéressons-nous a la série de puissances de terme général (ay)ren défini
pour k € N par
R — My (K)
ak (tA)F
t — il

En posant pour tout k € N, a, = A¥/k!, on a
VkeN, ,VteR, ar(t) = thay,.
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Propriété 3.6.24 Le rayon de la série de puissances de terme général ap est infini. Pour tout
t € R, la somme de la série de terme général (ap(t))ken est exp(tA). En particulier, la fonction
t — exp(tA) est de classe C*° sur R et l'on a

P
VpeN, VteR, %exp(tA) = APexp(tA) = exp(tA)AP.

Preuve. Par la formule de Hadamard@ (1.16]), on sait que le rayon R € [0,400] de la série de la
série de puissances de terme général (a)gen vérifie

7 = limsupg, o flax " (3.50)
Ici, l'estimation

deen, ol < JALC
assure que ‘

VkEN, o]t < (ﬂfwk‘
Puisque
(kHYE — o0,
k—400

on obtient que

limsupy_ o0 [k | /* = 0,

Utilisant , ceci implique que R = +o00. Le fait que la somme de cette série de fonctions coincide
en t avec exp(tA) est conséquence de la définition de exp(tA). De plus, la série de puissances de
terme général (ay)ren converge normalement sur les segments de R, sa somme est de classe C* sur
R est les dérivées successives s’obtiennent en dérivant terme a terme sous le signe somme. [ |

On peut caractériser les couples de matrices pour lesquels la propriété de morphisme de I'expo-
nentielle est valide sur la droite qu’elles engendrent.
Propriété 3.6.25 Soit A, B € My (K). On a
Vit € R, exp (t(A+ B)) = exp(tA)exp(tB), (3.51)

si et seulement st

AB = BA. (3.52)

Preuve. Dans le sens direct, si I'on suppose la relation (3.51]), alors on peut dériver chaque terme
par rapport a ¢t pour obtenir

vVt € R, (A+ B)exp(t(A + B)) = Aexp(tA)exp(tB) + exp(tA)exp(tB)B.
Dérivant a nouveau cette relation, on obtient pour tout ¢t € R,

(A + B)?exp(t(A + B)) = A%exp(tA)exp(tB) + 2Aexp(tA)exp(tB) B + exp(tA)exp(tB) B2,

13. On dit parfois "formule de Cauchy-Hadamard" pour ce résultat. En effet, la formule a été découverte, montrée
et publiée par Cauchy en 1821 [3], et elle est restée relativement ignorée. Elle a été redécouverte par Hadamard en
1888 [6], et est notamment incluse dans sa theése [7] en 1892.
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Evaluant cette relation en ¢ = 0, on conclut que

A2+ AB+ BA+ B? = A2 + 2AB + B2

Ceci implique (3.52]).
Dans le sens réciproque, constatons que
+o0 tk
VEER,  exp(t(A+B)) =) A+ B)k.
k=0""
Puisque A et B commutent par (3.52)), on a
k
k! _
Vk e N, (A+B)F=>" mAka ¢
= !
Par suite, pour tout t € R,
cp(t(A+B) — S b (fj ad A%“)
X = —_ -
= k! s (k= 0)!
+o0 k[ k—¢
t t
LS () ()
k=0 £=0 (ﬂ (k —0)!

Ainsi, exp(t(A + B)) est la somme de la série dont le terme général est le produit de Cauchy de la
série de terme général ((tA)*/k!)ren (de comme exp(tA)) par la série de terme général ((tB)* /k!)ren
(de somme exp(tB)). Puisque ces trois séries convergent absolument, on en déduit (3.51]). [ ]

Faisons maintenant le lien avec les systémes différentiels linéaires homogénes a coefficients
constants.

Propriété 3.6.26 Soit A € My (K). La matrice résolvante R de l’équation différentielle
Y'(t) = AY (), (3.53)
est définie sur R? et l'on a
Vi, to € R, R(t,to) = exp ((t —tp)A).

Preuve. La fonction ¢ — A(t) est constante donc continue sur R et 'on peut appliquer les résultats
de la section En particulier, R est définie sur R? et, par la propriété [3.6.12] pour tout tg € R,
la fonction t — R(t,to) est I'unique solution sur R (a valeurs dans M (K)) du probléeme de Cauchy

{Z’(t) = AZ(t)

Z(ty) = 1d
Or, par la propriété [3.6.24| (avec p = 1), il vient que la fonction ¢ — exp((t — t¢)A) est solution de
ce probleme de Cauchy. L’unicité assure que cette fonction conincide avec t — R(t,tg). [ |

Propriété 3.6.27 Si A,B € My (K) et P € GL; (K) sont telles que
A= PBP !, (3.54)

alors
vt € R, exp(tA) = Pexp(tB)P~L. (3.55)
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Preuve. La relation de similitude (3.54) entre les matrices A et B implique
Vk € N, AF = pBFpPL.
Par suite, on a

A _ pUBY p

k! k!

Vk e N, VteR,

On en déduit que

P (tA) p
VpeN, VteR, > T <Z k:')

k=0 k=0
Finalement, la continuité du produ1t de matrices dans My (K) permet de passer a la limite quand
p tend vers 400 pour obtenir . [ |

La propriété précédente assure que, pour calculer ’exponentielle de la matrice A, il est suffisant
de calculer celle d’une matrice semblable & A pour laquelle on connait la relation de similitude, car
alors les matrices exponentielles vérifient la méme relation de similitude. En particulier, lorsque la
matrice A est diagonalisable, on a la propriété suivante.

Propriété 3.6.28 Soit A € My (K) une matrice diagonalisable. 1l existe \1,..., \q € K et P €
GL; (K) tels que

A1 (0)
A=P : p!
(0) Ad
Dans ce cas,
etM (0)
vt € R, exp(tA) = P . pPL
© e

Lorsque la A n’est pas diagonalisable, elle est (théoriquement : il n’y a pas d’algorithme de
calcul) semblable & une matrice carrée B diagonale par blocs, dont chacun des blocs diagonaux est
un bloc de Jordan : ¢’est le théoréme de réduction de Jordan (qui suppose que K = C). Cette forme
diagonale par blocs de B a une propriété intéressante : puisque les puissances de B sont diagonales
par blocs également, chaque bloc de B¥ étant la puissance k du bloc correspondant dans B, il vient
par linéarité et passage a la limite que I'exponentielle de tB est diagonale par blocs, chaque bloc
étant I’exponentielle de ¢ fois le bloc correspondant dans B. Ainsi, il nous reste a décrire comment
on calcule 'exponentielle de ¢ fois un bloc de Jordan pour décrire un procédé systématique (sous
réserve que l'on sache calculer une réduite de Jordan B de A) de I’exponentielle de tA.

Propriété 3.6.29 Soit J une matrice carrée de taille s > 2 de la forme

A1 0)
J = ,
A 1
(0) A
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ourxeC. Ona

1t t?)2 571/ ((s — 1))
0 1 t t572/((s — 2)))
vVt € R, exp(tJ) = eM
1 t
0 0 1
Preuve. Remarquons que
J=Mg+ N,

ou N est la matrice nilpotente d’ordre s qui est nulle partout sauf sur sa premieme sur diagonale,
sur laquelle les coefficients valent 1. Puisque Ay et N commutent, la propriété [3.6.25| assure que

vVt € R, exp(tJ) = exp(tAl;) x exp(tN).
Il reste a remarquer que, d’une part,
vVt € R, exp(tAl) = M,

et d’autre part,

1ot 22 - 7Y ((s—=1)
0 1 t - t572/((s=2))
Vt € R, exp(tN) = | : ' ' .
1 t
0 0 1
|
Exercice 3.6.30 Déterminer ’ensemble des solutions sur R du systéme différentiel
#'(t) = y(t) — ()
y'(t) = =) + y)
Z(t) = x(t) + z(t)
Exercice 3.6.31 (Calcul d’une transformée de Fourier dans L£!) 1. Montrer que pour tout

w € R, la fonction t — %e_w est absolument intégrable sur ]0,+oo[. On note pour w € R,

F(w) = —e idt.

0o Vi

2. Justifier que la fonction F est de classe C' sur R et vérifie
litw
21+ w?

Yw € R, Fl(w) = F(w).

3. Justifier que F(0) = /. On pourra utiliser le résultat de l’exercice .
4. En déduire que

ﬁ . ef%Arctan(w)
(1 +w?)F

Vw € R, F(w) =
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Exercice 3.6.32 On note E l’espace des fonctions continues sur R™ a valeurs réelles, b un nombre
réel et a un nombre réel strictement positif.

1. Montrer que pour tout f € E, il existe une unique fonction g de classe C* sur R* a valeurs
réelles telle que

Vt>0,  g'(t) +ag(t) = f(t),
et g(0) =b.

2. Soit f € E une fonction absolument intégrable sur RT. Montrer que la fonction g corres-
pondante est également absolument intégrable sur RY et que l'on a

/+°° gyt =241 /+o° Ft)dt.
0 a a Jo
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Chapitre 4

Fonctions d’une variable complexe
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Ce chapitre est fortement inspiré du chapitre correspondant de [10].

4.1 Le plan complexe : C = R? et les fonctions holomorphes sur
un ouvert

4.1.1 Isomorphisme canonique et implications

On munit C du module usuel noté | - | et R? de la norme euclidienne canonique notée || - ||, de
sorte que, pour tout (x,y) € RQ, on a

o= )]

Propriété 4.1.1 Les deur espaces (C,|-|) et (R, || - ||) sont des R-espaces vectoriels normés de
dimension 2.

Propriété 4.1.2 L’application
R — C

I: r — x4y |’
Y Y

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. C’est de plus une isométrie.

Corollaire 4.1.3 Via lUapplication I, on peut identifier
— les points de C et de R?,
— les boules ouvertes de C et R? :

V(z,y) € R%, Vr >0, I(B((z,y),r]) = B(I(x,y),r],

— les topologies de C et de R? (les parties ouvertes),

— les suites convergentes dans C et dans R?,

— les sommes d’éléments de C et les sommes d’éléments de R?,

— la multiplication par un réel d’un élément de C et la multiplication par un réel d’un élément
de R?.

En revanche, pour la loi x de C, il n’y a pas d’identification triviale. Nous allons étre un peu
plus précis a ce sujet dans la section

Corollaire 4.1.4 Via l'application I, on peut également identifier les fonctions d’un ouvert € de
C dans C avec les couples de fonctions de Q (vu comme un ouvert de R?) a valeurs réelles, en
écrivant

Vz € Q, f(z) = u(R(2),S(2)) +iv(R(2), 3(2)), (4.1)
ot f:QCC—Cetu,v:QCR?—R, et en posant
Q — R?
VzeQ, F: u(z,y)
@) = <v<x, y>>

La section s’intéresse au cas ou f est une application R-linéaire, qui correspond au cas
ou F : (z,y) = (u(z,y),v(r,y))! est R-lindaire. En particulier, on s’intéressera au cas ot f est
C-linéaire (donc R-linéaire).
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4.1.2 Applications R-linéaires de C dans C, et de R? dans R?

Remarque 4.1.5 Les applications R-linéaires de R? dans R? forment un R-espace vectoriel de
dimension 4, isomorphe d l’ensemble des matrices carrées a coefficients réels de taille 2 X 2 (en
fizant une base, par exemple la base canonique B(R?) de R?). Nous utiliserons abondamment cette
identification dans la suite.

Définition 4.1.6 On note L(R?) I’ensemble des applications R-linéaires de R? dans R? (que l’on
confond avec M2(R)).
On note Lr(C) l’ensemble des applications R-linéaires de C dans C.

Propriété 4.1.7 L’ensemble Lr(C) est un R-espace vectoriel de dimension 4, dont une base est
formée par les applications

P12z 2, P2z 1z, P32 Z, et P42 1z

De plus, l'application
Lr(C) — L(R?)

P R(p(1)) R(e(@)) |, (4.2)
v (%«a(l» %(so(z')))

est un isomophisme de R-espaces vectoriels. Cet isomorphisme permet d’identifier

B(p1) = <(1) 2) . D) = (? _01> ;o P(p3) = (é _01> ; et Plps) = <(1) (1)> '

Remarque 4.1.8 La correspondance (4.2)) correspond a celle évoquée en (4.1) dans le cas ou Q) =
R?, et f: C — C est une application R-linéaire.

Remarque 4.1.9 Remarquer que

det (P(p1)) = det (B(p2)) =1 et det (P(p3)) = det (B(p4)) = —1.
Ceci traduit la conservation de l’orientation par o1 et po et son inversion par @3 et @4.
Définition 4.1.10 On note Lc(C) l’ensemble des applications C-linéaires de C dans C.
Remarque 4.1.11 Les éléments de Lc(C) sont les applications de la forme z — az, ot a € C.

Propriété 4.1.12 L’ensemble Lc(C) est un R sous-espace vectoriel de Lr(C) de dimension 2. De
plus,
Lc(C) = Vect(p1, p2).

Preuve. Le fait que L¢(C) est un R sous-espace vectoriel de Lg(C) est laissé en exercice. Montrons
que Lc(C) = Vect(p1, 2) pour conclure la preuve. D’une part, Vect(y1,p2) C Lc(C), et d’autre
part, si f € L¢(C), alors il existe a € C tel que

Vz € C, f(z) = az.
En posant a = R(a) et § = (a), il vient que
f=ap1+ P

Ainsi, on a Lc(C) C Vect(g1, p2). Le fait que (g1, ¢2) forme une famille libre sur R dans L¢(C)
est également laissé en exercice. [ |
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Propriété 4.1.13 Une application L € L(R?) est C-linéaire (au sens ou il eviste f € Lc(C) tel
que L = ®(f)) si et seulement si (la matrice dans la base canonique de R? de) L est de la forme

o —p
L= .
Preuve. Utilisant la propriété [4.1.12] il suffit de remarquer que

Va, B € R, D (a1 + Ppa) = (g _ﬁ> : (4.3)

Q

4.1.3 Applications d’un ouvert de R? dans R? ou d’un ouvert de C dans C :
notions ponctuelles de différentiabilité et de C-dérivabilité

Commencons par rappeler la définition et la propriété suivantes.

Définition 4.1.14 Soit Q un ouvert de R? et F une fonction de 2 dans R%. Soit (zq,yo) un point
de Q. La fonction F est dite différentiable en (xg,yq) lorsqu’il existe L € L(R?) telle que pour
tout € > 0, il existe r > 0 tel que pour tout (x,y) € B((xo,v0), |,

| F(z,y) — F(zo,y0) — L {(%y)t - (ﬂfo,yo)t} I <ell(z,9)" = (o, y0)"|- (4.4)
Remarque 4.1.15 Avec les notations de Landau, ceci s’écrit encore, au voisinage de (xq,yo),

F(x,y) = F(zo,30) + L |(2,9)" = (z0,90)'] + 0 (Il )" = (o, 0)'ll)

La différentiabilité en un point est donc, par définition, ’existence d’un développement limité a
Uordre 1.

Propriété 4.1.16 Soit Q un ouwvert de R? et F' une fonction de Q dans R%. On note u sa premiére
composante et v sa seconde. Soit (xo,yo) un point de Q. Si F est différentiable en (xo,yo), alors F
est continue en (xo,yo). De plus, chaque composante de F' admet une dérivée partielle par rapport
a x et par rapport a y en (xo,yo), et Uapplication L dans (4.4)) est unique, donnée par

ou ou
(20, 0)  —- (w0, v0)
_ | ox oy
L= ov ov

%(1‘07 yo) 67/(?507?;0)

L application L est appelée différentielle de F' en (z9,y0). On la note dF

Z0,Y0) "
Introduisons maintenant la définition

Définition 4.1.17 Soit Q un ouvert de C et f une fonction de  dans C. Soit zy un point de §2.
La fonction f est dite C-dérivable en zg lorsqu’il existe a € C tel que pour tout € > 0, il existe
re > 0 tel que pour tout z € B(zg, re[,

|f(2) = f(20) — a(z — 20)| < €|z — 20]- (4.5)
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Propriété 4.1.18 Soit Q un ouvert de C et f une fonction de 2 dans C. Soit zg un point de §2.
Si la fonction f est C-dérivable en zg, alors le nombre a vérifiant (4.5) pour tout € > 0 (et dans
toute boule B(zo,7:| correspondante) est unique, appelé nombre dérivé de f en zg, noté f'(zo).

Preuve. Exercice. [ |

Propriété 4.1.19 Soit Q un ouvert de C et f une fonction de 2 dans C. Soit zg un point de §2.
Si la fonction f est C-dérivable en zg, alors elle est continue en zg.

Preuve. Exercice. [ |

Comparant les définitions (4.4) et (4.5)), et utilisant les propriétés [4.1.12f et 4.1.13} il vient que

Propriété 4.1.20 (Relations de Cauchy-Riemann) Soit Q un ouvert de C, f une fonction de
Q dans C, zg = zo + iyo un point de Q, et F = (u,v) la fonction de Q dans R? correspondant a f
via . La fonction f est C-dérivable en zg si et seulement si la fonction F est différentiable en
(zo,y0) et vérifie

0 0 0 0
a*;t(ﬂ?o,yo) = 8*2(900,%) et a*;b(xovyo) = —a*;(ﬂfo,yo)- (4.6)

Preuve. Il suffit de constater que f est dérivable en zy de nombre dérivé a € C si et seulement si
F est différentiable en (xo,y0) et dF (g ) = ® (2 = az). En effet, d'une part, si f est dérivable en
zp de nombre dérivé a € C, alors la fonction F correspondante par le corollaire [£.1.4] vérifie pour
tout (z,y) € Q,

| F(2,9) = Fla0,y0) = ®(a) |(z,1)" = (w0, 30)'] |

= [f(z+1y) — fzo + iyo) — al(z +iy) — (zo + iyo)]].
En particulier, F' est différentiable en (zg, o) et sa différentielle ®(a) vérifie (4.6 par la propriété
4.1.13| Réciproquement, si F' est différentiable en (zg,yp) et les relations (4.6]) sont vérifiées, alors
dF(z, ) €st dans 'image par @ de L¢(C) par la propriété 4.1.13} On en déduit que pour tout z € €,
[£(2) = F(20) = @ (dF{ay 40)) 2 — 20]|
= |PUTN) = I (20)) = dFlag o) [T71(2) = T (20)] |

En particulier, f est C-dérivable en zy, de nombre dérivé a = <I>*1(dF( [ |

xo,yo))'

Remarque 4.1.21 Avec les notations de la propriété[{.1.20, lorsque la fonction f est C-dérivable
au point zg = xg + 1Yo, ON a
ou ov ov ou
/ _ . _ o
Fiz0) = 5 (0, 50) + i5— (20, 30) 3y (0, o) "oy (0, ¥0),

comme on le constate aisément en examinant la preuve de la propriété [{.1.20 et, par exemple, la

relation (4.3)).

On retrouve pour les fonctions C-dérivables en un point zg les propriétés usuelles des fonctions
dérivables d’une variable réelle suivantes.
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Propriété 4.1.22 Soit Q2 un ouvert de C, zo € Q, \,u € C et f et g deux applications de ) dans
C.
— Si f et g sont C-dérivables en zy, alors z — Af(2) + pg(z) est C-dérivable en zy et l'on a

(Af + 1g) (20) = M (20) + 1g' (20)-

— Si f et g sont C-dérivables en zy, alors z — f(z) x g(z) est C-dérivable en zy et l'on a

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g' (20)-
— Si f et g sont C-dérivables en zy et g(z9) # 0, alors z — % est définie dans un voisinage
de zg, et elle est de plus C-dérivable en zy avec

(f>/ (20) = f'(20)9(20) = f(20)9'(20)
g) " 9(20)?

Propriété 4.1.23 Soit Q; et Qs deux ouverts de C, f une fonction de )1 dans C et g une fonction
de Qg dans C. On suppose que f est C-dérivable en zy et que g est C-dérivable en z1 = f(zg). Alors
la fonction z — g o f(z) est définie au voisinage de 2y et elle est de plus C-dérivable en zy avec

(g0f) (20) = f'(20) X (¢ o f)(20).

4.1.4 Fonctions holomorphes sur un ouvert de C

Définition 4.1.24 Soit Q) un ouvert de C et f une application de  dans C. On dit que la fonction
f est holomorphe sur 'ouvert 2 lorsque f est C-dérivable en tout point zy € 2. On note H(S2)
(ou H(2,C)) l’ensemble des applications holomorphes de Q dans C.

Définition 4.1.25 Soit Q un ouvert de C et f € H(). On appelle fonction dérivée de f (ou
plus simplement dérivée de f) la fonction

;[ —  C
f’(z — f’(Z)>'

Remarque 4.1.26 Si f' est elle-méme holomorphe sur Q, on définit la dérivée seconde de f comme
pour les fonctions d’une variable réelle. Il en va de méme pour toutes les dérivées successives de f.
On les note %) pour k > 1.

Propriété 4.1.27 Soit Q un ouvert de C et f une application de Q dans C. On note F = (u,v)!
la fonction de Q0 dans R? correspondante par le corollaire . La fonction f est holomorphe sur
Q si et seulement si la fonction F' est différentiable sur Q et l'on a

ou ov ou ov
V(x,y) € Q? %(xvy) - %(x)y) et @($,y) - _%(1‘7?/)

Preuve. Il suffit de globaliser la preuve de la propriété [4.1.20 [ |

Remarque 4.1.28 Les propriétés ponctuelles [4.1.29 et |4.1.25 se globalisent également a des ou-
verts tout entiers.
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Donnons maintenant quelques premiers exemples de fonctions holomorphes (ou non) sur des
ouverts de C.

Propriété 4.1.29 La fonction
Iy CcC — C
Nz — 2z’
est holomorphe sur C, de dérivée constante égale a 1.

Preuve. Exercice. [ |

Corollaire 4.1.30 Toute fonction rationnelle f = p/q avec p € C[X], ¢ € C[X]|\{0} etpAq= 1E|
est holomorphe sur l’ouvert

Q={z€C | q(z) #0}.

Preuve. Exercice (en utilisant éventuellement la remarque [4.1.28)). |
Exercice 4.1.31 1. Montrer que la fonction
Iy cC — C
2z — R())’
n’est C-dérivable en aucun point de C.
f cC — C
Nz o— 2)2)

n’est C-dérivable en aucun point de C\ {0}, alors que la fonction F correspondante par le
corollaire est de classe C*° sur R?.

2. Montrer que la fonction

4.2 Les sommes de séries de puissances sont holomorphes

Théoréme 4.2.1 Soit (¢;)nen € CN une suite de nombre complexes telle que le rayon R de la série
de puissances de terme général (z v+ c,2"), oy est strictement positif (c’est-a-dire que R €]0, 4-00] ).
Pour tout zg € C, la fonction

B(Zo, R{ — C
E S
' z — Z en(z —20)"
n=0

est holomorphe sur B(zg, R[. De plus, sa dérivée est la série de puissances dérivée formelle définie

a la définition[1.5.23,

1. Ici, p A ¢ dénote le PGCD de p et ¢ dans Panneau principal C[X]. Le fait que p A ¢ = 1 signifie que p et g sont
premiers entre eux. Par le théoréme fondamental de ’algebre ceci est équivalent au fait que p et ¢ n’ont pas
de racine (complexe) commune. Cette condition de primalité n’est pas nécessaire pour que le corollaire soit vrai, mais
elle permet de définir f = p/q sur le plus grand ouvert possible.
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Preuve. Par la propriété la fonction f est bien définie sur B(z, R[. De plus, par la propriété
1.5.24} le rayon de la série de puissances de terme général (z — nc,(z — zo)”_l)n>1 est également

R. Considérons R €]0, R[ (de sorte que R est fini). Fixons z € B(zp, R| et choisissons p > 0 tel que

B(z, p|C B(zp, R[. Pour tout y € B(z, p| tel que y # z, calculons

+o0o
f(y) : f(Z) _ Z TLCn(Z o Zo)n—l
Y z n=1

_ JFZO:O e ((y - zo); : iz —20)" n(z — Zo)n_1>

n=1
I U R Al )
= Z Cn < (0= 20) = (= = 70) n(z — zp) ) . (4.7)

Observons que, lorsque n = 1, le terme dans la somme de (4.7)) est nul. De plus, pour tout n > 2,
lorsque de plus y # zg, on a en utilisant les propriétés des progressions géométriques

n=1

~a) ) G
e (a1
Y—=o

= (- ) S =

k=0 \Y ~ #0

n—1
= D (z—2)fly—2)"""

k=0

On en déduit que

(y—20)" = (z—2)" "= k 1k
=) (z—20)"(y —20)" 7,

(y — 20) — (= — 20) ,g)



et cette égalité est encore vraie lorsque y = zp. Par suite, on a pour tout n > 2,
(y —20)" — (2 — 20)"
(y — 20) — (2 — 20)
n—1
= Z(Z —20)"(y — 20)" " F —n(z — 2)" !
k=0
n—1
= > ((k+1)=k)(z—20)"(y = 20)" " —n(z = 2)"""
k=0

1

—n(z —20)""

n—1

n—1
= > (k+D(—20) y—20)""F =D k(z—20) "y —20)" " —n(z —2)"
k=0 k=0

n—1 n—1
= Z k(z — 20) ¥ Y (y — o)1= — Z k(z — 20)f (y — zo)" 7"
k=1 k=1

n—1 n—1
= (=20 k(z—20""(y—20""F = (2= 20) D k(z— 20"y —20)" "
k=1 k=1

n—1
= (y—2)Y_ k(z—20)" 'y —20)""""F
k=1

On en déduit que pour tout n > 2,

o (U2l )

(y —20) — (2 — 20)

n—1
< leally — 2 Y klz = 20"y — 2o/ F
k=1
n—1 5
< leally — 2 Y kR E
=1 .
SRn 2
e (45)

Puisque le rayon de la série de puissances (w + c,n?w" 2),>9 est également égal & R (par la

propriété [1.5.24), et puisque R < R, la série de terme général positif (|c,|R" 2n(n — 1)/2)pn>2
converge vers un certain C' > 0. En rassemblant (4.7)) et (4.8), on obtient que pour tout y €
B(Zo,p[\{Z}, on a

— f(z I
f(yz_f() — Z nen(z — 20)" ' < Cly — 2.

n=1

En particulier, la fonction f est C-dérivable en z et 'on a

+0o0
f(z) = Z nen(z — 29)" L
n=1

Ceci valant pour tout z € B(zg, R[, il vient que f est holomorphe sur B(zg, R| et sa dérivée est bien

la somme de la série de puissance dérivée formelle en chaque point de B(zg, R[. Ceci valant pour
tout R €]0, R|, le résultat suit. |
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Remarque 4.2.2 Le théoréme précédent assure que la somme d’une série de puissances est holo-
morphe sur son disque ouvert de convergence. Il ne dit en revanche rien de ce qui se passe sur le
bord du disque. En un tel point, la notion de C-dérivabilité est de toute facon bien limitée, car on
ne peut pas "venir" vers un point du bord du disque dans n’importe quelle direction en restant dans
le disque (on n’est plus dans le cas d’un point dans un ouvert sur lequel la fonction est définie).

Corollaire 4.2.3 Sous les hypothéses du théoréme précédent[{.2.1), la fonction f est C-dérivable a
tout ordre et chacune de ses dérivées est la somme de la dérivée formelle correspondante :

+o0o |
Vk eN, Vze B(z,R], FB ) =3 ank,(z — 20)" k.
n=~k (n - )

Preuve. Exercice, par récurrence sur k € N*. L’initialisation comme ’hérédité viennent directe-
b
ment du théoréme 4.2.1 ]

Remarque 4.2.4 Bien sir, comme dans le cas des séries de puissances d’une variable réelle (re-
marque et corollaire , il y a unicité dans les coefficients d’une série de puissances
d’une variable compleze : la formule (1.18)) est également vraie pour les sommes de séries de puis-
sances d’une variable complexe.

4.3 Les fonctions holomorphes sont développables en séries de
puissances

Le but de cette section est d’obtenir une forme de réciproque du théoreme Pour cela, nous
allons commencer par un lemme (lemme qui donne une condition suffisante pour qu’une cer-
taine intégrale & parametre soit somme d’une série de puissances dans un certain ouvert. Ensuite,
nous définirons l'intégrale d’une fonction (continue) le long d’un chemin, pour ensuite montrer une
formule de représentation comme une intégrale a parametre valable pour les fonctions holomorphes
sur un ouvert (formule de Cauchy du théoreme . On pourra alors appliquer le lemme ini-
tial pour en déduire qu'une fonction holomorphe est développable en série de puissances (voir le

théoreme 4.3.63| pour un énoncé précis).

4.3.1 Une condition suffisante pour étre somme d’une série de puissances

Lemme 4.3.1 Soit a < b deux nombres réels et p une fonction continue par morceaur sur le
segment [a,b] a valeurs complezes. Soit Q un ouvert de C qui n’intersecte pas l'image de ¢, c’est-
a-dire tel que ¢([a,b]) NQ = 0. Soit m une autre fonction continue par morceaux sur le segment
[a,b] d valeurs complexes. La fonction

.Q—> C
f’zr—> b_mls) 44>

a o(s)—z
est développable en série de puissances en tout point de ). Cela veut dire que pour tout zy € et
tout r > 0 tel que B(zo,7[C Q, il existe (¢p)nen € CN telle que le rayon de la série de puissances
de terme général (z — cpz")nen est supérieur ou égal a v et l'on a

+oo
Vz € B(zo, 7], f(z) = Z en(z —20)". (4.9)

n=0
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Remarque 4.3.2 Utilisant le résultat de la remarque[].2.4), on constate que, dans ce cas, la suite
(cn)nen dépend a priori de zy € Q@ mais ne dépend pas de r > 0 tel que B(zp,r[C Q. Ainsi, dans ce
cas, la fonction f vérifie en fait que pour tout zy € Q, il existe (¢, (20))nen € CV telle que pour tout
r > 0 tel que B(zo,7[C Q, le rayon de la série de puissances de terme général (z — ¢p(20)2")nen
est supérieur ou égal a r et l'on a . Dans le cas du lemme, les coefficients (cn)nen dans (4.34))
sont donnés par la formule (4.13]).

Preuve. Soit zp € Q et r > 0 tel que B(zp, r[C §2. Par hypothese, on a
Vs € [(l, b]a SD(S) ¢ B(ZOa T‘[,
c’est-a-dire

Vs € [a, b], lp(s) — 20| > 7.

En particulier, la fonction s — ¢(s) — zp ne s’annule pas sur le segment [a, b] et 'on a

z— 2 |z — 20|
Vz € B(zp,r|, Vs € |a,b], ‘ < 1. 4.10
Gorly Woelat, | <D (1.10)
Fixons z € B(zp, 7| et observons qu’alors
_ n _ n
VneN,  sup (MJ) <zl
s€la,b] 90(3) — 20 rr

Puisque |z — zo|/r < 1, ceci implique la convergence normale de la série de fonctions de terme
général (s +— (z —20)"/(¢(5) — 20)") ey Sur le segment [a,b]. Puisque la fonction s — 1/(p(s) —
29) est bornée (par 1/r) sur le segment [a,b], il vient que la série de fonctions de terme général
(s (2 —20)"/(@(s) — 20)"*1), y est également normalement convergente sur le segment [a, b].
Or, la somme de cette série s’exprime simplement car ses termes sont en progression géométrique
de raison de module strictement inférieur & 1 : pour s € [a,b] et N € N, on a

al (2 —20)" o 1 N z—2z9 \"
nz::O (o(s) —zo)mtt 2 <<P )

(P(S) — 20 n=0 (S) — 20
L \NH1
_ 1 I (&)
el =2 \1-55%% 1= 5ox
Utilisant (4.10)), il vient que pour tout s € [a, b],
Jio:o (z—20)" 1 1 B 1 o(s) — 20
2o 20 P -l - R s~ pe) — 20— (2 - )
_ 1 o(s) — 20
©(s) — 20 p(s) — 2
1
= —. 4.11
o) )

Comme précédemment, puisque la fonction m est bornée sur le segment [a, b] (car elle est continue
par morceaux sur ce segment), ce qui précede implique que la série de fonctions de terme général

[a,b] — C
Unp - z—29)" s
D2 ok
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est normalement convergente sur le segment [a,b]. De plus, le calcul mené en assure que sa
somme S est donnée par

-3 m(s) 4.12

Vs € [a, b], S(s) n%%un(s) 05 —2 (4.12)

Puisque les fonctions m et ¢ sont continues par morceaux sur [a,b], et puisque la fonction s —

©(s) — zo ne s’annule pas sur ce segment, chacune des fonctions u,, est continue par morceaux sur le

segment [a, b]. En particulier, chacune des fonctions u, est Riemann-intégrable sur le segment [a, b].

De plus, la série de fonctions de terme général (uy,),en converge normalement donc uniformément

sur le segment [a,b]. Le théoréme assure alors que la somme S est une fonction Riemann-

intégrable sur le segment [a,b] (ici, c’est méme une fonction continue par morceaux, comme le

montre le calcul mené en (4.12))), que la série complexe de terme général ( / : un(s)ds) o converge,
n

et que la somme de cette série est le nombre complexe | ;’ S(s)ds. Observons que

k ([ m(s) oy
Vn € N, /a up(s)ds = (/a (o(5) — 201 ds) (z — 2z0)".

Ainsi, la série dont le terme général est donné par le membre de droite dans 1’égalité ci-dessus
converge et 'on a

5 bﬁ S) z—z)" = bﬂs
nz%)</“ (‘P<3>—Zo)”+1d ( 0) _/a 90(3)_2,(1- (4.13)

Ceci valant quel que soit z € B(zg,r|, il vient en utilisant la caractérisation du rayon de conver-
gence donnée par la propriété que le rayon de la série de puissances de terme général
(z+— (ff Mﬂ%ds) (z — 20)")nen est au moins égal a r. On déduit le résultat. ]

4.3.2 Intégrale d’une fonction continue le long d’un chemin

Définition 4.3.3 On appelle chemin toute application vy, continue et de classe C* par morceaux
sur un segment [a,b] (avec a < b) a valeurs dans C. On dit de plus que le chemin v est fermé

lorsque v(a) = y(b).

Remarque 4.3.4 Soit v : [a,b] — C une application. Si a < b, alors dire que 7y est un chemin
signifie que v est continue sur [a,b] et qu’il existe p € N* et p+ 1 nombres réels so < s1 < --- < sp
tels que so = a et s, = b tels que pour tout k € {0,...,p—1}, la fonction ~ restreinte d |si, sp+1] se
prolonge en une fonction de classe C' d [y, sk+1] (puisque 7 est continue sur [a,b], le prolongement
C! waut donc nécessairement y(sy) en si et y(sk+1) en sgy1, de plus, vy(sk) et Ve (Sk+1) existent,
mais il est possible que vg(sk) # Vi (sx) pour un certain k € {1,...,p —1}).

Propriété 4.3.5 Si v : [a,b] — C est un chemin, alors la fonction ' est définie sur [a,b] privé
d’un nombre fini de points. On peut poser arbitrairement +'(sx) = 0 en ces points, et la fonction
obtenue est une fonction continue par morceauz sur |a,b] (quelles que soient les valeurs choisies
aux points s, d’ailleurs). En particulier, la fonction v (ainsi prolongée) est Riemann-intégrable
sur le segment [a,b]. Le choix de la valeur de ' aux points s, ne change pas la valeur des intégrales
de v sur tout segment inclus dans [a, b).

Preuve. Exercice. [ |
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Définition 4.3.6 Soit 7 : [a,b] — C un chemin. On appelle longueur de ~y le nombre réel positif

b
Lo = [ ()l

Définition 4.3.7 Soit 7 : [a,b] — Q un chemin. On appelle image de -y, ou parfois support de
v, l'ensemble

v ={(s) | s €a, ]},

Définition 4.3.8 Soit v : [a,b] — Q un chemin et Q@ C C un ouvert. On dit que le chemin =y est
tracé dans 2 lorsque v* C Q.

Propriété 4.3.9 Soit Q C C un ouvert. Soit ~y : [a,b] — Q un chemin tracé dans Q. L’image v*
de v est un compact de C inclus dans €.

Définition 4.3.10 Soit Q@ C C un ouvert. Soit v : [a,b] — Q un chemin tracé dans Q. Soit
f 4" — C une fonction continue. La fonction s — f(v(s)) X 7/(s) est une fonction continue par
morceauz sur le segment [a,b] (voir la propriété . On appelle intégrale de f le long de ~
le nombre complexe

b
[ 1z = [ 1)1 (s)as
Y a
Propriété 4.3.11 Soit Q C C un ouvert. Soit vy : [a,b] — Q un chemin tracé dans Q. L’application

C@mmcanww>——> @JW)))

/ — [, f(2)dz
est une forme linéaire continue sur (CO(v*,C), || - |lso,*). Elle vérifie en particulier
Ve 0), | [ £z < LIS o (4.14)
g
Preuve. Exercice. ]

Propriété 4.3.12 Soit Q C C un ouvert. Soit v : [a,b] — Q un chemin tracé dans 2. On appelle
changement de paramétrage admissible toute bijection ¢ (strictement) croissante de classe
C! d’un intervalle [, B] dans [a,b]. Notons ¥ = o @. La fonction 5 est un chemin tracé dans 2.
Il partage avec v les propriétés suivantes : d’une part il a méme image que 7y (i.e. (§)* =~*), et
donc on peut intégrer les mémes fonctions le long de v que le long de 7 ; d’autre part, les intégrales
le long de vy et le long de 4 sont égales au sens ou

Vf e c'(~*,0), Lf(z)dz: [?f(z)dz.

Preuve. Le fait que 4 est un chemin tracé dans Q et que (§)* = v* est laissé en exercice. Observons
que la fonction 4 = «y o ¢, continue et de classe C! par morceaux sur [a, 3], vérifie sur [, 8] privé
d’un nombre fini de points

(3)'(5) = (vo ) (s) =7 o p(s) x ¢'(s),
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et cette fonction dérivée (prolongée par 0 aux points ot 7'(¢(s)) n’est pas défini) est une fonction
continue par morceaux sur [a,b]. Ainsi, on peut écrire, a 'aide du théoréeme de changement de
variable de CDI1,

Af(Z)dz = /B fH)H) (s)ds

Propriété 4.3.13 Soit Q@ C C un ouvert. Si vy : [a,b] — Q est un chemin tracé dans €, alors
il existe un changement de paramétrage admissible ¢ de [0,1] dans [a,b] tel que 7 := v o ¢ est
paramétré par [0, 1].

Preuve. On rappelle que, puisque v est un chemin tracé dans €2, on a a < b. On peut alors
considérer la fonction
(01 — [a, 0]
SO'( s sb+(1—s)a>’

qui répond a la question. ]

Définition 4.3.14 Soit Q C C un ouvert. Soit v1 : [a1,b1] = Q et v2 : [ag, ba] — Q deux chemins
tracés dans S tels que v1(b1) = v2(az). On peut toujours reparamétrer (en utilisant un changement
de paramétrage admissible) le chemin o pour se ramener au cas ot ay = by. On appelle alors
somme de 7 et vy l'application

[al, bQ} — C
mEe {71(8) sis < by
Y2(s) sis>az

L’application v1 + 2 est un chemin tracé dans €.

Preuve. Exercice. [ |

Remarque 4.3.15 On peut réitérer le procédé et sommer un nombre fini de chemins tracés dans
un ouvert pour former un nouveau chemin tracé dans ['ouvert, pourvu que [’extrémité droite de
chaque chemin corresponde d l’extrémité gauche du chemin suivant.

Propriété 4.3.16 Soit Q@ C C un ouvert et 7 : [a,b] — Q un chemin tracé dans Q2. On appelle
chemin renversé associé da v l’application

_ (la,b] — Q
Tl — ya+b-t))
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C’est un chemin tracé dans Q. Il a méme image que v : (v~)* = ~*. De plus, pour toute fonction
f continue sur v* d valeurs complezes, on a

Preuve. Exercice. [ |

Exemple 4.3.17 Soit a € C et r > 0. On appelle cercle de centre a et de rayon r orienté
positivement le chemin
" ([0,27] — c
¢ (a,r].( t — a+ret)’
C’est un chemin fermé tracé dans C. On a alors, pour toute fonction f continue sur Ct(a,r| a

valeurs dans C,
2

/ f(z)dz =ir f(a + re)eds.
Ct(a,r] 0
De plus, on a

2w .
L <C+(a,r]) = / lire| = 27r.
0

Exemple 4.3.18 Soit a,b € C. On appelle segment orienté de a a b le chemin

([0,1] — C
7'( s a—i—s(b—a))'

On a alors, pour toute fonction f continue sur ~*,

1
Lf(z)dz =(b— a)/o fla+s(b—a))ds.
De plus, 1 1
L(v) = /0 17/ (s)]ds = /0 b — alds = |b— al.

Remarque 4.3.19 On note parfois [a — b] le segment orienté de a a b.

Exemple 4.3.20 Soit a,b,c € C. On appelle triangle de sommets a, b et ¢ ’enveloppe conveze de
l’ensemble {a,b,c}. On note A(a,b,c) ce triangle (ou parfois A quand il n’y a pas d’ambiguité). On
note 0A(a,b,c) (ou OA) son bord. Il est remarquable que le bord de ce triangle est le support d’un
chemin fermé tracé dans C comme on le décrit maintenant. On appelle bord orienté [a — b — (]
la somme (au sens de la déﬁnition du segment orienté de a a b, du segment orienté de b a
¢ et du segment orienté de ¢ a a. Remarquons que l'on a OA = [a — b — ¢|* De plus, pour toute
fonction continue f sur [a — b — c]*,

/[a_w_)c} f(z)dz = /[a—>b] f(z)dz + - f(z)dz + ol f(z)dz.

Remarque 4.3.21 Lorsque l'orientation est claire, ou qu’elle importe peu, on abusera un peu des
notations et l'on notera OA pour désigner le chemin [a — b — ¢], alors que, stricto sensu, OA
correspond a l'image [a — b — ¢|* du chemin.
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4.3.3 Connexité et convexité dans le plan complexe

Le contenuﬂ de cette section s’applique autant & C qu’a R2.

Définition 4.3.22 Une partie E de C est dite non connexe s’il existe deux ouverts U et V de C
tels que

EcUuUYV, ENU #0, ENV #10, et EnUnV =0. (4.15)

L’ensemble E est dit connexe dans le cas contraire.

Remarque 4.3.23 La non connexité de E signifie qu’il existe deux ouverts U et V de C tels que
lon peut "ranger" tous les points de E dans ces deux ouverts (car E C U UV ), de maniére non
triviale (il y a au moins un point de E dans U car ENU # () et au moins un point de E dans
Vcar ENV # 0), et de telle sorte qu’aucun point de E n'est d la fois dans U et dans V (car
ENnUNV =0).

Remarque 4.3.24 En travaillant avec U' = ENU et V' = ENV, la non connexité de la partie
E revient a dire que E est la réunion de deux ouverts (relatifs, au sens de la définition non
vides disjoints. En effet, les conditions (4.15|) s’écrivent alors

E=U'UV, U #0, V' £0, e UNV =0. (4.16)

Ainsi, une partie E est non-connexe lorsque l'on peut la partitionner en deux ouverts (relatifs).
Elle est connexe dans le cas contraire, et intuitivement, "en un seul morceau".

Exemple 4.3.25 Notons d une droite de C. Considérons E = C\d. L’ensemble E est non conneze.
Définition 4.3.26 Une partie E de C est dite convexe lorsque
Y(a,b) € E?, [a — b]* C E.

Ceci signifie que, quel que soit le couple de points de E, la partie E contient l’image du segment
orienté liant ces deux points (ici, l'orientation n’importe pas).

Propriété 4.3.27 Les parties convexes de E sont connezxes.

Preuve. Soit E une partie convexe de C. Supposons par ’absurde qu’elle n’est pas connexe. Alors
il existe deux ouverts U et V de C vérifiant (4.15). On peut ainsi trouver u € ENU et v e ENV,

et considérer le chemin
~([0,1] — C
Tt — e -tu)

Puisque E est convexe et contient u et v, 'image v* de + est incluse dans E. De plus, 'application
7 est continue sur le segment [0, 1]. Ainsi, y~}(E N U) est un ouvert (relatif) de [0, 1] contenant 0
(car v(0) = u € ENU). De méme, v~ 1(ENV) est un ouvert (relatif) de [0, 1] contenant 1 (car
v(1) =v e ENV). Observons que, puisque ENU et ENV sont disjoints (par (4.15])), les ouverts

2. Pour la partie connexité, il fonctionnerait dans n’importe quel espace topologique; pour la partie convexité
(sauf peut-étre ce qui concerne les boules), il fonctionnerait dans n’importe quel espace vectoriel réel topologique,
mais cela nous entrainerait bien loin des besoins de ce syllabus.
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Y HENU) et v HENV) de [0,1] le sont également. En particulier, la partie y~1(ENU) de [0, 1]
est non vide (elle contient 0), et majorée par 1. On peut donc définir

to =supy H(ENU). (4.17)

Par construction, tg < 1. Et de plus, puisque v~ *(E N U) est un ouvert de [0,1] contenant 0,
on a ty > 0, de sorte que ty €]0,1]. Si ¢y = 1, alors ¢ty € v 1(E N V). Puisque ce dernier est
ouvert, il contient un certain |1 — 4,1] (pour un certain ¢ > 0 suffisamment petit). Ceci interdit
que to = 1 soit limite & gauche d’une suite de points de v~ '(E N U) puisque les deux ouverts
Y HENU) et y"1(ENV) sont disjoints. On a donc une contradiction. Ceci impose que tg €]0, 1[.
Montrons que l'on a également une contradiction dans ce cas. Observons que, puisque E N U et
ENYV recouvrent E par , et puisque ([0, 1]) C E par convexité de E, les ouverts v~ (ENU)
et y"1(ENV) recouvrent le segment [0,1]. On a donc soit tg € v~ H(ENU), soit ty € v H(ENV).
Sitg €y Y(ENU), alors (puisque to €]0, 1] et puisque y~"H(ENU) est un ouvert de [0, 1]), il existe
un ¢ > 0 suffisamment petit tel que Jtg — &, tg + 0[C 7y H(ENU). Ceci contredit la définition
de to. On en déduit que tg € v~ 1(ENV). Mais dans ce cas, puisque to €]0, 1] et puisque vy~ 1(ENV)
est un ouvert de [0, 1], il existe un § > 0 suffisamment petit tel que |tg —J,to+5[C v H(ENV). Ceci
interdit que tq soit limite & gauche d’une suite de points de v~ *(E NU) car les ouverts v~ 1 (ENU)
et y"1(E NV) sont disjoints, et on a donc finalement une contradiction. On en déduit que E est
nécessairement connexe. (]

Corollaire 4.3.28 Toute boule de C est convezxe, donc connexe.

Preuve. Exercice. [ |
Lorsque FE est elle-méme une partie ouverte, on a la caractérisation suivante de la non connexité.

Propriété 4.3.29 Soit E C C un ouvert. La partie EI est non connexe si et seulement s’il existe
deux ouverts U et V de C tels que

E=UUV, U#0, V#0, e UNV=0. (4.18)

Preuve. Exercice. [ |

Remarque 4.3.30 On pourra comparer les caractérisation de non connexité (4.16)) et (4.18)). Dans
la premiére, U’ et V' sont des ouverts relatifs de E, c¢’est-a-dire la trace sur E d’ouverts de C. Dans
la seconde, U et V' sont des ouverts de C (et la partie E est donc nécessairement ouverte elle-méme).

Propriété 4.3.31 Soit E C C et x € E. Soit I # 0 et (F;)icr une famille de parties connexes
de C, incluses dans E, contenant x. Alors U;crF; est une partie connexe de C, incluse dans F,
contenant x.

Preuve. Il est clair que la partie U;c 1 F; est incluse dans E. Puisque I # (), il existe ig € I. Puisque
F;, contient z, il vient que U;crF; contient x. Il reste a montrer que F = U;crF; est une partie
connexe de C. Pour cela, supposons par 'absurde qu’elle n’est pas connexe. Ainsi, il existe deux
ouverts U et V de C tels que

FcCcUUYV, FNU#0, FNV #£0, et FNUNV =4.
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Puisque x €¢ F CU UV, on a soit x € U, soit x € V. On suppose dans la suite de cette preuve que
x € U et on laisse le cas € V en exercice (les arguments sont les mémes). Puisque F NV # (), il
existe 1 € F NV. En particulier il existe donc i1 € I tel que F;; NV # (). De plus, F;, contient z
par hypothese et € U, donc F;, NU # (). Pour la partie Fj,, on a donc

F, cUUYV, F,nU #0, F,nV #0, et F,NUNVCFNnUNV =0

Ceci implique que F;j, n’est pas connexe. On a donc une contradiction. On en déduit que F est
connexe. m

Définition 4.3.32 Soit E C C et x € E. La réunion des parties connexes de C contenant = et
incluses dans E est appelée composante connexe de = dans E. On la note Cg(x)

Remarque 4.3.33 La composante connexe de x dans E est la plus grande partie connere de C
incluse dans E et contenant x au sens de linclusion. C’est-a-dire que, si C' est une partie connexe
de C, incluse dans E et contenant x, alors (par définition de Cg(z)) on a

{z} C C C Cg(x).

Propriété 4.3.34 Soit E C C et x € E. La composante connexe de x dans E est une partie
connexe de C incluse dans E et contenant x.

Preuve. Il suffit d’utiliser la définition [4.3.32] et d’utiliser la propriété 4.3.31] Pour cela, il suffit
de remarquer que F' = {x} est une partie connexte de C, incluse dans E et contenant x, de sorte
que ’ensemble des parties connexes de C, incluses dans E et contenant x est non vide. [ |

Lemme 4.3.35 Soit E une partie de C, et x € E. Pour tout y € Cg(x), on a
Ce(x) = Ce(y).

Preuve. Soit y € Cg(x). L’ensemble Cg(x) est donc une partie connexe de E contenant y. Par
suite,

Cr(z) C Cr(y).

En particulier, z € Cg(y). Donc, de la méme maniere que ci-dessus, Cg(y) est une partie connexe
de E qui contient x. Ceci implique

Cr(y) C Cr(x).

Ceci assure que Cg(z) = Cg(y). ]

Corollaire 4.3.36 La relation binaire R sur E définie par xRy lorsque y € Cg(x) est une relation
d’équivalence.

Preuve. La réflexivité est évidente car pour tout « € F, x € Cg(x), donc zRx. La symétrie est
conséquence du lemme En effet, si z,y € E sont tels que xRy, alors y € Cp(x). Le lemme
assure que Cg(y) = Cg(z). Par suite, puisque = € Cg(x), on a z € Cg(y), et donc yRuz.
Enfin, pour la transitivité, si x,y,z € E sont tels que 2Ry et yRz, alors y € Cp(z) et z € Cp(y).
Par le lemme on a successivement Cg(z) = Cg(y) et Ce(y) = Cg(z). On en déduit que
Ce(z) = Cg(z). En particulier, z € Cg(x), et donc 2 Rz. |
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Remarque 4.3.37 Par le lemme on a directement
Ve,y € E, (ny <~ Cgx)= CE(y))

Propriété 4.3.38 Soit E C C une partie non vide. Les composantes connexes des points de E
dans E forment une partition de E. C’est-d-dire que

E= UxEECE(:U),

avec pour tout x € E, Cg(x) £ 0 et
v,y € B, (Co()NCpy) #0 = Cul(z) =Crly)).

Preuve. C’est une conséquence du fait que R est une relation d’équivalence sur F. [ |

Propriété 4.3.39 Soit Q2 C C un ouvert non vide. Ses composantes connexes sont des ouverts de

C.

Preuve. Soit Cq(z) une des composantes connexes de 2. Soit y € Co(x). On a donc Cq(y) = Ca(z)
par le lemme Puisque 2 est ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(y, r[C Q. En particulier, B(y, r]
est une partie connexe (par le corrolaire de C, incluse dans 2 et contenant y. Par la remarque
4.3.33] B(y,r[C Cq(y). On en déduit que B(y,r[C Cq(x). Ainsi, Cq(x) est ouvert. [ ]

Propriété 4.3.40 Soit E C C une partie connexe, et ¢ une fonction continue de E dans C. La
partie (E) est un connexe de C.

Remarque 4.3.41 Cette propritété assure que l'image continue d’un connexe est conneze.

Preuve. Supposons par Iabsurde que ¢(F) est non connexe. Alors, il existe U,V ouverts de C
vérifiant

e(E)cUUYV, e(E)NU # 0, e(E)NV # 10, et e(EYNUNV =0.
Considérons les ensembles

U=¢ YU) et V=¢ V).

Puisque ¢ est une application continue de E dans C, les ensembles U et V sont des ouverts (relatifs)
de F, c’est-a-dire qu’il existe deux ouverts U et V de C tels que

U=UnNE et V=VnE.
Puisque ¢(E) CUUV,ona EC UUV. Puisque UcUetV cV,ilvient que EC UUV.
Puisque (E) N U # 0, on a U # 0, et donc U # 0. On montre de méme que V # 0. Enfin, on a

ENUNV =0.Eneffet, siz e ENUNV,alorsz € ENTUNV, et donc o(z) € o(E)NUNV. Or
ce dernier ensemble est vide par hypotheése. En conclusion, on a

EcUuUV, ENU 40, ENV #0, et ENUNV=0.

Ainsi E est non connexe. On a donc une contradiction. []
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Définition 4.3.42 On appelle parfois région un ouvert conneze de C.

Remarque 4.3.43 (lien entre la connexité et la connexité par arcs) Une partie E de C est
dite connexe par arcs lorsque pour tout couple de points (a,b) € E, il existe une application -y
continue du segment [0,1] dans E telle que v(0) = a et y(1) = b. Observer que l’on ne demande pas,
dans cette définition, que v soit de classe C' par morceauz sur [0,1]. Il est facile de vém’ﬁerﬁ qu’une
partie conneze par arcs de C est nécessairement connexe. En revanche, une partie connexe de C
n’est pas nécessairement connexe par arcs. Pour s’en convaincre, on peut considérer par exemple
l’ensemble

Eoz{:anisin(i) ]x>O}U({0+iy |y e [-1,1]}),

inspiré par Uezercice[3.3.4 On vérifie[Y] qu’elle est connexe mais n’est pas connexe par arcs. Enfin,
mentionnons le fait que, si la partie E C C est ouverte, alors elle est connexe si et seulement si
elle est connexe par arcsp).

Remarque 4.3.44 (lien entre la connexité et la connexité par lignes brisées) Une partie
E de C est dite connexe par lignes brisées lorsque pour tout couple de points (a,b) € E, il
existe une fonction v du segment [0,1] dans E, continue et affine par morceauzx sur [0,1] telle que
7(0) = a et y(1) = b. Lorsque la partie E est ouverte, elle est connexe si et seulement si elle est
conneze par lignes bm’séeslﬂ. En particulier, si Q est un ouvert connexe de C, alors quels que soient
les points (a,b) € Q2| il existe un chemin (au sens de la déﬁm'tion v tracé dans ), paramétré
par [0,1] tel que v(0) = a et y(1) = b.

Corollaire 4.3.45 Soit Q C C un ouvert connezxe non vide. Si f € H(2) a une dérivée nulle dans
Q, alors elle est constante dans €.

Preuve. Puisque Q # (), on peut fixer a € €. Soit z € . Puisque € est un ouvert connexe, il
existe, par la remarque [4.3.44] un chemin (une ligne brisée) paramétré par [0, 1] tracé dans €2 tel que
7(0) = a et y(1) = z. De plus, la fonction ¢ — f(7(t)) est continue sur le segment [0, 1] et dérivable
sur ce segment sauf peut-étre en un nombre fini de points que ’on regroupe dans un ensemble que
l’on note S. Enfin, en tout point ¢ de [0,1] \ S, on a, puisque f’ est nulle sur €,

d
g/ o) = f1(1) x'(#) = 0.
—~~
S9)
=0
On en déduit que la fonction continue ¢ — fo~(t) est constante sur le segment [0, 1]. En particulier,
on a f(z) = f(v(1)) = f(7(0)) = f(a). Ceci valant pour tout z, on conclut que f est constante

dans €. [ ]

3. en exercice

4. encore en exercice

5. comme on le vérifie en exercice et en faisant un dessin : si E = (), alors c’est évident ; sinon, supposant la partie
connexe F ouverte et fixant a € E, on montre par exemple que I’ensemble

A(a) ={be E | 3y € C°([0,1], E) tel que v(0) = a et v(1) = b},

est & la fois ouvert et fermé dans E. Le fait que a € A(a) implique que A(a) # 0. La connexité de E implique que
A(a) = E. Ceci valant pour tout a € E, on obtient que E est connexe par arcs.
6. comme on le vérifie en exercice, en adaptant la preuve faite pour la connexité par arcs
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4.3.4 Indice d’un point par rapport a un chemin fermé

Définition 4.3.46 Soit v un chemin fermé tracé dans C. On note Q louvert C \ v*. On définit
l'indice d’un point z € () par rapport au chemin fermé v en posant

1 1

Remarque 4.3.47 Puisque v est un chemin tracé dans C, son image v* est un compact de C. En
particulier, v* est un fermé de C. Par suite, la partie Q = C\ v* est un ouvert de C. Notons |a, D]
le segment de définition de . Pour z € Q, la fonction s — ~y(s) — z est continue et ne s’annule pas
sur [a,b]. On en déduit que la fonction s — 1/(y(s) — z) est définie et continue sur [a,b]. Ainsi, la
fonction Ind. est bien définie sur §2, via la formule

Ind,(z) 1/7 Lot /abV'VI(S)dS, (4.20)

T 2irJyw—2z  2unm (s) — z

avec la convention de la propm'été pour la fonction ~'. Alternativement, on aurait pu dire que
la fonction w — w — z est continue sur v* pour justifier cela.

Propriété 4.3.48 Soit v un chemin fermé tracé dans C. On note Q lUouvert C\ v*. Cet ouvert a
exactement une composante connexe non bornée.

Preuve. Puisque v* est compact, il est borné et donc il existe R > 0 tel que
v* C B(0, R[.
Par suite,

C\ B(0, R[c .

Choisissons un point z dans C tel que |z| > R (par exemple z = R). Observons que C\ B(0, R est
connexe, incluse dans () et contient z. Par suite, en utilisant la remarque

C\ B(0, R[C Ca(z).

Ainsi, 2 admet une composante connexe non bornée. Par ailleurs, s’il y en a une autre, alors elle
intersecte de maniére non triviale C \ B(0, R[, donc elle intersecte de maniére non triviale Co(z).
Utilisant la propritété [4.3.38] elle est confondue avec Cq(z). [ ]

Théoréme 4.3.49 (de l’indice) Soit v un chemin fermé tracé dans C. On note 2 Uouvert C\ y*.
La fonction indice par rapport au chemin fermé ~ définie en (4.19) vérifie les propriétés suivantes :

1. La fonction Ind, est holomorphe sur €.
2. La fonction Ind,, est a valeurs dans Z.
3. La fonction Ind,, est constante sur les composantes connexes de €.

4. La fonction Ind, vaut 0 sur la composante connexe non bornée de ().

Preuve. Notons [a,b] Uintervalle de définition du chemin fermé ~. En posant pour s € [a,b],
m(s) =7/(s)/(2ir) (ou la fonction 7" a éventuellement été prolongée & I’ensemble fini S des points
ou elle n’est pas définie, voir la propriété et v(s) = v(s), on définit deux fonctions continues
par morceaux sur [a,b] & valeurs dans C, telles que p([a,b]) N Q = 0. Par suite, le lemme la
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fonction Ind, est développable en série de puissances dans Q. Par conséquent, le théoreme [4.2.1]
assure que Ind, est holomorphe dans 2. Ceci prouve le point
Pour prouver le point [, commengons par remarquer que

Yw € C, (O,JEZ — e‘”zl).
2im
Fixons z € . La fonction s — /(s)/(v(s) — z) est continue par morceaux donc Riemann-intégrable
sur [a, b]. Définissons la fonction

’ [a,b] —> C
’ t +— exp (f(f 7?558_)?1 ds) '
Pour montrer le point 2} il suffit de montrer que ¥ (b) = 1. La fonction 1 est continue sur [a, b]. De
plus,

V()
Y(t) — 2
En particulier, la fonction v’ se prolonge également aux points de S en une fonction continue par

morceaux sur [a,b]. Observons que la fonction ¢ ~ 9(t)/(v(t) — 2) est continue et de classe C* par
morceaux sur [a, b], et que 'on a

vt € a,0]\ S, (#ﬁ Z) L0 (’y((t’)y(;)z_) ;);/u)w(t).

Ve la,b]\S, () = b(t). (4.21)

La relation (4.21)) implique alors que
v )'
vVt € la, b\ S, t) = 0.
ains (=)0
Par suite, la fonction t + 9(t)/(7(t) — z) est constante sur le segment [a, b]. Puisque ¢(a) = = 1,
il vient que

V() — =

Vte [a,b],  Y(t) = =

Enfin, puisque le chemin v est fermé, on a y(a) = y(b), ce qui fournit ¢)(b) = 1 et montre finalement
que Ind,(2) € Z. Ceci acheve la preuve du point
Pour montrer le point @ notons C une composante connexe de (). Puisque Ind, est holomorphe
sur § par le point [1} elle est continue sur 2. En particulier, A = Ind,(C) est I'image d’une partie
connexe par une application continue. Par la propriété A est une partie connexe de C. Or
A C Z par le point 2l On en déduit que A est un singleton. Ceci implique que Ind, est constante
sur C. On a ainsi montré le point
Pour montrer le point [ rappelons que  posséde exactement une composante connexe Co, nON
bornée par la propriété Rappelons que la distance de z € C a * est définie par
* . .

d(z,77) = inf Jw—z|= téﬁf,b] [y(t) — 2.
Puisque v* est compact et z € C\~*, on a d(z,7*) > 0. Soit R > 0 tel que v* C B(0, R]. Observons
que

v2eC, (=R = d(zB(0,R) <d(7").
Par ailleurs, d(z, B(0, R]) = |z| — R pour z € C tel que |z| > R (elle est nulle sinon). Ceci implique

206



que
d(z,v*) — +oo. (4.22)
|z| =+o00
Pour z € C, on a donc
/

()
o \’y(s —z\

' WG,

|Ind7(z)\ <

< S
(z,7%)
< i L{y)
T 2md(z,9%)
Puisque la valeur de Ind,(z) ne dépend pas de z € Co par le point (3| I'inégalité ci-dessus et
assurent que Ind,(z) = 0. On en déduit que Ind, = 0 sur Cs. Ceci démontre le point [

Remarque 4.3.50 Fizons z € Q. Notant pour tout t € [a,b], \(t) = ft 7Z‘;gs_)zds, on a

a

b(t) = ) =2 _ a0 _ ROW)GiSOW)

RIOEEN
))) compte (dans R) le nombre de tours que s — ~(s) a fait autour de z

Ainsi, 3=(S(A(#)) = S(Ma
) =0. De plus, ent =05, on a R(\(b)) =0, et ainsi

entre a et t. Ici, ANa

5-S(AD)) =

5 /\(b) = Ind, ().

2
On comprend ainsi que Ind,(z) est un nombre entier lorsque v est un chemin fermé, et que ce
nombre compte, algébriquement (c’est-a-dire positivement comme négativement, avec un signe), le
nombre de tours que le chemin fermé ~y fait autour du point z. On comprend également (en faisant
un dessin) pourquoi ce nombre est constant dans chaque composante conneze, et pourquoi il est nul
dans Coo. Enfin, on comprend pourquoi Ind,, est une fonction holomorphe sur €.

Exemple 4.3.51 Soit v le cercle orienté positivement de centre a € C et de rayon r > 0. On a

1 sifz—al <,
Ind,y(z)_{o si|lz—al >r.

En effet, Coo = {2 € C | |z —a| > r} et donc Ind,(2) =0 dans cet ensemble. Pour |z —a| <1, on
a Indy(2) = Ind,(a) et
1 2T irett 1 2T

2imJo a-+rett—a 27 Jo

4.3.5 Le théoreme de Cauchy local

En analyse complexe, un théoreme de Cauchy est un théoreme affirmant que, sous certaines
conditions topologiques sur un chemin fermé v et un ouvert €2 contenant v*, 'intégrale de toute
fonction holomorphe sur 2 le long de v vaut 0. Nous commengons par une version "locale", faisant
intervenir des chemins dans un ouvert convexe, qui sera suffisante pour traiter bien des cas. Nous
verrons en section [£.5] une version "globale', faisant intervenir des cycles dans un ouvert quelconque.

207



Lemme 4.3.52 Soit Q@ C C un ouvert et F € H(Q,C). On suppose de plus que la fonction F’ est
continue sur ). Pour tout chemin fermé ~ tracé dans ), on a

Z/F'(w)dw =0.

Remarque 4.3.53 Autrement dit, ce lemme assure que, si une fonction continue sur un ouvert
de C admet une primitive holomorphe sur cet ouvert, alors elle est d’intégrale nulle le long de tout
chemin fermé tracé dans l’ouvert.

Preuve. Notons [a,b] l'intervalle de définition du chemin fermée 7. Notons S I'ensemble fini des
points de [a, b] auxquels v n’est pas dérivable. L’application — F(vy(s)) est continue sur [a,b], et
dérivable par morceaux sur [a, b]. De plus, on a

Vs € [a, )]\ S, (Foy) (s)=F(y(s))7(s).

Puisque F’ est continue sur €, il vient que la fonction F oy est (continue et) de classe C! par
morceaux sur [a, b]. Par le théoréeme fondamental de ’analyse, il vient

[P = [Fowyeas
b

= [ (Fon) (s)as

= F(3(b)) = F(y(a))

0,

car y(a) = ~y(b). ]

Ce lemme permet d’intégrer sans calcul les fonctions puissances (d’exposants positifs) le long
de tout chemin fermé, comme 'explique le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.54 Pour n € N, posons

<(C — (C)
F: Zn+1 .
VA — T‘H

La fonction F' est holomorphe sur C, sa dérivée est donnée par
Vz € C, Fl'(z) = 2",

et l'on a, pour tout chemin fermé ~y tracé dans C,

/ 2"dz = 0.
.

Preuve. Il suffit de remarquer que la fonction F’ est continue sur C et, le long d’un chemin fermé

~ tracé dans C,
/ 2"dz = / F'(2)dz.
v v

On conclut en appliquant le lemme [£.3.52] |

Le lemme [4.3.52| permet également d’intégrer les fonctions puissances (d’exposants inférieurs
a —2) sans calcul le long de tout chemin fermé tracé dans C\ {0}, comme l'explique le corollaire
suivant.
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Corollaire 4.3.55 Pourn € Z avec n < —2, posons

FZ(C\{O} — C )

Zn+1
z n+1

La fonction F est holomorphe sur C\ {0}, sa dérivée est donnée par
Vz € C\ {0}, F'(z) = 2",

et l’on a, pour tout chemin fermé ~ tracé dans C\ {0},

/ z"dz = 0.
¥

Preuve. Il suffit de remarquer que la fonction F’ est continue sur C\ {0} et, le long d’un chemin

fermé ~ tracé dans C \ {0},
/ 2"dz = / F'(2)dz.
gl gl

On conclut en appliquant le lemme [ |
Remarque 4.3.56 Le cas n = —1, qui n’est pas traité dans les corollaires ci-dessus, a déja été

traité (c’est lui qui a motivé la définition de lindice . En effet, la fonction z — 1/z est
holomorphe sur C\ {0}. De plus, si~y est un chemin fermé tracé dans C\ {0},

1 1
/ —dw = / ——dw = 2im x Ind,(0).
W yw—10

Par le théoréme [{.3.79 et la remarque [[.3.50, on comprend alors que cette intégrale vaut 2in fois
le nombre (algébrique, c’est-a-dire signé) de fois que v tourne autour de 0.

Remarque 4.3.57 Le calcul mené a l'exemplel|].3.51 montre en particulier que la fonction z — 1/z
n‘admet pas de primitive holomorphe dans C\ {0}. En effet, si elle admettait une telle primitive,
cette fonction continue sur C\ {0} serait d’intégrale nulle le long de tout chemin fermé tracé dans

C\ {0} par le lemme (et lindice de O par rapport a C*(0,1] serait nul).

Théoréme 4.3.58 (de Cauchy le long du bord d’un triangle) Soit @ C C un ouvert et f
une application de  dans C. Soit p € Q). On suppose que f est continue sur ) et holomorphe sur
N\ {p}m On note A un triangle tout entier inclusﬂ dans Q. Notons OA le bordﬂ de A comme

défini a Uexemple|4.3.201 On alﬂ
/ f(w)dw = 0.
0A

7. C’est -a-dire que ’on ne suppose pas a priori que f est C-dérivable en p.
8. C’est-a-dire que A est ’enveloppe convexe de trois points a, b, ¢ de Q et qu’il est inclus dans €.
9. On ne précise pas l'orientation du bord, c’est-a-dire si 'on prend A = [a = b — ] ou A = [a — ¢ — b]*.
Comme l'intégrale est nulle, in fine, le résultat vaut pour les deux orientations.
10. En abusant un peu des notations, comme indiqué a la remarque

209



Preuve. Notons
J = f(w)dw.
OA

Notons a, b et ¢ les points de €2 qui sont les sommets de A. Supposons dans un premier temps que
p ¢ A. Dans ce cas, notons @’ = (b + ¢)/2 le milieu du segment [b, ¢|*, b’ = (a + ¢)/2 le milieu du
segment [a,c]* et ¢ = (a + b)/2 le milieu du segment [a, b]*. Orientons le bord A de A, de sorte
qu’il corresponde au chemin fermé [a — b — ¢] tel que défini & 'exemple On peut alors
considérer quatre "sous-triangles" de A dont les bords sont les supports des chemins suivants :

O, [a = —= V]
0Ny = [b—d — ]
0A3 = [c—b —d]
oAy = [d =V =]
Observons que[]
4
J = fw)dw = f(w)dw
PYN = Joa;

Par suite, I'un des quatre termes dans la somme ci-dessus a un module au moins égal & |.J|/4, sinon
on aurait une contradiction avec I'inégalité triangulaire. Notons Al ce triangle. On a p ¢ Al, et
'on peut recommencer séquentiellement ce processus pour construire une suite de triangles (A"),>1
telle que pour tout n > 1, on a A"t c A" C ... C Al C A et de plus

/8 . f(w)dw’ . (4.23)

On vérifie aisémentlE que l'intersection de cette suite de triangles est réduite a un point : il existe
20 € Np>1 A" tel que

L(OA™) = 27"L(OA) et |J| <4"

{ZO} = mnENAn~

En particulier, zg € A C Q\ {p}, et f est C-dérivable en zy. Fixons € > 0. Il existe donc un r > 0
tel que B(zp,r[C Q et l'on a

VzeB(arl,  1f(2) = f(z0) = £(z0)(z — 20)| < elz — z0l. (4.24)
De plus, il existe N > 1 tel que
Vn > N, A" C B(zp,r[. (4.25)
Observons que, pour n > N, on a également
Vze A", |z — 20| <27"L(0A), (4.26)

car |z — zg| < L(OA™) pour z € A", et 'on peut utiliser (4.23)). Utilisant le corollaire 4.3.54} on a
pour tout n > 1,

[ () + F0)(z — ) dz =0,
A"

11. 11 suffit de faire un dessin pour se rendre compte des compensations.

12. et en exercice. On peut par exemple montrer que la suite (an)n>1 obtenue en choisissant I'un des sommets de
chaque triangle est de Cauchy, donc elle converge, vers un certain zg. Ce point est alors nécessairement dans tous les
triangles, et c’est le seul.
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Par suite, on a, pour n > 1,

Lo F@e = [ (1) = 1) = Gz 20))

Utilisant cette égalité, la majoration (4.14]) de la propriété 4.3.11] puis (4.24), (4.25)), (4.26) et enfin
(4.23)), il vient que pour n > N,

G

‘/ f(z0) = f'(20)(2 — 20)) d2

< L(OA™) x ||z = (f(2) = f(20) = f'(20)(2 = 20)) lloo,0am
< L(OA"™) x e x 27" L(0A)

< 27"L(0A) x e x 27"L(0A)

< e (27"L(0A))?

Utilisant a nouveau (4.23)), il vient que, pour n > N,

G

Ce dernier majorant étant indépendant de n, on a montré que

Ve > 0, |J| < e(L(OA))?.

|J| < 4" < e(L(0A)).

Ceci implique que J = 0.

Supposons maintenant que p € A. Distingons deux cas. Supposons que p est 'un des trois sommets
a, b ou c. Si les points a, b et ¢ sont alignés (voire confondus), alors il est évident que J = 0.
Supposons donc qu'ils ne sont pas alignés. Supposons que p = a (les cas p = b et p = ¢ se traitent
de maniére similaire). Choisissons z sur le segment [a, b]* proche mais différent de p = a et y sur
[a, c]* proche mais différent de p = a. On vérifie aisémentlﬂ que

J = f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz.

[a—z—y] [b—y—x] [b—c—y]
Les deux derniéres intégrales dans la somme ci-dessus sont nulles en utilisant la premiere partie
de la preuve, car p n’est pas dans les triangles concernés. D’autre part, puisque f est continue sur
Q, elle est continue sur le compact A inclus dans §2, donc elle est bornée sur ce compact. Ainsi, le
module de la premiere intégrale se majore en utilisant la propriété comme suit :

| e
[a—x—y]

Faisant tendre = et y vers p = a, on conclut que J = 0 dans ce cas également. Supposons finalement
que p € A n’est pas 'un des sommets de A. On vérifie aisémentlﬂ que

J= F(2)d= + F(2)dz + / F(2)dz.

[a—b—p] [b—c—p] [c—a—p]

< (la —z[+ ]z =yl + 1y = al) [|flloc,a-

Le point p étant 'un des sommets de chacun des trois triangles dont le bord intervient dans le
domaine d’intégration des trois intégrales dans la somme ci-dessus, on conclut par ce qui précede
que chacune de ces intégrales est nulle. Par suite J = 0 dans ce cas également. |

13. Par exemple en faisant un dessin.
14. Par exemple en faisant encore un dessin.
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Remarque 4.3.59 On a vu en CDI1 la formule de Green-Riemann qui assure que, si U C R? est
un ouvert borné régulierﬁ et si f et g sont des fonctions réguliérele sur un ouvert qui contient
l'adhérence de U, alors

(f(z,y)dz + g(z,y)dy) = @(w,y) - al(ﬂf?y) dzdy, (4.27)
oU v \ Oz Oy

en orientant convenablement le bord OU de U. En remarquant que ’intégrale le long d’un chemin
définie en correspond d lintégrale le long du bord définie en CDI1 (en remplagant dz par
dz +idy), et en supposant f = u+iv suffisamment réguliére, on obtient par la formule de Grienn-
Riemann dans le triangle A que

/ f(z)dz = / (u(z,y) +iv(z,y))(dz + idy)
A A

~ [ (e e v y)dy) +i [ (oo g)de + ulz,y)dy)
0 0

A A
— —@(x,y) - @(% y) | dedy + @(%y) - @(% y) | dady.
A\ Oz oy A \Ox y

Or, si f = (u,v) est holomorphe sur un ouvert qui contient A, les relations de Cauchy-Riemann
[£-6 sont vérifiées dans cet ouvert par la propriété [[.1.20., Ceci implique que les intégrandes dans
les deux intégrales doubles ci-dessus sont nulles, et l’on retrouve que l'intégrale de f le long du
bord du triangle est nulle. Le théoréme de Cauchy[{.3.5§ ci-dessus est donc cohérent avec ce fait
ci-dessus, qui repose sur la formule de Green-Riemann vue en CDI1, méme si ses hypothéses du
théoréme de Cauchy sont plus faibles (notamment, il y a un point p € Q en lequel la fonction n’est
pas C-dérivable a priori).

Le théoreme de Cauchy suivant, dans un ouvert convexe, apparait comme un corollaire du
théoreme précédent.

Théoréme 4.3.60 (de Cauchy dans un ouvert convexe) Soit Q@ C C un ouvert convexe, et
p € Q. On se donne une fonction f de ) dans C, continue sur 2, et holomorphe sur l'ouvert Q\{p}.
La fonction f admet une primitive holomorphe dans S : il existe F € H(Q) telle que

Vz €, F'(2) = f(2).

En particulier, quel que soit le chemin fermé v tracé dans ), on a
/f@ﬁwz& (4.28)
-

Preuve. Fixons a € (). Par convexité de €2, pour tous z, zg € §2, le triangle de sommets a, z et z
est tout entier inclus dans Q. En particulier, les chemins [a — z], [z — 20| et [z0 — a] sont tracés
dans 2. Par le théoréme précédent, on a

%)]fWMw+[ e+ F(w)dw = 0.

[z0—a]

15. Je ne donne volontairement pas trop de précision quant a I’énoncé pour ne pas encombrer de détails techniques
un résultat que nous n’utiliserons pas.
16. Méme remarque.
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On en déduit que l'on a
/ flw)dw = / f(w)dw + f(w)dw (4.29)
[a—z] [a—z0] [z0—2]

De plus, on peut définir la fonction

7. Q — C
2 = oy fw)dw |

A laide de (4.29), la fonction F' vérifie pour z, 2z € €,
F(z) - F(z) = /

la—z] a—2]
= / f(w)dw + f(w)dw —/ f(w)dw
[a—z0] [z0—7] [a—20]

= /[Zoﬁ\z] f(w)dw.

On en déduit que, pour z, zg € Q avec z # zg,

F(z) = Flzo) _ _1 [ re
Z— 20 2= 20 J[z20—2]
Par suite, quels que soient zg et z dans  avec z # 2z,
F(z) — F(20) 1 /
—_— - =— — dw. 4.30
po— flz0) = — 20 S (f(w) = f(20)) dw (4.30)

Fixons zp € Q et ¢ > 0. Par continuité de f en zp, il existe r > 0 tel que B(zg,r[C Q et
Vw € B(zo, 7], |f(w) = f(20)] < e (4.31)

En particulier, lorsque z € B(zg, ],

lw = (f(@) = F(20))llos,fzz0) < &

Utilisant (4.31]) et appliquant la majoration (4.14]) de la propriété on obtient pour z €
B(zo,r[\{zo},
F(z) — F(20) 1

— — f(20)| < ——— X L([z = 20]) x[|w = (f(w) = f(20)) oo, [z < €
Z =20 |z — 20| ——

=|z—20]
On en déduit que F' est C-dérivable en zg et I'on a F'(z9) = f(z0). Ceci valant quel que soit zy € €2,
on en déduit que F € H(Q) et F = f. On obtient (4.28) en appliquant le lemme |4.3.52 [ ]

Remarque 4.3.61 Puisque C est localement conveze (i.e. tout voisinage de tout point contient un
autre voisinage convere du méme point; par exemple une boule ouverte assez petite centrée en ce
point), le théoréme de Cauchy dans un ouvert conve:ve est parfois appelé théoreme de Cauchy
"local". Cette terminologie vaut par opposition au théoréme de Cauchy "global" [{.5.1]] dans lequel
on mne suppose pas que louvert ) est conveze.
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4.3.6 La formule de Cauchy dans un ouvert convexe

Théoréme 4.3.62 (formule de Cauchy dans un ouvert convexe) Soit ) un ouvert convexe
de C et f € H(?). On se donne un chemin fermé -y tracé dans Q. Pour tout z € Q\ 7%,

_ 1 fw)

2w Jyw— 2

f(2) x Ind,(2)

dw. (4.32)

Preuve. Fixons z € Q\ ~*. Puisque f est C-dérivable en z, la fonction

Q — C
) f=fE)
RN NN = slw#z |,
1(2) siw=z

est continue en z. En utilisant la propriété la fonction g est de plus holomorphe sur 'ouvert
Q\ {z}, puisque f l'est. En particulier, g continue sur Q \ {z}. On en déduit que la fonction g
est continue sur Pouvert € et holomorphe sur 2\ {z}. Puisque 'ouvert  est convexe, on peut lui
appliquer le théoreme de Cauchy Ainsi g admet une primitive holomorphe dans €2 et 'on a

Ag(w)dw =0, (4.33)

puisque v est un chemin fermé tracé dans I'ouvert 2. Puisque z € Q \ v*, on a

Vw € 7%, g(w) = W

En outre, les fonctions w — f(w)/(w — z) et w — f(2)/(w — 2z) sont continues sur v*. Par suite, on
déduit de (4.33]) que

1
/ de = f(z)/ dw.
YW —Z FW—Z
Divisant cette derniére égalité par 2im, on obtient |

4.3.7 Les fonctions holomorphes sont développables en séries de puissances

On déduit du théoreme de Cauchy dans un convexe le théoreme ci-dessous, annoncé en dédut
de section qui affirme que les fonctions holomorphes sont développables en séries de puissances
au sens du lemme 4.3.11

Théoréme 4.3.63 Soit Q un ouvert de C et f € H(Q). La fonction f est développable en série
de puissances dans Q. C’est-d-dire que, quel que soit zg € Q, il existe (cn(20))nen € CN telle que le
rayon de convergence de la série de puissances de terme général (z — cn(20)2™)nen est au moins
égal d la distance d(zo, Q%) de zy au complémentaire Q€ de Q dans C et, pour tout z € Q tel que
|Z - ZO‘ < d(207QO)7

+oo

F(2) =" enlz0)(z — 20)™ (4.34)

n=0

Remarque 4.3.64 En particulier, sous ces hypothéses, pour tout zg € ), f est la somme d’une

série de puissances centrée en zg et de rayon suffisamment grand pour s’approcher arbitrairement
pres du bord de €.
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Preuve. Soit zg € Q et R > 0 tel que B(z, R[C Q (il existe un tel R car §2) est ouvert. Soit
r €]0, R[. La fonction f est holomorphe sur l'ouvert convexe B(zg, R|[, et le cercle v = CT(zo, ]
de centre zp et de rayon r (voir 'exemple est un chemin fermé tracé dans l'ouvert convexe
B(zp, R[. Par suite, la formule de Cauchy dans un ouvert convexe du théoreme assure
que
Vz € B(zo, 7], f(2) x Indet (2 0(2) = 1/ de.
ct (Z07 }

2 W=z
Or, pour z € B(zp, 7|, on a, par I'exemple 4.3.51} que Indc+ (4, (2) = 1. Ainsi,

2m it
Vz € B(zo, 7|, f(z) = 2;/0 ireZtmdt.
Posant [a,b] = [0,27], m : t = f(z0 + re’t)re /(27) et @ : t — 2z + rei, les fonctions m et ¢ sont
continues donc continues par morceaux sur le segment [a, b]. De plus, I'image de ¢ n’intersecte par
'ouvert B(zo, r[. Par conséquent, le lemme [4.3.1]assure qu’il existe une suite complexe (¢ (20))nen €
CN telle que le rayon de la série de puissances de terme général (z — ¢,(20)2")nen est au moins
égal a r et telle que

27 m(t) -FZOO
Vz € B(zp,7], f(z) = / —————dt =) cn(20)(z — 20)".
0 @(t) -z n=0 "
Comme on l'a déja remarqué en les coefficients (¢, (20))nen dépendent de zg a priori, mais ne
dépendent pas de r. Ceci valant pour tout r €]0, R[, il vient que le rayon de la série de puissances
de terme général (z — ¢, (20)2")nen est au moins égal & R. Par la méme remarque qu’en les
coefficients (¢, (20))nen ne dépendent pas de R. Ceci valant pour tout R > 0 tel que B(zp, R[C €,

il vient que le rayon de la série de puissances de terme général (z — ¢, (20)2")nen est au moins égal
a d(Zo, QC). |

On en déduit que les fonctions holomorphes sur un ouvert de C sont de classe C*° au sens
complexe sur cet ouvert.

Corollaire 4.3.65 Soit Q C C un ouwvert. Si f € H(Q), alors f' € H(Q).

Preuve. Puisque f est holomorphe sur €2, elle est développable en séries de puissances dans {2
par le théoréme précédent. Par suite, sa dérivée f’ est somme d’'une série de puissances au
voisinage de tout point de €2, par le théoréeme m En particulier, par le méme théoréme, f’ est
C-dérivable en tout point de Q. D’ou l'on tire que ' € H(R). ]

Corollaire 4.3.66 Soit 2 C C un ouvert. Soit f € H(Q) et z9 € Q. Les coefficients (¢n(20))neN
dont Uexistence est donnée par le théoréme [].3.63 vérifient

£ (z) '

Vn € N, cn(20) = "

Preuve. Il suffit, une fois établie I’existence des (¢, (z0))nen vérifiant (4.34)) dans une boule ouverte
contenant zo, d’utiliser le résultat du corollaire [4.2.3] []
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Remarque 4.3.67 Remarquer l'analogie avec la formule de Taylor pour les polynémes (qui sont
des fonctions holomorphes sur Q = C) qui affirme que, pour tout polynéme P de degré d € N, et
tout a € C,

Vz e C, P(z)zzi

4.4 Quelques conséquences du théoreme de développement en sé-
rie de puissances

Nous listons dans cette section quelques conséquences du théoreme de développement en séries
de puissances

4.4.1 Le théoréme de Morera

Le théoreme permet de montrer le théoréme suivant, qui est une forme de réciproque au
théoréme de Cauchy dans un triangle [£.3.58]

Théoréme 4.4.1 (de Morera) Soit Q2 C C un ouvert, et f € C°(2,C). Si quel que soit le triangle
A CQ,

f(w)dw =0,
OA

alors f € H(Q).

Preuve. Fixons a € . Puisque € est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r[C Q. Puisque B(a,r|
est convexe, on peut, comme dans la preuve du théoreme de Cauchy dans un ouvert convexe,

définir la fonction
Iy B(a,r[ — C
’ z = Jlgy fw)dw )
Fixons 29, z € B(a,r[. Puisque le triangle de sommets a ,z et zy est inclus dans B(a,r[C Q, on a
/ f(w)dw + fw)dw + f(w)dw = 0.
la—z] [z—20] [z0—a]

On en déduit que la relation et I’on peut mener les calculs comme dans la preuve du théoréeme
pour montrer que, si z # zg, alors . La continuité de f en zy assure alors comme dans
la preuve du théoreme que F est dérivable en zy avec F'(z9) = f(z0). Ceci valant pour
tout z9 € B(a,r[, on en déduit que F' est holomorphe dans B(a,r[ et 'on a F' = f dans B(a,r|.
Le corollaire [£:3.65] du théoréme de représentation en séries de puissances [4.3.63] assure alors que
F’ = f est holomorphe sur B(a,r[. Ceci valant pour tout a € Q, il vient que f € H(Q). [

4.4.2 Le principe des zéros isolés

On rappelle que la définition de point d’accumulation a été donnée en [3.3.3] On en propose ici
une caractérisation équivalente.
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Propriété 4.4.2 Soit (X,d) un espace métrique et A C X une partie de X. Un point a € X est un
point d’accumulation de A si et seulement si, pour tout r > 0, l’ensemble B(a,r[NA est infini. De
maniére équivalente, a € X est un point d’accumulation de A si et seulement s’il est limite d’une
suite injective de points de A.

Preuve. Exercice, avec la définition [3.3.3 [ |

Théoréme 4.4.3 (principe des zéros isolés) Soit Q@ C C un ouvert connexe. Soit f € H(2).
On note

Z(f) ={z€Q | f(z) = 0},

lensemble des zéros de f dans Q. Si Z(f) # Q, alors Z(f) n’a pas de point d’accumulation dans
Q et, quel que soit zy € Z(f), il existe un unique m € N* et une unique fonction g € H(Q2) avec
g(z0) # 0 tels que

VzeQ,  f(z)=(2—20)"g(2).

L’entier m > 1 est appelé ordre de zy en tant que zéro de f. En particulier, les zéros de f sont des
points isolés["| dans ce cas.

Remarque 4.4.4 On peut évidemment choisir toute autre valeur a € C que 0 et appliquer ce qui
précéde a la fonction (tout aussi holomorphe) z — f(z) — a.

Remarque 4.4.5 On généralise ainsi la situation bien connue pour les polynomes, qui sont des
fonctions holomorphes sur Q = C tout entier : un polynéme P € C[X] est soit nul, soit il a un
nombre fini de racines (et donc Z(P) n’a pas de point d’accumulation dans C) et en tout zg € C
tel que P(z9) = 0 on peut le factoriser de maniére unique sous la forme

P(z) = (z = 20)"Q(2),
avec m € N* et Q € C[X] tel que Q(z0) # 0.
Remarque 4.4.6 Attention : le principe des zéros isolés ne dit pas que Z(f) # 2 n’a pas de points

d’accumulation dans C : il peut trés bien en avoir. En revanche, il n’a pas de points d’accumulation
dans Q. Considérons par exemple la fonction

Q — C
fz(z — sin(1>:ei/z?i/z>’

z 21

ot Q2 est louvert connexe C\ {0}. Cette fonction est holomorphe sur Q. On vérifie (en exercice)
que

2(n={= [ rez\ (0},

Cet ensemble Z(f) admet 0 comme point d’accumulation dans C, mais il n’a pas de point d’accu-
mulation dans Q.

17. Ceci signifie que tous les points de Z(f) sont isolés au sens de la définition m
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Preuve. Notons A l’ensemble des points d’accumulation de Z(f) dans 2. Puisque la fonction f
est holomorphe sur Q, elle est continue sur . Puisque Z(f) = f~1({0}) et puisque {0} est fermé
dans C, il vient que Z(f) est fermé dans €. Par continuité de f sur 2, on a également

AcCZ(f). (4.35)

Montrons que A est fermé dans Q. Soit (ay,)nen une suite de points de A qui converge vers a* € Q.
Pour tout n € N et r > 0, 'ensemble B(a,,r[NZ(f) est infini. Posant pour tout n € N, r,, =
1/(n + 1), on peut choisir zg € B(ag,ro[NZ(f), puis z1 € (B(a1,m1[NZ(f)) \ {ZO}E et ainsi de
suite : on peut choisir pour tout n > 1, z, € (B(an,™[NZ(f)) \ {20,21,.--,2n—1}. On construit
ainsi une suite injective (zp,)n>0 de zéros de f dans 2. De plus, on a

Vn e N, la* — z,| < |a* — an| + |an — 2n]-
Puisque a,, —+> a* et |a, — zp| < 7y, il vient que la suite injective (z,)nen de zéros de f converge
n—-+0oo
vers a*, et donc a* € A. Ainsi, la partie A est bien fermée dans Q. En particulier, B = Q \ A est
ouvert.
Analyse des points de Z(f). Soit a € Z(f) C Q. Puisque § est ouvert, il existe » > 0 tel que

B(a,r[C . Par le théoréme |4.3.63] il existe (c,)nen € CN telle que le rayon de la série de puissances
de terme général (z — ¢, 2") est au moins égal a r et 'on a

+oo
Vz € Bla,r|, f(z) = Z cn(z —a)™. (4.36)

n=0

Puisque a € Z(f), on a f(a) = ¢o = 0. Considérons la partie C' de N* définie par
C={neN|c¢,#0}.

Distinguons deux cas :
— Soit la partie C' est vide, auquel cas tous les (¢, )nen sont nuls et, par , la fonction f
est identiquement nulle dans B(a, r|.
— Soit la partie C' est non vide. Puisque c’est une partie de N* non vide, elle admet un plus
petit élément ng € N*. Par , on obtient

+00
Ve Blar,  f(2)=(z-a)™ Y curnolz — )"
n=0

Posant
Q — C
, f(z) .
g: 2 { m S1 2 7£ a 5
Cno siz=a
on constate que
Ve, f(2) = (= — a)"g(2), (4.37)

et de plus g(a) = ¢p, # 0. La fonction g est clairement holomorphe sur 2\ {a}. De plus,

18. Ici, rien n’assure que zo € (B(a1,71[NZ(f)), et il faut comprendre la notation comme

(B(a1,m[NZ(f)) \ {20} = (B(a1,m[NZ(f)) N (C\ {20}) -

On conserve cette convention dans la suite de la preuve.
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pour z € B(a,r[\{a}, on a
+o0
9(2) = Z Cntng (2 — a)",
n=0

et cette relation est encore vraie en z = a. On en déduit que g est holomorphe sur B(a,r|.
L’unicité de ’écriture de f sous la forme est laissée en exercice. Observons enfin que,
puisque g est continue en a et g(a) # 0, il existe 6 > 0 tel que B(a,d[C 2 et g ne s’annule
pas sur B(a,d[. En particulier, avec (4.37)), il vient que le point a est un point isolé de Z(f)
dans ce second cas.

Montrons que A est ouvert dans 2. Soit a € A. Utilisant , onaa€ Z(f). On est donc
dans 'un des deux cas ci-dessus. Cependant, si I’on est dans le second cas, alors a est un
zéro isolé de f, et ne peut donc pas étre un point d’accumulation de Z(f), et on a une
contradiction. Par suite, on est nécessairement dans le premier cas. Cependant, dans ce cas,
f est identiquement nulle sur une boule B(a,r| pour un certain » > 0, par le théoréme
[4:3:63, comme on 'a vu plus haut. En particulier, cette boule est constituée de points
d’accumulation de zéros de f, et donc B(a,r[C A. Ainsi, A est ouvert dans Q.

Concluons cette preuve. Avec ce qui précede, nous avons montré que

Q= AUB,

avec B =Q\ A, et A et B ouverts. Puisque ) est connexe, on a nécessairement A = () ou
A = Q. Dans le cas A =, on a avec (4.35)),

O=AcCZ(f)cCQ,

et donc ces inclusions sont des égalités. Ceci correspond au cas ou f est la fonction nulle sur
Q. Dans l'autre cas, A = (), les zéros de f sont isolés dans , et pour tout point a € Z(f),
on a une décomposition (unique) de f sous la forme avec ng € N*, g holomorphe sur
Q et non nulle en a.

|

Remarque 4.4.7 Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert connezxe Q) et qu’elle n’est pas
la fonction nulle, alors quel que soit le compact K inclus dans Q, Z(f) N K est fini. En effet,
supposons par l'absurde que cet ensemble est infini. Alors, il existe une suite injective (zn)nen dans
cet ensemble. Par compacité de K, il existe ¢ strictement croissante de N dans N et z € K telle
que

z —r Z.
4‘0(”) n—-400

En particulier, z est un point d’accumulation de Z(f) dans Q. Et ceci implique, par le théoréme
précédent et par connexité de ), que f est nulle sur 2. On aboutit donc a une contradiction. On
en déduit que K N Z(f) est nécessairement fini.

Puisqu’il existe une suite (Kp)nen de compacts@ de Q telle que

UnGNKn = Qa

19. On peut par exemple considérer la suite (K,) définie pour n € N par

c 1
Ko =BOnn{ze0 (0% > 1}
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il vient que Z(f) = Unen(Z(f) N Ky), et Z(f) est une réunion dénombrable d’ensembles finis, et il
est donc au plus dénombrable.

En conséquence, si f est une fonction holomorphe sur un ouvert connexe () et qu’elle n’est pas
la fonction nulle, alors 'ensemble de ses zéros dans Q) est au plus dénombrable.

Corollaire 4.4.8 Soit Q un ouvert connexe de C, et f,g € H(). Si les fonctions f et g coincident
sur un ensemble qui admet un point d’accumulation dans 2, alors elles coincident sur €.

Preuve. Il suffit d’appliquer le principe des zéros isolés a la fonction

h=f—g.
Cette fonction est holomorphe sur I'ouvert connexe §2 car f et g le sont, et I’ensemble de ses zéros
admet un point d’accumulation dans . En particulier, I’ensemble A des points d’accumulation des

zéros de cette fonction dans 2 n’est pas vide. Donc A = 2, et donc Z(h) = €. en particulier, f =g
dans €. |

Remarque 4.4.9 Une fonction holomorphe sur un ouvert connexe §2 est donc entiérement déter-
minée par ses valeurs sur n’importe quel sous-ensemble de ) admettant un point d’accumulation

dans €.

Remarque 4.4.10 L’hypothése de connexité de 2 est importante. Sur Uouvert Q = {z € C | J(z) #
0}, on peut définir les fonctions

Q — C

Ces deux fonctions sont holomorphes sur louvert €, et elles coincident sur {z € C | S(z) > 0}.
Elles ne coincident cependant sur l'ouvert Q tout entier. Remarquons que l'ouvert 0 n’est pas
connezxe.

4.4.3 La classification des singularités isolées

On note dans cette section pour a € C et r > 0,
B(a,r['= B(a,r[\{a},
la boule ouverte de centre a et de rayon r privée de son centre. L’ensemble B(a,r[" est ouvert.

Définition 4.4.11 Soit Q@ C C un ouvert et a € Q. Soit f une fonction de Q\ {a} dans C. On
dit que a est une singularité isolée de f (ou que f présente une singularité isolée en a)
lorsque f est holomorphe sur 2\ {a}.

Définition 4.4.12 Soit Q C C un ouvert et a € Q. Soit f une fonction de Q\{a} dans C présentant
une singularité isolée en a. On dit que la singularité isolée a est effagable lorsque f se prolonge
en une fonction holomorphe sur 2.
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Théoréme 4.4.13 Soit Q2 C C un ouvert et a € Q. Soit f une fonction de Q\{a} dans C présentant
une singularité isolée en a. Si f est bornée au voisinage de a, alors la singularité de f en a est
effacable. C’est-a-dire que, s’il existe r > 0 tel que B(a,r[C Q et f(B(a,r[') est borné, alors f se
prolonge en une fonction holomorphe sur €.

Preuve. Considérons la fonction
Q — C
. N2 .
h: . {(z a)’f(z) siz#a

0 siz=a

Observons que la fonction h est holomorphe sur Q \ {a}, car f l'est. Par ailleurs, pour z € Q\ {a},
on a

h(z) =0+0x (z—a)+ (z —a)?f(2). (4.38)
Soit M, r > 0 tels que B(a,r[C 2 et
Vz € Bla,r[, |f(2)] < M.
Pour z € B(a,r[, ceci implique
LMD ey

On en déduit que h est C-dérivable en a et h'(a) = 0. Par suite, la fonction h est holomorphe sur €.
Par le théoreme [4.3.63 il vient qu’il existe (c,)nen € CN telle que le rayon de la série de puissances
de terme général (z — ¢, 2" )nen est au moins égal a r et

+oo
Vz € B(a,r|, h(z) = Z cn(z —a).
n=0
Puisque ¢y = h(a) =0 et ¢; = h'(a) = 0, il vient que
+oo +oo
Vz € B(a,r|, h(z) = Z cn(z—a)" = (2 —a)? Z Cnt2(z —a)". (4.39)
n=2 n=0

Utilisant (4.38)) et (4.39)), il vient que
+oo
Vz e B(a'7 7’[/, f(Z) = Z CTH—Q(Z - a)n'
n=0

Prolongeant f en a en posant f(a) = cq, il vient en utilisant I’égalité ci-dessus

+o0
Vz € B(a,r|, f(z) = Z Cnta(z —a)".
n=0

Ceci implique, par le théoreme[4.2.1] que la fonction f prolongée est C-dérivable en a. Ceci implique
qu’elle est holomorphe sur §2. Donc f a une singularité effacable en a. [ |

Théoréme 4.4.14 (de classification des singularités isolées) Soit Q) C C un ouvert et a € €.
Soit f une fonction de Q\{a} dans C présentant une singularité isolée en a. On est dans exactement
l'un des trois cas suivants

1. La fonction f a une singularité effacable en a.
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2. Il existe m e N*, et c1,...,cp € C avec ¢, # 0 tels que la fonction

m

ce flz) =Y
= (z —a)k

admet une singularité effacable en a.

3. Pour tout v > 0 tel que B(a,r[C Q, f(B(a,r[) est dense dans C.

Définition 4.4.15 Dans le cas[d, on dit que f a une singularité polaire en a. L’entier m € N*
et les coefficients c1, ..., ¢y avec ¢ # 0 sont uniques (exercice). Le nombre complexe c1 s’appelle
le résidu de f en a. On le note Res(f,a). La fonction z — > ¢,/(z — a)™ s’appelle la partie
polaire ou encore la partie principale de f en a.

Définition 4.4.16 Dans le cas[3, on dit que f a une singularité essentielle en a. Il est équivalent
de dire que, quel que soit w € C, il existe une suite z, de points de Q\ {a} qui tend vers a telle que

f(zn) njoo w.

Remarque 4.4.17 On peut tester la nature d’une singularité isolée en considérant le module de
f : la singularité isolée de f en a est

1. effagable lorsque |f| admet une limite finie en a ;
2. polaire lorsque |f| tend vers +00 en a ;

3. essentielle lorsque |f| n’a pas de limite (finie ou infinie) en a.

Preuve. Supposons que 'on n’est pas dans le cas[3] Dans ce cas, il existe w € C et r,§ > 0 tels
que
Vz € Bla,r[, |f(z) —w| > 0. (4.40)

Ceci permet de définir la fonction
(B (a,r] — C >
g: 1 :
T o

Cette fonction est holomorphe sur B(a,r[, et elle a donc une singularité isolée en a. De plus, elle
ne s’annule pas sur B(a, r['. L’inégalité (4.40]) implique que

1 < 1
1f(z) —w| ~ 0
En particulier, la fonction g est bornée au voisinage de a. Par le théoréme la singularité

isolée de g en a est donc effagable. Notons encore g le prolongement holomorphe de g & B(a, r| tout
entier. Observons que

Vz € B(a,r[, lg(2)| =

1
Vz € B(a,r[, fR)=w+ —. (4.41)
9(2)
Distinguons deux cas :
— Soit g(a) # 0. On déduit de (4.41) que f est bornée au voisinage de a. Par le théoreme
la fonction f a une singularité effacable en a et on est dans le cas
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— Soit g(a) = 0. Dans ce cas, puisque g ne s’annule pas sur B(a, [, le principe des zéros isolés
(théoreme [4.4.3) assure qu'il existe m € N* et h € H(B(a,r[) avec h(a) # 0 tels que

Vz € Bla,r[, g9(z) = (z —a)"h(z). (4.42)

Puisque g ne s’annule pas dans B(a,r[’, I'égalité ci-dessus implique que h non plus. On
en déduit que h ne s’annule pas dans B(a,r|[. Par suite, h; : z — 1/h(2) est une fonction
holomorphe sur B(a,r[. Par le théoréme de développement en série de puissances,
il existe une suite complexe (d,)nen telle que le rayon de la série de puissances de terme
général (z — dp2")pen est au moins égal a r et 'on a

Vz € B(a,r], hi(z) = Z dp(z —a)"

Des égalités (4.41)) et (4.42), on tire que pour tout z € B(a,r[,
f(z) = w+t(z—0a)""h(?)

= wt(z—a) <Zd z—a) +Zd z—a) )

m—1 +oo
- Z Z—am n+w+zd Z—Cl) -
n=0 n=m
m “+00
n=1 n=0

Posant pour tout n € {1,...,m}, ¢n = dp—m, o0 a ¢, = dg = h1(0) = 1/h(a) # 0, et la
fonction z — f(2z) — Y0t ¢n/(2z — a)™ se prolonge en une fonction holomorphe sur B(a,r|
tout entier, car elle est égale sur B(a,r[" & la fonction z — w + 370 dpym(z — @)™, On est
donc dans le cas[2

|

4.4.4 Le théoréme de Liouville

Le théoréme de Liouville repose sur le lemme suivant, dont le résultat est intéressant en
lui-méme.

Lemme 4.4.18 Soit a € C et R > 0. Soit f € H(B(a, R[,C). Par le théoréme il existe
une suite compleze (cp)nen telle que pour tout z € B(a, R[, la série de terme général c,(z — a)”

converge absolument et l’'on a
“+o0o

f2) =Y calz—a)™.

n=0

Dans ce cas, pour tout r €]0, R|, la série de terme général positif |c,|?r?™ converge (absolument) et
lon a

too 1 27 )
> leal?r® = o / If(a + re®®)|2d6. (4.43)
n=0 0

Preuve. La premiere partie du lemme est une conséquence directe du théoreme [4.3.63| et de
la propriété Montrons la seconde partie du lemme. Soit r €]0, R[. Puisque la fonction f
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est holomorphe sur B(a, R[, elle est continue sur cet ouvert. Puisque la fonction 6 + a + re®
est continue et 2m-périodique sur R et a valeurs dans B(a, R|[, il vient par composition que la
fonction g : 0 — f(a+ rew) est continue et 2w-périodique sur R. Dans le but d’appliquer la formule
de Parseval-Plancherel du théoreme a la fonction g, calculons ses coefficients de Fourier.
Observons que, pour tout # € R, on a
“+o0o
g(0) = Z cn(a+ ret — a)®

n=0
+o0 )

= Z cpre™ . (4.44)
n=0

Puisque la série de terme général (c,(z — a)")nen converge absolument pour tout z € B(a, R], il
vient que la série de terme général (c,r™),cn converge absolument. En particulier, la série de terme
général (|c,|r™)nen converge (absolument). Puisque pour tout n € N on a

in@, —

sup |c,r'e len|r™,
R

oe
on déduit que la série de fonctions dans le membre de droite de (4.44]) converge normalement donc
uniformément sur R. Par suite, pour tout p € Z, puisque la fonction 6 — e~? est bornée sur R,
la série de fonctions de terme général (6 +— ¢, r"e™Pe"9), .y converge uniformément sur R vers la
fonction 6 — g(0)e~"Y. Fixons p € Z. En utilisant le théoréme il vient que la série complexe

de terme général ( f02 " cnr”emee*ipodﬁ) converge et l'on a
neN
1 2m ipf 1 2 (3R n . inf ipf
— fe ""d) = — cpr''e e "77do
o J, 9O o ), Z%n

too 1 27 ) —ind
= Z 2—/ cpr’te™ e P dl
n=0 7 /0

+oo 1 2r
_ Z CnTn (2/ el(np)Hde) )
n=0 mJo
Ainsi, en utilisant la propriété [1.6.11] on a pour tout n € N,

1 2T
— / e'("=P)idg = o,
27 Jo

1 2T
L[ gy -,
21 Jo

sip#net

si p = n. Ceci implique que pour tout p € Z, le coefficient de Fourier ¢,(g) d’ordre p de la fonction
g s’écrit

1 2 » 0 sip<0
(9) /0 g(0)e pedaz{ Sig S0 (4.45)

T om cpr?
Par la formule de Parseval-Plancherel du théoreme puisque g € CY. C Ray, il vient que la
série de terme général (Jc_p(g)|*> + |cp(9)]?)pen converge et I'on a
1 27 9 9
or | 19O)Fd8 = 3 lep(o)

0 PEZ
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Utilisant la définition de g et le calcul (4.45]), on obtient la convergence de la série de terme général

positif (|cp|2r27)pen et (L.43). .

Définition 4.4.19 On appelle fonctions entiéres les éléments de H(C), c’est-a-dire les fonctions
holomorphes sur €2 = C tout entier.

Le théoréme de Liouville apparait comme une conséquence immédiate du lemme [£.4.T8

Théoréme 4.4.20 (de Liouville pour les fonctions entiéres) Si une fonction entiére est bor-
née sur C, alors elle est constante sur C.

Remarque 4.4.21 La réciproque de ce théoréme est triviale : toute fonction constante sur C est
entiére et bornée sur C.

Preuve. Soit f € H(C). Notons M > 0 un majorant de |f| sur C. Par le théoreme |4.3.63 il
existe une suite complexe (c¢p)nen telle que le rayon de la série de puissances de terme général
(z — cpz™)nen est infini, et 'on a

+oo
Vz € C, f(z) = Z 2" (4.46)
n=0

Par le lemme [4.4.18/ en @ = 0 et 7 > 0, on a que la série de terme général positif (|c,|*72")nen
converge et

= 2,2 1 2m 10y (2
> feul2r® = 5= [T 110 + 7 Pao.
n=0

En particulier, on a
1 2 . 1 27
Vn €N, Vr>0, |en|?r?" < —/ 1F(0+re?)?do < — [ M?do = M2
27 Jo 2m Jo

On en déduit que pour tout n € N, la fonction 7 ~ |¢,|?r?" est bornée sur 0, +o00[. Ceci implique
que, pour n > 1, |c,|? = 0, donc ¢, = 0. Utilisant (4.46)), on en déduit que f est constante sur C. m

4.4.5 Le principe du maximum

Théoréme 4.4.22 (principe du maximum) Soit Q@ C C un ouvert connexe. Soit a € 2, et
r >0 tel que B(a,r] C Q. Pour toute fonction f € H(), on a

|f(a)| < max |f(a +re)]. (4.47)
(SN
De plus, il y a égalité dans l'inégalité ci-dessus si et seulement si f est constante dans 2.

Remarque 4.4.23 En particulier, si f est une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe, alors son module n’admet de mazimum local en aucun point.

Preuve. Observons que, sous les hypotheses du théoréme, la fonction f est holomorphe sur €2,
donc continue sur Q. Par composition, la fonction g : 6 — f(a+ re') est continue sur R, et elle est
2m-périodique. En particulier, son module est borné sur R et y atteint ses bornes. Ainsi, le second
membre de I'inégalité est bien défini.
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Montrons tout d’abord que a lieu. Pour cela, choisissons 1 > r de sorte que B(a,r[C Qm
La fonction f est holomorphe dans €2 donc elle I'est dans I'ouvert B(a,ri| par restriction. Puisque
le chemin fermé C*(a,r| est tracé dans cet ouvert, la formule de Cauchy (théoréme [4.3.62)) dans
cet ouvert convexe assure que

1 f(w) 1 /2 fla+ret) | 1 2 ~

a) = — ——dw=— S Lireldt = —/ a + re't)dt. 4.48
f(a) 2 /c+(a,r] w—a 2imJo a+ret—q 27 Jo flat ) ( )

On en déduit l'inégalité (4.47)).

Montrons maintenant la seconde partie du théoréeme. Si la fonction f est constante sur €2, (4.47))

est une égalité. Réciproquement, supposons (4.47) est une égalité. Dans ce cas,

Vo € R, |f(a+re®)| < |f(a)l.

Elevant au carré et intégrant cette inégalité sur une période, on obtient en divisant le résultat par

2,

1 27 .
— [ |fla+re”)Pdo <|f(a). (4.49)
21 Jo

Par le théoreme (4.3.63)), il existe une suite complexe (¢, )nen telle que le rayon de convergence R
de la série de puissances de terme général (c,2"),cn est strictement plus grand que TEL et

+oo
Vz € B(a, R|, flz) = Z en(z —a)™. (4.50)
n=0
Utilisant le lemme et le fait que ¢p = f(a), I'inégalité fournit
+00 +oo
o lealr? = (@) + Y fealr™ < |f(a)*. (4.51)
n=0 n=1
D’oti I'on tire que pour tout n > 1, ¢, = 0. Ainsi, f est constante dans B(a, R[ en utilisant .
Par connexité de €2, le principe des zéros isolés assure que f est constante dans €. [ |

Corollaire 4.4.24 Soit Q C C un ouvert connezxe. Soit a € Q, et r > 0 tel que B(a,r] C Q. Pour
toute fonction f € H(Q), on a .
min |f(a+re”)| < |(a)]|. (4.5)
€

Supposons de plus que f ne s’annule pas sur B(a,r|. Dans ce cas, il y a égalité dans (4.52)) si et
seulement si f est constante sur 'ouvert connexe €.

Preuve. On procéde comme dans le théoréme précédent pour montrer en établissant que
I’égalité est encore valide. Supposons que f ne s’annule pas sur B(a,r] et traitons du cas
d’égalité dans . Si f est constante sur €2, I'inégalité est une égalité. Réciproquement,
supposons que est une égalité. Par continuité de f sur €, il existe R > 0 tel que B(a,r] C
B(a, R[C 2 tel que f ne s’annule pas dans B(a, R[. On en déduit que la fonction h = 1/f est
holomorphe dans l'ouvert connexe B(a, R[. On peut appliquer le théoréme a cette fonction
pour obtenir

< 0y, .
|h(a)| < Iéleaﬂii |h(a + re™)| (4.53)

20. Ceci est possible, méme lorsque €2 n’est pas C tout entier, car la distance du compact B(a,r] au fermé C \ Q
est strictement positive.
21. car B(a,r] C £, donc, lorsque Q n’est pas C tout entier, d(a, Q) > r.
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Puisque
1 . 1 1
h(a) = — et max |h(a + re’?)| = max —— = .

(@) g 1M o) = e TF i+ re®)] ~ wmingen [F(a + ro?)]

il vient que l'inégalité (4.53|) est équivalente a I'inégalité (4.52)). Observons que 'on a égalité dans
(4.53) si et seulement s’il y a égalité dans (4.52)). Or, il y a égalité dans (4.52)) par hypothese. Donc
il y a égalité dans (4.53)). Par le théoreme [4.4.22] la fonction h est constante dans I'ouvert connexe
B(a, R]. Par suite, la fonction f = 1/h est également constante dans 'ouvert B(a, R[. On en déduit
que cette derniere fonction est constante dans 'ouvert connexe €2 par le principe des zéros isolés

(théoreme [4.4.3)). ]

4.4.6 Le théoréeme fondamental de 1’algebre

Comme son nom ne l'indique pas, le théoréme fondamental de ’algebre est, intrinsequement,
un résultat d’analyse. Il porte parfois le nom de théoréeme de D’Alembert, ou de théoréme de
D’Alembert-Gauss.

Théoréme 4.4.25 (fondamental de ’algébre) Soit P € C[X]| un polynome de degré au moins
1. Alors,
Jz € C, P(z) =0.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que le coefficient de plus haut degré de P est
égal & 1. Notant d € N* le degré de P, on note pour z € C,

P(z) = tag 2Tt arz ao,

pour certains aq_1,...,a1,ap € C. Par inégalité triangulaire inverse, on obtient
d—1
PG = 2= |
k=0
d—1
> el = 3 Jagl|2l*
k=0
d—1 1
d
k=0
Observons que pour tout k € {0,...,d—1},onad—k >1 et donc

1
—_— —
|24k |2] 400

Par suite,

z|ﬁ+oo

Z‘H ’dk‘ L.

Utilisant (4.54)), on en déduit que
|P(z)] — +oo.

|z]—+o0

En particulier, il existe R > 0 tel que

v2eC, (=R = [P()| > [P(0)|+1).
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Supposons par ’absurde que P ne s’annule pas sur C. Alors la fonction f : z +— 1/P(z) est également
entiére et vérifie, avec I'inégalité précédente, pour tout z € C avec |z| > R,

1 1
1f(2)| = < :
[P(z)] — [P(0)[ +1
En particulier,
- 1
Vo € R, 0+ Re)| < ————,
et donc
1 1

max |f(0 + Re'?)| < < =1£(0)|.
Ainsi, f contredit le principe du maximum (théoréme |4.4.22). On en déduit que P s’annule sur C.
|

Corollaire 4.4.26 Soit P € C[X] un polynome de degré n > 1. Alors il existe A € C\ {0}, et il
existe Ai,...,An, € C tels que

Vz € C, P(z):)\ﬁ(z—)\k).
k=1

Preuve. On utilise le théoréme précédent, et le fait que, si P € C est un polynéme de degré au
moins 1 a coefficients complexes et A € C, alors P()\) = 0 si et seulement §'il existe un polynéme
non nul @ tel que P = (X — A\)@ (ce qui permet de recommencer avec @) tant que le degré de @
est au moins égal a 1). ]

4.4.7 Estimations de Cauchy

On a vu que les fonctions holomorphes possédent des propriétés plus "rigides" que les fonctions
dérivables d’une variable réelle (elles sont infiniment dérivables dés qu’elles sont dérivables une fois ;
elles sont caractérisées sur un ouvert connexe par leurs valeurs sur un ensemble ayant un point d’ac-
cumulation dans I'ouvert, etc). Une autre particularité remarquable des fonctions holomorphes est
que l'on peut estimer leurs dérivées a partir des fonctions elles-mémes. C’est I’esprit des estimations
de Cauchy que nous allons préciser maintenant.

Théoréme 4.4.27 (Estimations de Cauchy dans un disque) Soit a € C et R > 0. Soit f €
H(B(a, R[), dont le module est borné par M > 0 sur B(a,R[. On a

|
wmeN,  |f™(a)| < %M. (4.55)

Preuve. Par le théoréme [4.3.63] il existe une suite complexe (¢, )nen telle que le rayon de la série
de puissances de terme général (z — ¢,2")pen est au moins égal & R et

“+o00

Vz € B(a, R|, f(z) = Z cn(z—a)™.

n=0
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Utilisant le corollaire 4.3.66|, on a pour tout n € N, ¢, = f(a)/(n!). Fixons r €]0, R et appliquons
le lemme [4.4.18| qui assure que la série de terme général positif (| (a)|2r2"/(n!)?)pen converge et
l'on a

—+00

F™(a) [

n!

2w i
y2n 1/ f(a + rei®)[2d0. (4.56)
0

T or

n=0
L’hypothese de majoration sur le module de f dans B(a, R[ implique que
1

o

On en déduit, en minorant la somme de la série dans par son n®™ terme, que

F™(a) [

n!

2m .
/ f(a+ re®)|2d0 < M.
0

r2n < M2,

Yn e N, Vre€l0,R], |

Fixant n € N et faisant tendre r vers R, on obtient (4.55)) en prenant la racine carrée de l'inégalité
obtenue. ]

Une conséquence des estimations de Cauchy ci-dessus est que la convergence uniforme sur les
compacts d’un ouvert d’une suite de fonctions holomorphes implique la convergence uniforme sur
les compacts de la suite des dérivées. Et le théoréme de Cauchy [£.3.58 et le théoréme de Morera
assurent que la limite est nécessairement holomorphe ; la limite de la suite des dérivées étant
alors la dérivée de la limite de la suite.

Théoréme 4.4.28 Soit (fn)nen une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert  de C. On
suppose que la suite (fn)nen converge vers une fonction f uniformément sur les compacts de €.
Alors, la fonction f est holomorphe sur Q et la suite (f])nen converge vers f uniformément sur
les compacts de €.

Preuve. Puisque pour tout n € N, la fonction f, est holomorphe sur €2, elle est continue sur €2
par la propriété Puisque la suite (f,)nen converge vers f uniformément sur les compacts de
Q, la fonction f est continue sur ) par la propriété Justifions que la fonction limite f est
elle-méme holomorphe sur €. Soit A un triangle inclus dans 2. Observons que dA C A C Q. De
plus, OA est fermée et bornée, donc compacte dans C. Ainsi, A est une partie compacte incluse
dans . On en déduit que la suite (|| fn — f|/o0,04)nen tend vers 0. Utilisant I'inégalité de la
propritété on obtient pour tout n € N,

[ = [ fds] = | [ (fal) = £)de] < L@ = Sl
Ceci implique que

/ fo(lw)dw — f(w)dw.
OA

n—+o00 JHA

Or, puisque, pour tout n € N, la fonction f,, est holomorphe dans €2, le théoréeme de Cauchy dans
un triangle [4.3.58 assure que

Vn e N, / frn(w)dw = 0.
0A

On en déduit que
/ f(w)dw = 0.
0A
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Ceci valant quel que soit le triangle inclus dans I'ouvert €, le théoréme de Morera [£.4.1] assure que
f € H(R2). Montrons maintenant que la suite f;, converge uniformément sur les compacts de Q vers
f'. Pour cela, considérons un compact K inclus dans Q. Il existe alorslﬂ 6 > 0 suffisamment petit
pour que

Ks={z€C|d(z,K)<d} CQ.

Cette partie est fermée comme image réciproque de [0, ] par une application continue sur C (on
renvoie a la propriété pour justfier que 'application z +— d(z, K) est continue sur C). Elle est
de plus bornée car K l'est. Donc K est une partie compacte incluse dans 2. De plus, elle vérifie,
par construction, que

Vz € K, B(z,0] C K5 C Q.

Puisque les fonctions f et (fy)nen sont holomorphes sur §2 d’aprés ce qui précede, on obtient, pour
tout z € K, en appliquant les estimations de Cauchy du théoréme [£.4.27] sur la boule fermée de
centre z et de rayon ¢, a la fonction f, — f qui est holomorphe sur 'ouvert {2 contenant cette boule
fermée,

VnEN, U= DN 5% 0 % o~ Floc e

En particulier, puisque B(z,0] C Kj quel que soit z € K, on a
1
Vae K, YneN, = () <5 x (1) X [fa— e

Le majorant ci-dessus étant indépendant de z € K, on en déduit que

1
Vi e Nl = oo < 5 < (1) Xl = Flloo s

Puisque la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément vers f sur les compacts de €, elle

converge uniformément vers f sur Ks. On en déduit que
CVU sur K
OV
n—+00

Ceci valant pour tout compact K C €, il vient que la suite de fonctions de terme général (f])nen
converge uniformément vers f’ sur les compacts de (. [ |

Remarque 4.4.29 On en déduit évidemment du théoréme[].4.28 que, sous les mémes hypothéses,
pour tout k € N, la suite de fonctions (f,(ﬁ))neN converge vers %) uniformément sur les compacts

de Q.

4.5 Le théoréme de Cauchy global

Le but de cette section est de généraliser le théoreme de Cauchy "local" valable pour
un chemin fermé tracé dans un ouvert convexe, & des objets plus généraux (ce seront des cycles)
tracés dans des ouverts généraux. On donnera un énoncé précis en En section nous

22. Dans le cas Q = C, c’est évident. Sinon, dans le cas Q strictement inclus dans C, la partie Q¢ est un fermé
non vide, dont l'interection avec K est vide (car K C 2). On peut alors par exemple utiliser le résultat de 1’exercice

[[T°44) qui assure que

inf{|z—k| | z€ Q°, ke K}

est strictement positif.
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généralisons la notion de chemin fermé et d’indice. En section [£.5.2] nous donnons deux lemmes
techniques qui seront utiles pour la preuve du théoréme de Cauchy "global" La section
est consacrée a 'énoncé et a la preuve du théoréme de Cauchy global [£.5.14] Enfin, la section
introduit la notion d’homotopie entre chemins fermés tracés dans un ouvert de C et la notion
d’ouvert simplement connexe.

4.5.1 Chaines et cycles
Remarque 4.5.1 Soit v un chemin tracé dans C. La fonction

I Co(y*,(C) — C
U s [ fw)dw)

est une forme linéaire sur C°(v*, C). Elle est de plus continue lorsqu’on munit C°(v*, C) de la norme

infinie (voir la propriété|].3.11).

Définition 4.5.2 Soit n € N* et y1,...,7, des chemins tracés dans C. On définit une chaine I’

comme suit. On définit une forme linéaire It sur l’espace CO(kGO'VI:’C) en posant

VieC(Uak0),  I(f) =) + o+ L ().

De maniére équivalente, on note
n n
vf e (U 4, 0), / Flw)dw =
— T —

L (s

k=1

que l'on résume parfois en
F=y+-+m

On appelle chaine toute somme finie de chemins tracés dans C au sens ci-dessus.

Définition 4.5.3 Avec les notations de la définition précédente, lorsque tous les chemins ~yg pour
ke {l,...,n} sont fermés, la chaine T est appelée cycle.

Remarque 4.5.4 Un cycle est donc une chaine ; l'inverse n’est pas vrai en général. Un chemin est
donc une chaine; l'inverse n’est pas vrai en général. Un chemin fermé est donc un cycle; l'inverse
n’est pas vrai en général.

Remarque 4.5.5 Il n’y a évidemment pas d’unicité dans l’écriture d’une chaine comme somme
de chemins, ni dans Uécriture d’un cycle comme somme de chemins fermés.

Définition 4.5.6 Avec les notations précédentes, si Q C C est un ouvert, la chaine (ou le cycle)
[ est dite (ou dit) tracé dans Q2 lorsque pour tout k € {1,...,n}, v est tracé dans Q.

Définition 4.5.7 Soit ' = vy + - - - + v, une chaine. On appelle support de I', ou parfois image
de I', I’ensemble



Remarque 4.5.8 On définit ainsi de maniére consistante la définition [{.3.7 C’est-a-dire que,
lorsque I' = 1 est un chemin, les deux définitions coincident.

On définit comme suit une généralisation de I'indice d’un point par rapport a un chemin fermé
pour les cycles.

Définition 4.5.9 Soit I' = v + -+ + v, un cycle tracé dans C. Pour tout z € C\ I'*, on définit
P’indice de z par rapport a I' en posant

1 1 1 & 1 "
Indp(z) := /F dw = % /% dw = Z Ind,, (2).

2im w—2z P w—z P

\

Remarque 4.5.10 Il s’agit bien sir d’une fonction holomorphe sur C\ T'*, d valeurs entiéres,
constante sur les composantes connexes de C\ I'*, nulle sur la composante connexe non bornée de

C\T*, comme on le vérifie a l'aide du théoréme |4.3.49.

4.5.2 Deux lemmes techniques

Lemme 4.5.11 Soit Q@ C C un ouvert et f € H(Q2). La fonction

OQxQ — C
flw -1 .
T (w,2) — W=z R (4.5
f(w) siz=uw

est continue sur ) x ).

Remarque 4.5.12 Nous avons déja vu, lors de la preuve de la formule de Cauchy dans un ouvert
convezxe (théoréme que, pour tout z € §, la fonction w — g(w, z) est continue sur Q. Il s’agit
ici de montrer un résultat plus fort : la fonction g est continue par rapport au couple de variables
(z,w) sur Q2.

Preuve. Notons
D ={(z,2) | z€ C}.

La partie D est fermée dans C?, donc O = C2?\ D est ouverte dans C2. Par suite, I’ensemble 22N O
est ouvert dans C2. Observons que la fonction g est continue sur Q2NO comme quotient de fonctions
continues sur 92N O dont le dénominateur ne s’annule pas sur Q2N O. Justifions que la fonction g
est continue sur Q2N D. On en conclura que g est continue sur Q? tout entier. Soit (a,a) € Q>N D

et € > 0. Puisque f € H(R), le corollaire 4.3.65 du théoréme |4.3.63| implique que f' € H(Q2). En
particulier, la fonction f’ est continue sur € par la propriété 4.1.19, Ainsi, elle est continue en a.

Ainsi, il existe r > 0 tel que B(a,r[C Q et
Vz € B(a,r], If'(z) = f(a)| < e (4.58)

Fixons (b,c) € B(a,r[?. Notons v le segment [b — | de sorte que

([0,1] — C
Tt e e+ (1))
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Par convexité de B(a,r[, on a v* C B(a,r[C Q. Puisque f € H(Q2) et puisque ~ est une fonction
de classe C! de [0, 1] dans C, la fonction F : t — f(v(t)) est de classe C! sur [0,1] et

vte(0,1],  F'(t) = f'(v(t)Y () = (e = b)f'(7(1))-

Par le théoreme fondamental de 'analyse, il vient que

P~ FO) = [ Pt
Ceci s’écrit encore )
Q=10 = c=b) [ FGE)a,

Supposons que b # ¢, ceci implique

g(e,b) = f(c):g(b) = /0 1 f(y(t))dt.

Cc

Observant que g(a,a) = f'(a) = fol f'(a)dt, il vient que

gleh) ~glaa) = [ (FQ0) - ) (4.50)

Cette derniére égalité est encore vraie lorsque b = ¢ (on a alors v(t) = b, et g(b,b) — g(a,a) =
fol(f’(b) — f'(a))dt). Utilisant 'inégalité (4.58)) et le fait que v est tracé dans B(a,r[, I'inégalité
(4.59) fournit

V(b,c) € Bla,r2,  lg(bc) — gla,a)| < /O PO — et < /O et =,

Puisque ceci vaut quel que soit € > 0, il vient que g est continue en (a,a). Ceci valant quel que soit
(a,a) € Q>N D, il vient que g est continue sur 22N D. Ainsi, la fonction g est continue sur Q* N D
et sur 22N 0. On en déduit que g est continue sur Q2 tout entier. [ |

Lemme 4.5.13 Soit Q C C un ouvert. Soit g une fonction continue sur Q? a valeurs dans C. Soit
z € Q. Quels que soient le compact K C Q et la suite (zp)nen de points de ) convergeant vers z,
la suite de fonctions (g(zn,-))nen converge vers g(z,-) uniformément sur K.

Preuve. Soit K C Q un compact, z € Q et (z,)nen une suite de points de € convergeant vers z.
Posons

K= <nLeJN{zn}) U{z).

La partie K est compacte par le résultat de I'exercice Remarquons qu’elle est incluse dans
Q. Puisque g est continue sur Q x Q, elle est par restriction continue sur K x K. Puisque K et K
sont compactes, le produit K x K est compact par la propriété Par le théoréeme de Heine
la fonction ¢ est uniformément continue sur K x K. Fixons ¢ > 0. Il existe donc un r > 0 tel que
quels que soient (y1,z1), (y2,22) € K x K,

|21 — 22|+ y1 — w2 <7 = |g(y1,71) — g(y2, 22)| <& (4.60)

Puisque la suite (2zj,)nen converge vers z, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N, on a
|z, — z| < r. Utilisant (4.60]), on en déduit que

vn >N, VyeK, l9(zn,y) — g(2z,9)] < e.

23. Ou plutét par une généralisation du théoréme de Heine. Voir par exemple le théoréme 7-5.22 de [12].

233



Ceci implique que

Vn > N, sup |g(zn,y) — 9(2,y)| < €.
yeK

On a ainsi montré que la suite de fonctions de terme général (g(zn,:))nen converge vers g(z,-)
uniformément sur le compact K. Ceci valant quel que soit le compact K, on en déduit le résultat.
|

4.5.3 Le théoréeme de Cauchy global

Théoréme 4.5.14 (de Cauchy global) Soit Q C C un ouvert. Soit f une fonction holomorphe
sur 2. Quel que soit le cycle I' tracé dans Q) tel que

VzeC\Q, Indp(z) =0, (4.61)

la fonction f vérifie

Vz e Q\ T, f(z) x Indp(z) = % g w(_w)zdw, (4.62)

et
/ f(w)dw = 0. (4.63)
r

Preuve. Soit Q et I' vérifiant (4.61]). Soit f € H(Q2). Aprés avoir défini une fonction auxiliaire h
sur €2 dont la nullité implique (4.62]), nous montrerons successivement

1. que cette fonction A est holomorphe sur €,
2. que l'on peut prolonger h en une fonction entiere ¢ grace a (4.61)),

3. que cette fonction ¢ est nulle sur C, car elle est bornée sur C et tend vers 0 & l'infini (on
utilisera le théoreme de Liouville [4.4.20)).

Ceci montrera la formule de Cauchy (4.62)). On indiquera en toute fin de preuve comment en déduire
(14.63)).

Considérons la fonction g définie a partir de f € H(2) par (4.57). Par le lemme |4.5.11} la fonction
g est continue sur Q2. Puisque I' est un cycle tracé dans €, on peut en particulier définir pour tout

z € Q,
1

h(z) = — dw. 4.64
(2) = i [ 90z (464)
Observons que, si ’on montre que h est nulle sur Q\ I'*; alors, par un calcul similaire & celui utilisé
dans la preuve de la formule de Cauchy dans un ouvert convexe (théoreme [4.3.62)), on a (4.62)). En
effet, pour z € Q\T* et w € ™, on a
fw) = f(z
o) = T =TE)
w—z
et ’on a donc

e\, (Mx=0 — f(z)x(l/F ! dz)l 9 40). e

20T w—2z 8w Jrw— 2

Etape [1| Montrons que la fonction h définie sur Q en (4.64]) est holomorphe sur 2. Commengons par
justifier que h est continue sur Q. Pour cela, fixons z € Q et considérons une suite (z,)nen de points
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de Q qui tend vers z. Par le lemme la suite de fonctions g(zy, - )nen converge uniformément
vers g(z,-) sur les compacts de Q. En particulier, la convergence est uniforme sur I'* (qui est un
compact de §2). Ecrivons comme une somme de chemins fermés tracés dans Q : T' = + - -+ + .
Il vient que pour tout n € N,

) =) = o | [ gCemid — [ g(zw)du]
= o | [ 0ten) — gz
= 5 2 [ 0w gt
< g3 | [ o) st
S g 2 HOWloten, )~ oty
< g 3 HOWloten )~ ot
< 5 (3 200 ) tenr) o

Ceci implique que la suite complexe (h(z,))nen converge vers h(z). Ceci valant quelle que soit la
suite (zp)nen convergeant vers z, il vient que la fonction h est continue en z. Ceci valant pour tout
z € §, il vient que la fonction h est continue sur 2. Soit maintenant A un triangle tout entier
inclus dans €2. Par le théoreme de Fubini@ puisque la fonction ¢ est continue sur Q2 donc
sur 0A x I',

h(z)dz = / / z,w)dwdz
aA 2im Jon

= 27/77//('9A z,w)dzdw. (4.66)

Or, pour tout w € €2, la fonction z — g(z,w) est holomorphe sur Q2 \ {w}, et continue en w. Par le
théoréme elle a donc une singularité effagable en w et elle est donc holomorphe sur Q. Par
le théoréme de Cauchy dans un triangle [£.3.58] il vient que

Yw € Q, / g(z,w)dz = 0.
oA

24. Pour coller stricto sensu au théoreme de Fubini on peut écrire le bord de A (une fois choisie I'orientation)
comme la somme de trois chemins de classe C' paramétrés par le segment [0,1]; on peut également écrire chaque
chemin -y, comme une somme finie de J, > 1 chemins de classe C!, paramétrés par des segments notés ([a] , b <<y Ji-
Découpant l'intégrale le long de I' en la somme des intégrales sur les v, puis la somme (sur k& € {1,...,m}) de la
somme (sur j € {1,...,Ji}) et lintégrale le long du bord de A comme la somme de trois intégrales sur le segment
[0, 1], on s’apercoit, puisque, dans chaque “petite” intégrale, l’mtegrande est une fonction continue sur [0, 1] x [aj , bf]
(on utilise que la fonction dérivée d’une chemin de classe C! est contlnue) que l'on peut appliquer le théoreme de
Fubini sur chacun des produits de segments [0,1] x [a% a;, J] Il n’y a plus ensuite qu’a reformer les sommes et
I’on obtient le résultat.
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Utilisant (4.66)), ceci implique que
/ h(z)dz = 0.
0A

Ceci valant quel que soit le triangle A tout entier inclus dans 2, le théoréme de Morera [4.4.1
implique que h € H(Q).

Etape Montrons que 'on peut prolonger h en une fonction définie et holomorphe sur C tout
entier. Pour cela, notons

Qi ={ze€C\TI" | Indp(z) = 0}.

Rappelons que la fonction z +— Indp(z) est une fonction holomorphe donc continue sur 'ouvert

C\ T* (voir la remarque 4.5.10|). Ainsi,

11
Ql = Indfl <:|—2, 2|:) y

est 'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue, donc c¢’est un ouvert de C\ I'*, donc
c’est un ouvert de C (puisque C\ I'* est lui-méme ouvert dans C). Observons que ’hypothese (4.61))
implique que Q¢ = C\ Q C Q4. On en déduit que

QUO =C. (4.67)

Pour z € 1, on a z ¢ T, et 'on peut donc définir

h(e) = —— [ L&) g, (4.68)

2171' Tw—2z

Utilisant la condition suffisante de développement en série de puissanceslﬁ (lemme4.3.1)), la fonction
h1 est développable en série de puissances dans {2;. En particulier, elle est holomorphe sur 'ouvert
Q1 par le théoréeme Remarquons que, pour z € QN Oy, on a z ¢ I'* et donc
1
h(z) = / 9(z, w)dw

2z7r
_ / flw
2
1

o gt
= hi(z) - f(2) @r’(_z)/

=0 car z€Q

= hl(Z)

Ainsi, la fonction h; coincide avec h sur ouvert 2 N Q. Ceci, avec (4.67)), permet de définir la
fonction

C — C

p: h(z) sizeQ
S {hl(z) size

25. 11 suffit d’écrire que hq est la restriction & €; de la fonction ho définie sur C \ I'* par

1 flw)
hZ(Z):% wfz QZWZ/ —

r =1Y 7k

et d’appliquer m fois le lemme m pour conclure que hs est la somme de m fonctions holomorphes sur C \ I'*.
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La fonction ¢ est holomorphe sur € car h 'est (voir I’étape [1| de la preuve) et elle est holomorphe
sur Qq car hy lest (voir ci-dessus). Avec , on en déduit que ¢ est entiére. De plus, ¢ prolonge
naturellement h.

Etape [3| Montrons que ¢ est nulle sur C. Tout d’abord, 'ensemble I'* est borné, donc inclus dans
une certaine boule B(0, R] pour un certain R > 0. Son complémentaire admet donc une unique
composante connexe non bornée, laquelle contient le complémentaire dans C de B(0, R]. Dans cette
composante connexe non bornée de C \ I'*; on a nécessairement que Indr est identiquement nul,
car chacun des Ind,, est nul. Pas conséquent, cette composante connexe non bornée de C \ I'* est
incluse dans €. Ainsi, pour z € C avec |z| > R, on a

p(2) = hi(2).
Or, pour |z| > R, on a également
me) = | [ L2a
LS
To2nf W 2
1 Slw)
< -
= on Z (%) ‘w'—> mp
) ii W
2m (z %)

Ainsi, pour z € C avec |z| > R, on a

1 - HfHooF 1 & ||f||ooF
< — [
On en déduit que

e(z) — 0. (4.69)

|z| =400
Or ¢ est holomorphe sur C, donc elle est continue sur C. Ainsi, la fonction ¢ est continue sur C et
vérifie (4.69)), donc elle est bornée sur C. Par le théoreme de Liouville |4.4.20, elle est constante sur
C. Avec (4.69), cette constante est nulle. On en déduit que la restriction h de ¢ a Q est nulle sur

Q, donc nulle sur Q \ I'*. Ceci implique (4.62) comme on ’a indiqué en (4.65)).
Montrons finalement que (4.63) a lieu. Pour cela, choisissonsm a € Q\TI* et posons F(z) =

(z —a)f(z) pour z € Q. La fonction F' est holomorphe sur € car f l'est par hypothese. En lui
appliquant la premiere partie de ce théoreme, on a
1 F(w)

dw.
2 Tw—a

F(a) x Indp(a) =
Puisque F'(a) = 0 et puisque I'intégrande ci-dessus s’écrit aussi f(w), on en déduit (4.63]). ]

Remarque 4.5.15 Dans ce théoréme de Cauchy global |4.5.14}, on trouve dans (4.63) une géné-
ralisation de la formule de Cauchy dans un ouvert convexe (théoréme et dans (4.62)une

26. On pourra réfléchir a la raison pour laquelle Q \ T'* # (.
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généralisation du théoréme de Cauchy dans un ouvert conveze [{.3.60,

En effet, si Q est un ouvert convexe et si vy est un chemin fermé tracé dans ), alors pour tout
z € C\Q, la fonction f :w— 1/(w — z) est holomorphe sur Q. Par le théoréme de Cauchy local
elle admet une primitive holomorphe sur ) et son intégrale le long du chemin fermé v est
nulle. Pour le cycle I' := ~, on en déduit que

Indp(z) = % /F f(w)dw = 0.

Ainsi, la condition (4.61)) est systématiquement vérifiée lorsque 2 est convexe (écrire éventuellement
=71+ 4 ym et répéter m fois le raisonnement ci-dessus puis sommer les indices (qui sont
tous nuls)), et le théoréme de Cauchy global s’applique en particulier dans ce cas.

Corollaire 4.5.16 Soit Q) C C un ouvert. Soit I'y et I's deuzx cycles tracés dans 2 ayant méme
indice par rapport d tout point du complémentaire de ), c’est-a-dire tels que

Vz e C\ Q, Indr, (2) = Indp, (2). (4.70)

Pour toute fonction f holomorphe sur 2, on a
f(w)dw = / f(w)dw. (4.71)
Fl 1—‘2

Preuve. Ecrivons
Fi=m1+-+vY,m

pour un certain m; > 1, ot ¥1,1,...,V1,m, sont my chemins fermés tracés dans I'ouvert €2, et
FQ =721 + -+ Y2,ma2 5

pour un certain mg > 1, ot 2,1, . . . , ¥2,m, sont mo chemins fermés tracés dans I'ouvert 2. Formons
le cycle

F=v1+-+7mm +72_,1+"'+72_,m2’

avec la convention définie a la propriété |4.3.16| pour les chemins renversés. L’hypothese (|4.70))
implique pour le chemin T tracé dans € la relation (4.61)). Pour une fonction f € H(2), on a donc,
par le théoreme de Cauchy global

/ F(w)dw = 0.
r
Ceci implique

/ flwdw— | f(w)dw =0.
r Ty
On en déduit (4.71]). ]

Remarque 4.5.17 Ce corollaire permet, sous certaines hypothéses relatives a l'indice des
points du complémentaire de ['ouvert 2, de modifier des cycles sur lesquels on intégre sans changer
la valeur de lintégrale d’une fonction holomorphe sur l'ouvert 2. Nous ['utiliserons dans la section
suivante consacrée aux chemins fermés homotopes.
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4.5.4 Homotopie entre chemins fermés

Comme on I’a vu a la propriété lorsque v est un chemin fermé tracé dans un ouvert (2,
on peut, quitte a effectuer un changement de paramétrage admissible, supposer qu’il est paramétré
par le segment [0, 1]. Nous le faisons systématiquement dans cette section.

Définition 4.5.18 Soit Q2 C C un ouvert. Soit vy et 1 deux chemins fermés tracés dans . On dit
que Yo et v2 sont homotopes (en tant que chemins fermés) dans Q s’il existe une application
continue H de [0,1] dans 2 telle que pour tout (s,t) € [0,1)2,

1. H<370) :70(5)7
2. H(S, 1) = 71(5)7
3. H(0,t) = H(L,1).

Remarque 4.5.19 Lorsque g et y1 sont deux chemins fermés homotopes dans 'ouvert 2, en
posant pour tout (s,t) € [0,1], v(s) = H(s,t), on obtient une famille "continue" (au sens ot H
est continue sur [0,1)?) de “quasi-chemins” fermés (car H vérifie le poz’nt@) tracés dans Q0 (car H
est a valeurs dans ) reliant le chemin ~yy (car H vérifie le poz’nt au chemin vy (car H vérifie
le point@. Cette définition traduit donc 'intuition selon laquelle deux chemins fermés tracés dans
un ouvert sont homotopes lorsque ’on peut déformer contintiment l'un en l'autre en ne considérant
que des “quasi-chemins” fermés tracés dans l'ouvert. Attention toutefois, dans cette définition, les
“quasi-chemins” fermés intermédiaires v, pour t €]0,1[ ne sont que continus : ils ne sont pas de
classe C' par morceauz sur [0,1] a priori; ce ne sont pas des chemins fermés au sens du cours
stricto sensu.

Définition 4.5.20 Soit Q) C C un ouvert et v un chemin fermé tracé dans Q2. On dit que le chemin
fermé y est homotope a un point (ou encore d’homotopie nulle) dans Q lorsque y est homotope
dans €2 a un chemin fermé constant.

Définition 4.5.21 Un ouvert ) de C est dit simplement connexe lorsqu’il est connexe et de
plus tout chemin fermé tracé dans 2 est homotope a un point dans €.

Exemple 4.5.22 Considérons les ouverts suivants :
— C est connexe et simplement conneze.
— C\ {0} est connexe mais n’est pas simplement connexe.
— C\ R n’est pas connexe, donc n’est pas simplement connexe. Remarquer que, pourtant, tout
chemin fermé tracé dans C\ R est homotope d un point dans C\ R.
— C\ RT est simplement conneze.

Propriété 4.5.23 Soit 2 C C un ouvert. Si Q est convexe, alors il est simplement conneze.

Preuve. Soit 2 un ouvert convexe de C. La propriété assure que ) est connexe. Pour
montrer que tout chemin fermé est homotope & un point dans Q, distinguons deux cas. Si 2 = 0,
alors il n’y a rien & vérifier. Sinon Q # (). Soit a € Q et v un chemin fermé tracé dans Q. L’application

(0,12 — C
H'((s,t) — (1—t)7(s)+ta>’
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est bien & valeurs dans 2 car Q est convexe. De plus, c’est une application continue sur [0, 1]2.
Enfin, elle vérifie pour tout (s,t) € [0, 1]?,

H(s,0) = v(s), H(s,1) = a,
et
H(0,t) = (1 —1t)7(0) +ta= (1 —t)y(1) + ta = H(1,1).

Ainsi, v est homotope dans 2 au chemin constant égal & a. Ceci valant quel que soit le chemin
fermé v tracé dans €2, il vient que 'ouvert Q) est simplement connexe. [ |

Nous allons montrer que ’homotopie entre 2 chemins fermés tracés dans un ouvert laisse inva-
riant l'indice des chemins par rapport aux points du complémentaire de 'ouvert (théoreme |4.5.26)).
Pour cela, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.5.24 (d’invariance de ’indice) Soit vy et 1 deuz chemins fermés tracés dans C et
z € C. On suppose que

Vs € [0,1], 70(s) =71(s)] <z =0(s)l. (4.72)

Dans ce cas, z ¢ v U~ et
Ind,,(2) = Ind,, (2). (4.73)

Remarque 4.5.25 Autrement dit, si, au fil du "temps" (noté s ci-dessus), deuzx chemins fermés
Yo et y1 sont toujours strictement plus proches que l'un (fixé) des deux ne l'est d’un point z, alors
le point z n’est sur aucun des supports des deux chemins fermés et il a méme indice par rapport
aux deur chemins fermés.

Preuve. L’hypothese (4.72) assure trivialement que z ¢ 7§ et z ¢ ~f. Ceci permet en particulier
de définir 'application

v mis) — 2
S — ’Y()(S)—Z

0,1 — C )

La fonction v est continue sur [0, 1] puisque 7y et 71 le sont, et son dénominateur ne s’annule pas.
Puisque 7o et v sont de classe C' par morceaux sur [0,1], il en est de méme de la fonction ~ et,
sur [0, 1] éventuellement privé d’un nombre fini de points, on a

/
/ 71(8) / 71(s) — 2
v(s) = ———— —(s) ———.
O = G -2~ " Gos) =2
Ceci implique que, sur le méme ensemble, on a

Y(s) _ mls) ()

vs)  ms)—z  ls)—2
Par suite, la fonction 4/ se prolonge en une fonction continue par morceaux sur [0, 1], quitte & poser
7/(s) = 0 en un nombre fini de points ol v, (s) ou ¥} (s) ne sont pas définis. Ainsi, 7 est une fonction
continue et de classe C! par morceaux sur [0,1]. Puisque 7o et 1 sont des chemins fermés tracés
dans C, on a

(4.74)

Oz ml)-s
=50 T m e W
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On en déduit que v est un chemin fermé tracé dans C. Observons que pour tout s € [0, 1], on a

(11(8) = 2) = (o(8) —2) _ 71(s) — 70(8)
Yo(s) — 2 Yo(s) =2

7(s) —1=

Par suite, 'hypothese (4.72]) implique
Vse[0,1],  [y(s) -1 <1,

de sorte que 7 est un chemin fermé tracé dans 'ouvert B(1,1[. En particulier, 0 est dans la com-
posante connexe non bornée de C\ v*. Par le théoreme 4.3.49| il vient que

Ind,(0) = 0. (4.75)

Ceci s’écrit encore

1 1
—/ — dw=0. (4.76)
8

2im Jow—0

Or, en utilisant (4.74)), on a

1 1 1 [t 4(s)
— —dw = [ ¥ g
2i7r/7w—0w 2@77/0 7(s)—0°°

L iy,
2im Jo \m(s)—z (s)— =z

Puisque z ¢ 4§, la fonction s — ~((s)/(70(s) — 2) estm une fonction continue par morceaux sur
[0,1]. De méme, puisque z ¢ ~7, la fonction s — 71(s)/(71(s) — z) est une fonction continue par
morceaux sur [0, 1]. Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que

1 1 A C) 1ot %(s)
— | ——dw = — ————dw — — ————dw = Ind — Ind .
2i7r/7w—0 ~ 2i7r/0 7(s) —z “ 21'77/0 Yo(s) — =z w = Indy, (2) — Indyy ()
Utilisant (4.76[), on en déduit (4.73]). ]

On peut maintenant énoncer le théoréme qui affirme que deux chemins fermés homotopes dans
un ouvert ont méme indice par rapport a tout point du complémentaire de I'ouvert.

Théoréme 4.5.26 (d’invariance de I’indice) Soit Q@ C C un ouvert. Soit vy et y1 deux chemins
fermés tracés dans l'ouvert Q2. Si vy et y1 sont homotopes dans §2, alors

Vze C\Q, Ind,,(2) = Ind,, (2). (4.77)

Preuve. Si Q = C, alors il n’y a rien & démontrer. Sinon, Q¢ = C\ Q # ). On se place dans ce
cas pour le reste de la preuve. Nous allons fixer z € C\ €2 et construire une famille finie de chemins
fermés affines par morceaux, chacun étant proche du précédent et du suivant dans la famille, et
telle que les premiers seront "proches" de 7o au sens de I'hypothése [4.72] du lemme [£.5.24] et les
derniers seront "proches" de ;. On appliquera ensuite un nombre fini de fois le lemme pour
conclure que 'indice de z ne change pas quand passe d’'un chemin fermé & un autre.

Soit z € C\ Q. Puisque 7 et v1 sont homotopes dans €2, il existe une fonction continue H de [0, 1]?
dans € vérifiant les points et 3| de la définition . Puisque [0, 1]? est compact@ I’ensemble
K = H([0,1]?) est compact comme image continue d’un compact. Puisque H est & valeurs dans €,
la partie K est une partie compacte incluse dans Q. Puisque K C € est compact, puisque Q° est

27. On devrait dire "se prolonge en une fonction continue par morceaux sur [0, 1]".

28. On pourra revoir la propriété|1.1.34
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un fermé non vide, et puisque K N Q¢ = V)@ on a d(K,Q¢) > 0. En particulier, il existe ¢ > 0 tel
que

VaeC\Q, V(s t)e[0,1]? |H(s,t) —a| > 2, (4.78)
et ceci vaut par exemple pour o = z. Par une généralisation du théoreme de Heinelﬂ, puisque la

fonction H est continue sur le compact [0, 1]2, elle y est uniformément continue. En particulier, il
existe n € N* tel que

V), @D D1, (e-dtly-dl<. = |H@y)-HEp <c). (@)

On peut alors définit n+1 chemins fermés polygonaux (¥ )o<k<n €n posant pour tout k € {0,...,n},
tout i € {1,...,n} et tout s € [(: — 1)/n,i/n],
1k i—1 k
0! =H|(—,— 1—-4i)+H — ) — 4.80
n(s) = 1 (5] (st 1= i) 1 (S0 T (i ), (4.80)

de sorte que J, relie de maniere affine H((i—1)/n,k/n) a H(i/n, k/n) sur le segment [(i—1)/n,i/n].
Ainsi, pour k € {0,...,n}, i€ {1,...,n} et s€[(i —1)/n,i/n|, on a

IA
R
Ay
7N
:“\ ~.

SEESS
N
/\

e(ns+1—1)+¢e(i —ns)
e, (4.81)

IN A

en observant que ns + 1 — i et i — ns sont dans le segment [0, 1], que leur somme vaut 1, que
1 1—1 ’ 1

< - et < -,
n n

s_f
n

S —
n

et en utilisant conséquemment (4.79)). Compte tenu de (4.78)), cette inégalité (4.81)) montre en

particulier que, pour tout k& € {0,...,n}, le chemin fermé 4 est tracé dans . Par ailleurs, en
examinant ce que fournit (4.81)) pour £k = 0 et k = n, on obtient
Vse[0,1],  Pols) —(s)[<e et Fuls) —mnls)| <e (4.82)

Observons que, pour tout k € {0,...,n}, et s € [0,1],

o) = - # (s 0| - |H (s 5) <
> 2e—¢

> &, (4.83)
en utilisant I'inégalité triangulaire inverse et les estimations (4.78]) et (4.81]). Enfin, utilisant une

29. Voir si besoin I'exercice |1.1.44] On pourrait par ailleurs ne justifier que le fait que d(z, K) > 0.
30. Voir par exemple le théoréme 7-5.22 dans [12].
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nouvelle fois (4.79) et la définition (4.80) de 4k, on obtient
Vk € {1, s 7”}? Vs € [Oa 1]7 H/k—l(s) - ;?k(s)| Se. (484)

Il reste a utiliser n + 2 fois le lemme :
— Utilisant (4.82)) et (4.78), on a

Vs € [0,1],  |yo(s) —o(s)| <& <2 <|z—0(s)l-
Ceci permet d’appliquer le lemme qui implique que
Indy, (z) = Inds,(2). (4.85)
— Pour chaque k € {1,...,n}, on a en utilisant et (4.83),
Vs €[0,1],  [(s) = u-1(s)] < & <[z = Fu(s)]-
Par le lemme [£.5.24] on obtient
Inds, ,(2) = Inds, (2). (4.86)
— Enfin, utilisant et (4.78), on a
Vse[0,1],  |m(s) =An(s)| <€ <2 <[z —m(s)]-
Utilisant une derniére fois le lemme [£.5.24] on en déduit
Indy, (2) = Ind,, (2). (4.87)
Observant successivement (4.85)), (4.86) et (4.87)), on a
Ind,, (2) = Indy,(2) = Inds, (2) = - - - = Indy, (2) = Ind,, (2).
Ceci montre (4.77)). [ |

Corollaire 4.5.27 Soit Q C C un ouvert, vy et v1 deux chemins fermés tracés dans Q. Si v et v1
sont homotopes dans §2, alors

Vfe H(Q), /70 f(w)dw = /w f(w)dw.

Preuve. Si g et v sont homotopes dans €2, alors, par le théoreme [4.5.26] ils ont méme indice par
rapport a tout point du complémentaire de §2. En particulier, ils vérifient les hypothéses du corollaire
du théoréme de Cauchy global Appliquant ce corollaire, on obtient le résultat par
(14.71]). [ |

Corollaire 4.5.28 Soit Q C C un ouvert simplement connexe. Pour toute fonction f holomorphe
sur §2 et tout chemin fermé tracé dans 2, on a

Lf(w)dw = 0. (4.88)

Preuve. Soit f € H(2) et vy un chemin fermé tracé dans 'ouvert simplement connexe 2. Puisque
) est simplement connexe, le chemin fermé ~ est homotope & un point a € 2. Notons ~, le chemin
constant égal a a. Par le corollaire [4.5.27] on a

Lf(w)dw: s f(w)dw.
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Par ailleurs, un calcul direct assure que

[ya f(w)dw = 0.

Corollaire 4.5.29 (existence d’une primitive dans un ouvert simplement connexe) Soit
Q C C un ouvert simplement connexe non vide. Pour toute fonction f € H(QY), il existe FF € H ()
telle que

VeeQ,  Fl(z) = f(2). (4.89)

Preuve. Puisque Q # (), on peut fixer a € Q. Puisque Q est simplement connexe, 0 est en
particulier connexe. Puisque €2 est un ouvert connexe, il est connexe par lignes brisées. Pour tout
z € ), il existe donc un chemin  paramétré par le segment [0, 1] tracé dans Q tel que v(0) = a et
(1) = z. Par ailleurs, si 41 est un autre chemin tracé dans Q2 paramétré par le segment [0, 1] tel
que 71(0) = a et (1) = 2, alors le chemin

Y=7+7;

est un chemin fermé tracé dans Q. Puisque Q est simplement connexe, et puisque f € H(f), le
corollaire [4.5.28/ assure que [; f(w)dw = 0. On en déduit que

Af(w)dw— 8 f(w)dw.

On peut ainsi définir la fonction

Q — C
£ z flw)dw ]’
Ya—z
ol 74— est un chemin quelconque, tracé dans €, et reliant a a z. On peut vérifier, comme dans

la preuve du théoréme de Cauchy dans un ouvert convexe que, puisque la fonction f est
continue sur (), la fonction F' ainsi définie est holomorphe sur {2 et vérifie en tout point de € la

relation [4.89] n

Remarque 4.5.30 Le corollaire précédent admet une réciproque : il est vrai que, si §) est
un ouvert connexe, alors toute fonction holomorphe sur 0 admet une primitive holomorphe dans
Q si et seulement si ) est simplement connexe. Ce résultat dépasse le contenu de ce syllabus. On
pourra trouver une prewve dans [I0)].

Corollaire 4.5.31 La fonction holomorphe z — 1/z admet une primitive holomorphe dans l’ouvert
simplement connexe C\R™. Quitte d retirer une constante a cette primitive, on peut supposer qu’elle
vaut 0 en z = 1. La primitive Ln de z — 1/z ainsi obtenue dans C\ R~ est appelée détermination
principale du logarithme complexe. Elle vérifie

Vr >0, Vfe€]—mmn], Ln (rew) = In(r) + 0, (4.90)

ot In est la fonction “usuelle” logarithme népérien, définie comme la primitive sur R%. de la fonction
x +— 1/x qui s’annule en 1.
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Preuve. L’existence d’une primitive holomorphe pour la fonction holomorphe z + 1/z dans
Pouvert simplement connexe C \ R™ est une conséquence immédiate du corollaire Le fait
qu’on peut imposer que cette primitive est nulle en 1 est évident. Le fait qu'une primitive de z — 1/z
dans l'ouvert connexe C \ R~ est entierement déterminée par sa valeur en 1 est une conséquence
du corollaire Notons F' la fonction de R?\ (R~ x {0}) dans R? correspondant & la fonction
dans le membre de droite de , que nous notons désormais f. Cette fonction Vériﬁelﬂ
% ln(:p2 + y2)
Ve >0, VyeR, F(z,y) =

Yy I

Arcsin

et également
% In(z? + ?) ' .
s1y >
Arccos L >
N 2
Vo € R, F(x,y) = vty
(z,9) %ln(xg _|_y2)
z siy<O0
/l'2+y2
La premiere expression permet de vérifier que la fonction I est de classe C*° sur R} xR, et Vériﬁelﬂ
les relations de Cauchy-Riemann en tout point de cet ouvert. De méme, la seconde expression permet
de vérifier que la fonction F est de classe C* sur 'ouvert R x R* et sur 'ouvert R x R* et qu’elle
vérifie les relations de Cauchy-Riemann en tout point de ces deux ouvertslf[ En conclusion, par la
proposition |4.1.20} la fonction f est holomorphe sur C\R™. En outre, notant u et v les composantes
de f, on a en tout point (z,y) de R?\ (R~ x {0}), en posant z = x + iy,

—Arccos

ou ou T — 1y z 1
/ .
2)=—(z,y) —t—(x,y) = 5—5 = —5 = —.
f( ) 8.’1}( 7y) 8:1./( >y) $2+y2 ’2’2 P
Ainsi, la fonction f est une primitive holomorphe de z — 1/z dans ouvert C \ R™. Puisqu’elle
coincide avec la fonction Ln en z = 1, et puisque C\R™ est connexe, on conclut, si besoin & nouveau

avec le corollaire [4.3.45] que Ln et f coincident sur C \ R™. Ceci prouve (4.90)). [ |

4.6 Le théoréme des résidus

4.6.1 Fonctions méromorphes sur un ouvert de C

Lemme 4.6.1 Soit Q2 C C un ouvert et A C Q. Si A n’a pas de point d’accumulation dans 2, alors
Q\ A est ouvert.

Preuve. Si A =), c’est évident. Sinon, A # (). z € Q\ A, alors z n’est pas un point d’accumulation
de A. En particulier, il existe » > 0 tel que (B(z,7[\{z}) N A = (). On peut éventuellement réduire
ce r pour assurer que B(z,r[C Q car Q est ouvert. On en déduit que B(z,r[\{z} C Q\ A. Puisque
z € Q\ A, il vient que B(z,r[C 2\ A. Ceci valant pour tout z € 2\ A, il vient que Q\ A est ouvert.

|

31. en exercice
32. en exercice également
33. en exercice toujours
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Définition 4.6.2 Soit Q) C C un ouvert. Une fonction f est dite méromorphe sur Q lorsqu’il
existe une partie A de § telle que les trois propriétés suivantes sont vérifies

— la partie A n’a pas de point d’accumulation dans €,

— la fonction f est holomorphe sour l'ouvert Q\ A,

— en tout a € A, la fonction f a une singularité (isolée) polaire en a.

Remarque 4.6.3 Le fait que f soit définie ou non en les points de A importe peu : nous n’utilise-
rons pas ces valeurs, méme si elles existent. Ainsi, la fonction f peut étre définie sur Q tout entier
ou pas, l’essentiel est qu’elle soit définie sur ouvert Q\ A.

Propriété 4.6.4 Soit Q2 C C un ouvert. Si f est holomorphe sur ), alors f est méromorphe sur
Q.

Preuve. Il suffit de prendre A = () dans la définition [4.6.2} [ |

Propriété 4.6.5 (Division suivant les puissances croissantes) Soita € C,m € N* et A, B €
C[X] avec B(a) # 0. Il existe un unique couple Q, R € C[X] tel que

Vz e C, A(z) = B(2)Q(2) + (2 —a)"R(2),
et le degré de QQ est au plus m — 1.

Preuve. Exercice, par exemple en écrivant a priori les quatre polynémes dans la base de C[X]
constituée des polynémes ((X — a)*)k € N et en résolvant les équations fournies sur les coefficients
de @ et R dans cette base, en commencant par ceux de plus bas degré. On peut aussi raisonner par
récurrence sur m € N*, [

Propriété 4.6.6 (Les fractions rationnelles sont méromorphes sur C) Soit f une fraction
rationnelle, que l'on écrit f = p/q avec p,q € C[X]| premiers entre euz (i.e. pAq = 1) et g non
nul. La fonction f est méromorphe sur C (et ’ensemble A de ses péles est l’ensemble R des racines
complexes du polynome q).

Preuve. Notons R I’ensemble des racines de g. Puisque R est un ensemble fini, il n’admet pas de
point d’accumulation dans C. De plus, la fonction f est holomorphe sur C \ R (voir le corollaire
[4.1.30). Soit a € R une racine de . Alors g(a) = 0. Par suite, il existe m € N* et ¢; € C[X] non
nul tels que

Vz € C, q(z) = (z —a)"qi(2),
et ¢1(a) # 0. En particulier, on peut utiliser la division suivant les puissances croissantes de (z —a)
(propriété avec A =p et B =q) qui assure qu’il existe @, R € C[X] tels que

Ve C,  p(z) = q(2)Q(2) + (z — )" R(2),
et le degré d de Q est inférieur ou égal a m — 1@ On en déduit que, pour z € C\ R,
_ p2)

f(Z) - Q(Z)

71(2)Q(2) + (2 —a)"R(z)
(z —a)"q(2)
Q(z) R(z)

G- ()

34. On a d >0 car Q(a) # 0 car a n’est pas une racine de p car p et ¢ sont premiers entre eux.
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On peut maintenant écrire le polynéme @ dans la base ((X — a)*)ren de C[X] sous la formelﬁ

m—1
= cmr(z— a)®
k=0

pour certains coefficients cy, ..., ¢, € C. Ceci conduit a la relation
c R(z
Vz e C\R, Z mkk ().
— (z —a)™ q1(2)

On en déduit que
Ui R
V2EC\R,  J()- 3 fka)k = ql((z)).

k=1
Puisque ¢1(a) # 0, on en déduit que la fonction dans le membre de droite de ’égalité ci-dessus
a une singularité effacable en a. Il en est donc de méme de celle dans le membre de gauche. Par
suite, f admet une singularité polaire en a. Ceci valant quel que soit a € R, on en déduit que f est
méromorphe sur C tout entier. [ |

Propriété 4.6.7 Notons Q, une fraction rationnelle de la forme

D Z (4.91)

(2 —a)k
pour certains ci, ..., ¢y € C. Pour tout chemin fermé ~ tracé dans C tel que a ¢ v*, on a

2;7T/7Qa(w)dw = Ind,(a) x c1.

Preuve. Puisque a ¢ v*, pour tout k& € {1,...,m}, la fonction w ~ ¢;/(z — a)¥ est continue sur
~*. Par linéarité de I'intégrale,

i [ = o [ (3% as

Or, pour k > 2, la fonction z ++ 1/(z — a)* admet une primitive holomorphe dans I'ouvert C \ {a}
(voir le corollaire [4.3.55)). Puisque 7 est un chemin fermé tracé dans 2\ {a}, il vient que

Yk > 2, /de:o.
Y

On en déduit que

1 1
— aw)dw = — dw = Ind .
ZiWI,Q(w)w Zchllyw—aw nd,(a) x &1

35. On pourrait arréter la somme aux d premiers coefficients dans la base, mais on conserve ’écriture dans les m—1
premiers (puisque d < m — 1).
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Remarque 4.6.8 Lorsque Q,, de la forme (4.91), est la partie principale d’une fonction méro-
morphe f sur un ouvert Q de C dont on note A l’ensemble des singularités polaires dans ) (et
donc a € A), le coefficient c; est, par définition, le résidu de f en a (voir la définition .
Ainsi on a dans ce cas,
1

— / Qq(w)dw = Ind,(a) x Res(f,a).

2 Sy
Propriété 4.6.9 Soit Q@ C C un ouvert conneze et f € H(Q)) une fonction différente de la fonction
nulle et g € H(Q2). La fonction

¥ = g
f b
est méromorphe sur (.

Preuve. Exercice. On pourra vérifier que, si f est constante, alors ¢ est holomorphe sur Q. Si f
n’est pas constante, on pourra utiliser le principe des zéros isolés (théoréeme [4.4.3)). [ |

4.6.2 Le théoréme des résidus

Théoréme 4.6.10 Soit 2 C C un ouvert. Soit f une fonction méromorphe sur 1, et A l’ensemble
de ses poles dans Q. Soit T' un cycle tracé dans Q\ A. Si Uindice de T est nul par rapport a tout
point du complémentaire de Q) dans C, i.e. si

VzeC\Q, Indp(z) =0, (4.92)

alors d’une part, ’ensemble

B ={a € A|Indr(a) # 0},
est fini, et d’autre part

2;/Ff(w)dw = Z Res(f,a)Indr(a). (4.93)

a€B

Remarque 4.6.11 Sous les hypothéses du théoréme des résidus, on écrit parfois le second point
(14.93) sous la forme
1
S /]F f@)dw = 3" Res(f, a)Indr (a), (4.94)
acA
ot la sommation dans le membre de droite a lieu sur l’ensemble (potentiellement infini, mais de

toute facon dénombmble@ A plutét que sur l’ensemble fini B. Quoi qu’il en soit, la définition de
B assure que seul un nombre fini de termes dans la somme (4.94]) sont non nuls.

Preuve. Notons W l'ouvert C\ I'*. Soit V' une composante connexe de W. Remarquons que Indp
est constante sur V, en écrivant I' = 1 + - - - 4+ 7,,, et en utilisant le théoreme pour chaque
chemin fermé (vx)i1<kg<m. Remarquons que, si V' est non-bornée, alors Indr est identiquement nulle
sur V. Par ailleurs, si V intersecte C \ 0, alors implique que Indr est identiquement nulle
sur V. Montrons par ’absurde que B est fini. Supposons qu’il est infini. Dans ce cas, il existe une
suite injective (a,)nen de points de B. Distinguons deux cas.

36. Car pour tout compact K C 2, Pensemble K N A est fini (sinon A a un point d’accumulation dans ), et Q
est, comme tout ouvert non vide de C, réunion d’une famille dénombrable de compacts.
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— Soit la suite (an)nen n'est pas bornée. Dans ce cas, elle intersecte au moins une fois (en
fait, une infinité de fois) la composante connexe non bornée de W. Par conséquent, il existe
no € N tel que ay, est dans la composante connexe non bornée de W. Avec les remarques
précédentes, on a Indr(an,) = 0, mais ceci contredit le fait que a,, € B. On a donc une
contradiction.

— Soit la suite (a,)nen est bornée. Dans ce cas, elle admet une sous-suite (a,(n))nen pour un
certain ¢ strictement croissant de N dans N, qui converge vers un certain z € C. Observons
que cette sous-suite est également injectivem Distinguons a nouveau deux cas.

— Si z € Q, alors z est un point d’accumulation de B dans €2, donc un point d’accumulation
de A dans © (car B C A). Or A n’a pas de point d’accumulation dans  car f est
méromorphe sur €2. On a donc une contradiction.

— Si Q = C alors on a une contradiction par le point précédent. Sinon, Q¢ # . Si z € C\ Q,
alors, puisque d(I'*, Q) > 0 la suite (@, (n))nen prend ses valeurs dans une composante
connexe de W qui intersecte Q€ & partir d’un certain rang. On en déduit que Indrp (aw(n))
est nul & partir d’un certain rang. Ceci contredit le fait que pour tout n € N, a,,) € B.

On a donc une contradiction dans tous les cas. On en déduit que B est fini.
Montrons maintenant que la relation est vérifiée. Pour cela, dans le cas ou B # (), notons
B ={ai,...,an} et Q1,...,Qy, les parties principales de f en ai,...,a,. Posons pour z € C\ A4,

9(:) = (=)~ 3" Qul2),
k=1

avec la convention que g = f dans le cas ou B = (). Puisque A n’a pas de point d’accumulation
dans Q, il vient que A\ B n’a pas non plus de point d’accumulation dans €. Ainsi, ’ensemble
Qo := Q\ (A\ B) est ouvert par le lemme m Puisque f est méromorphe sur €, on a, par
définition des parties principales Q1,...,Qn, que la fonction g admet une singularité effacable en
chacun des ay, ..., a,. On la prolonge (de 2\ A & Qp = Q\ (A\ B)) donc en une fonction holomorphe

sur g. L’hypothese (4.92) implique que
Vz € C\ Qo, Indr(z) = 0.
On peut donc appliquer le théoréme de Cauchy global a la fonction g, et en déduire que

/Fg(w)dw =0.

Puisque f et chacune des fonctions (J; est une fonction continue sur I'*, I’égalité précédente assure
que

L/ flw)dw = z”: € / Qr(w)dw.
2w Jr =1 2im Jr

Utilisant la propriété m et la remarque ceci impliquelﬂ

o L f)s = > (o Res(, ).

37. C’est-a-dire que I'application n — a,(n) est injective de N dans B.

38. On a, comme précédemment dans ce syllabus, que I'* est compact, que Q€ est un fermé non vide, et que
I'* N QY = 0. On peut donc appliquer le résultat de I'exercice

39. On pourra si besoin écrire que I' = 1 + - - - + v, et utiliser 'additivité de I'intégrale et de I'indice par rapport
aux chemins et aux cycles d’'intégration.
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Ceci implique (4.93). ]

4.6.3 Le théoréme de Rouché

Citons une application du théoreéme des résidus au calcul du nombre de zéros d’une fonction
holomorphe.

Théoréme 4.6.12 Soit ) C C un ouvert connexe. Soit v un chemin fermé tracé dans ) tel que
VzeC\Q, Ind,(2) = 0. (4.95)
Supposons que
Vz e Q\ v, Ind, (z) € {0,1}. (4.96)

Notons
M ={ze€Q\v" | Indy(z) =1}.

Soit f € H(Q) une fonction différente de la fonction nulle. Notons Ny le nombre de zéros de f
dans €1, comptés avec leur multiplicité.
Si la fonction f ne s’annule pas sur v*, alors en posant I' = f o,

Ny = % L “; ((;")) dw = Indp(0). (4.97)
Si g € H(Q) vérifie
viert,  1f() - g(2)l < £, (4.98)
alors on a
N; =N, (4.99)

Remarque 4.6.13 La deuxiéme partie du théoréme qui conduit a (4.99) porte le nom de théoréme
de Rouché.

Preuve. Puisque f € H(2) n’est pas la fonction nulle, et puisque € est connexe, la fonction
¢ = f'/f est méromorphe sur Q en utilisant la propriété Notons A = Z(f) 'ensemble des
zéros de f dans ). Puisque () est connexe, cet ensemble n’a pas de point d’accumulation dans Qm
Sia € Z(f), notons m(a) > 1 son ordre, de sorte qu’il existe une fonction h holomorphe sur €2 telle
que h(a) #0 et

VzeQ,  f(z)=(z—a)™h(z).

Calculant l’expression de f’ par la formule donnant la dérivée d’un produit de deux fonctions
C-dérivables, il vient que, pour z € Q\ Z(f),

f(z m(a) R (z
oy L) _mla) | )
fz) " z—a " h(z)
Ceci implique que Res(p,a) = m(a). Notons B = AN Q. Par 'hypothese (4.96)), il vient que B est
exactement ’ensemble des pdles de ¢ qui sont d’indice non nul par rapport a . L’hypothése

40. Voir la preuve de la propriété ou directement le principe des zéros isolés (théoréme |4.4.3)).
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permet d’appliquer le théoreme des résidus a la fonction méromorphe ¢, puisque par ailleurs ~ est
un chemin tracé dans Q \ A car f ne s’annule pas sur v* par hypothése. On en déduit que

dw = Z Ind,(a) x Res(¢(a)) = Z m(a) = Ny.
aEB aEB

| L[
w)dw = —

2ir /fd Jw =5 L F(w)

Ceci démontre la premiere égalité dans (4.97). Pour la deuxiéme, il suffit de constater que, puisque

f ne s’annule pas sur 4*, on a 0 ¢ I'* et, en notant [a, 4] le segment paramétrant 7, on a également

1 1
Tndp(0) = / " dw
I

2ir Jrw—0

1 81 ,
- =/ Fo o (s

1 By
_ L),
2im Ja f(2(s))

1 /
_ / G
2im Jy fw)
Montrons maintenant le théoreme de Rouché. Soit g € H(Q2) vérifiant (4.98). En particulier, g ne

s’annule pas sur v*. Donc g n’est pas la fonction nulle sur €2 et I'on peut appliquer le premier point
de ce théoreme a la fonction g qui assure que, en posant I'; = g o 7,

R A )R
Ng_%rfy Loy e = Indr, (0)

La relation s’écrit également
vse ol [T(s)—Tas)] < [0—T(s)]
Le lemme assure que Indr(0) = Indr, (0). Ceci implique que
Ny = Indr, (0) = Indr(0) = Ny,

et acheve la preuve. [ |

4.6.4 Une autre application du théoréeme des résidus

Exercice 4.6.14 Soit t € R. On considére la fonction|r]

C — C
pel {<> s 20

z
1 siz=20

Pour tout s € R, on note

z

c\{0} — C
gs:( . 1e_i25>-

2 =z
On note@ pour tout A > 1,
— 1 le chemin défini pour t € [—A, A] par y1(t) = t.

iz —iz

41. On note dans cet exercice sin la fonction définie sur C par sin(z) =
42. Je vous invite a faire un dessin de chacun des chemins.
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— 72 le chemin défini sur [—A, A] par

— y(t)=tsit<—-1out>1;
- 72(75) _ ei(%(t+l)77r)'

— 73 le chemin défini pour 6 € [—m,0] par y3(0) = Ae'.
— 4 le chemin défini pour 6 € [0, 7] par v4(0) = Ae®.

Lo D M~

BN

)

=

10.

. Justifier que la fonction f; est entiére.
. Justifier que pour tout s € R, la fonction gs est méromorphe sur C.

. Pour tout s € R, déterminer les poles de gs sur C et calculer le résidu de g5 en chacun de
ses poles.

. Justifier que pour tout A > 1,

. En déduire que pour tout A > 1

fr(w)dw = /

72

gor@)dw — [ graa(w)do

71 72

Justifier que pour tout s € R et tout A > 1,

L2 gs(w)dw — / gs(w)dw = 0,

3

[m gs(w)dw +/ gs(w)dw = 7.

Y4

On pourra utiliser le théoréme de Cauchy[4.5.1], le théoréme des résidus et le résultat
de la question [3

Justifier que, si s > 0, alors

s(w)dw — 0.
/739(“’)(”%%0

De méme, justifier que, si s <0, alors

gs(w)dw — 0.

Y4 A—+o00
Soit A > 1. Calculer [, go(w)dw.
Déduire de ce qui précéde que
T sis<0
/ gs(w)dw — T sis=0
2 A—+o00 2 .
0 sis>0

Justifier que, pour tout t € R\ {£1}, l'intégrale de f; converge sur R.
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11. Déduire des questions précédentes que

sin(x) .. | om osilt]<1
Vi€ R\ {£1}, /RTn RCEEE B

et, sit = %1, alors

lim ! Me_mdx .
A—+oo.J_ A x 2
Remarque 4.6.15 On a ainsi calculé, a laide du théoréme des résidus, la transformée de Fourier
de la fonction x — sin(x)/x, qui n'est pas absolument intégrable sur R (elle ne "décroit” pas vite vers
0 a Uinfini; une formulation plus précise a été vue a l’eazemple sur lintervalle [1, +00[) mais
qui est trés réguliére (elle est de classe C*°, et méme entiére quand on considére son prolongement
a C tout entier). A Vinverse, la tranformée de Fourier obtenue est une "fonction créneau”, qui
"décroit" vite vers 0 d Uinfini (elle est a support compact), mais qui n'est pas trés réguliére (elle
est constante par morceaux, mais pas continue par exemple, sur R). Ces remarques peuvent étre
rapprochées de celles faites a la fin de la section[2.5.9 sur I’échange entre régularité et "décroissance”

a linfini (et réciproqguement) par la transformation de Fourier.
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Chapitre 5

Matiere d’examen
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Pour les examens liés a ce cours, il est attendu que les étudiant.e.s maitrisent 1’ensemble
des notions, définitions, lemmes, propriétés, théorémes, corollaires et remarques vus
en cours, et qu’iels sachent les mettre en ceuvre dans le cadre d’exercices du type de
ceux vus en cours, en séances d’exercices, ou dans les travaux personnels. A toutes fins
utiles, je liste ci-dessous les points du cours dont la preuve est également a connaitre et peut étre
demandée, parmi les questions de cours, dans le cadre de ces examens.

5.1 Matiere d’examen pour le chapitre

— la propriété en page [16 : critére séquentiel de caractérisation des fermés d’un espace
métrique.

— l’exercice en page[17]: exemple d’une partie compacte d’un espace métrique.

— la propriété [I.1.46] en page [19]: les suites convergentes d’un espace métrique sont de Cauchy.

— la propriété en page [21] : caractérisation de la continuité globale d’une fonction entre
espaces métriques par les images réciproques d’ouverts.

— la propriété en page [21] : le critére séquentiel de continuité.

— la propriété en page [21] : 'image continue d’un compact est compacte.

— la propriété en page [22] : les fonctions lipschitziennes sont continues.

— les exemples [1.1.61] et [1.1.62] en page [22]: exemple d’un evn (de dimension infinie) qui n’est
pas complet.

— l’exercice en page [23]: la fonction carré est localement lipschitzienne sur R mais pas
globalement lipschitzienne sur R.

— l’exemple en page [23|: exemple d’une suite de fonctions continues sur un intervalle qui
CVS sans CVU.

— la propriété [1.2.7] en page [24] : la CVU d’une suite de fonctions sur X implique la CVS de
cette suite de fonctions sur X.

— Tl’exemple en page : la CVU d’une suite de fonctions de classe C' sur un intervalle
ne suffit par a assurer la dérivabilité de la limite.

— la propriété [I.2.9] et son corollaire [I.2.10] en page [25] : la CVU d’une suite de fonctions
préserve la continuité ponctuelle comme la continuité globale.

— la propriété en page [26]: si F est un evn et X # (), alors B(X, F) muni de la norme
infinie est aussi un evn.

— la propriété en page [26] lorsque X # () et F est un evn, l'espace B(X, E) muni de la
norme infinie sur X est complet si et seulement si E est complet.

— la propriété [1.2.14] en page [27] une suite de fonctions a valeurs dans un Banach converge
uniformément sur X si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy uniforme sur X.

— lexemple [1.2.17] en page : la série de fonctions définissant classiquement ’exponentielle
converge normalement sur les compacts de R (mais pas normalement sur R).

— les propriétés [1.2.18] et [1.2.19 en page [28]: la CVU sur les compacts d’un intervalle préserve
la continuité.

— les propritétés [1.2.21] et [1.2.22] en page 29] : la CVU sur un ouvert d’un evn de dimension
finie préserve la continuité.

— le théoreme [L.3.1] en page [30|: condition suffisante pour passer a la limite sous une intégrale
de Riemann (on peut ne traiter que le cas d = 1).

— la propriété [1.4.16| en page : la convergence normale d’une série de fonctions sur X

256



5.2

équivaut au critere de Weierstrass sur X.

la propriété en page : pour les séries de fonctions a valeurs dans un Banach, la
CVN implique la CVU.

les propriétés [1.4.22] et [1.4.24] en page [39] : le critere d’Abel pour la convergence d’une série
dans un Banach et sa version pour la CVU des séries de fonctions a valeurs dans un Banach.
la propriété [I.5.9] en page 4] : caractérisation du rayon de convergence d'une série de puis-
sances par CVA/DVG.

le théoréme et le corollaire en page [46] : convergence uniforme d’une série de
puissances de rayon strictement positif sur les compacts du disque ouvert de convergence.
la propriété en page [47] : la régle de D’Alembert.

le théoreme en page [48]: la CVA en un point du bord du disque de convergence d’une
série de puissances de rayon réel strictement positif implique la convergence normale de la
série de puissances sur le disque fermé de convergence.

le théoréeme [I.5.21] en page 50| : égalité entre le produit des sommes de deux séries complexes
et la somme de la série produit de Cauchy dans le cas ou les 3 séries convergent.

la propriété[1.5.24]: le rayon d’une série de puissances est égal & celui de la série de puissances
dérivée formelle.

les corollaires [I.5.25] et [I.5.26] en page [52] : la somme d’une série de puissances de rayon R
strictement positif est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence |xg — R, 7o + R]
et les coefficients de la série de puissances se déduisent de la suite des dérivées de la somme
en xo.

la propriété en page [55] : le théoreme de Pythagore dans Roy.

les corollaires [1.6.23] [1.6.24] et [1.6.25] en page |58 : I'inégalité de Bessel (2 versions) et le
lemme de Riemann-Lebesgue dans Ra.

la propriété [1.6.26] et les corollaires [1.6.27] et [1.6.28] en page [59] : coefficients de Fourier de
FPH) Jorsque f € Rar est de classe CP sur R et de classe CPT! par morceaux sur R (p >0),
et le comportement du module des coefficients de Fourier de f a 'infini.

le corollaire en page : la série de Fourier d’une fonction de Ro, qui est continue
sur R et de classe C! par morceaux sur R converge normalement sur R.

le lemme et son corollaire en page [60 : 'autre lemme de Riemann-Lebesgue.
la propriété en page : expression du noyau de Dirichlet comme un quotient de
fonctions sinus sur R\ (277Z).

le théoreme en page [64] : le théoréme de Dirichlet global (en utilisant le théoreme de
Dirichlet local).

Matiere d’examen pour le chapitre

la propriété et corollaire 2.1.70] en page [84] : caractere localement lipschitzien puis
globalement continu sur I de I'intégrale d’une fonction £!(I) comme fonction de sa borne
haute.

la propriété [2.1.72] et corollaire en page [85|: condition suffisante de dérivabilité ponc-
tuelle de la méme fonction ; puis condition suffisante de caractére C**! sur un sous-intervalle
JcClI.

la propriété 2.1.74) en page [86] : critére d’intégrabilité absolue par majoration du module sur
un intervalle par une fonction positive (absolument) intégrable sur 'intervalle.
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la propriété [2.1.75] en page [B0] : critére d’intégrabilité absolue par comparaison du module
aux bornes de l'intervalle.

les propriétés [2.1.76| et [2.1.77] en page |87| : critere d’intégrabilité (absolue) des fonctions de
référence de Riemann sur [1, +oo[ et sur ]0, 1].

l’exempleen page: la fonction sinus cardinal est d’intégrale convergente sur [1, +o0],
mais elle n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle.

la propriété 2.2.15 en page [94] : la premiére formule de la moyenne.

la propriété [2.2.22| en page : le critere d’Abel pour la convergence des intégrales sur un
intervalle.

la propriété [2.2.27] en page : I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

la propriété[2.3.1]en page[102]: condition suffisante de continuité d’une intégrale & parametre
sur un segment fixe.

la propriété en page[109]: condition suffisante de continuité d’une intégrale a parameétre
sur un intervalle fixe.

la propriété en page m : critere de Weierstrass pour la convergence uniforme (en
fait, normale) des intégrales a parameétre.

le théoréme en page : théoréme de Fubini sur le produit de deux segments.

le théoreme [2:3:25] en page [I12] : théoréme de Fubini sur le produit d'un segment et d’un
intervalle.

la propriété [2.5.2] en page [122] : une caractérisation de la classe de Schwartz.

la propriété [2.5.6|en page [123: S(R,C) C L}(R,C).

la propriété [2.5.8 en page : dérivées d’une transformée de Fourier.

la propriété [2.5.10] en page [124]: transformée de Fourier d’une dérivée.

le lemme en page : lemme de Riemann-Lebesgue.

la propriété en page : F(S(R,C)) c S(R,C).

Iexercice en page [120] : expression de la transformée de Fourier d’une gaussienne.

le théoreme en page : le théoréme d’inversion de Fourier dans S(R, C).

Matiere d’examen pour le chapitre

la propriété [3.1.18 en page [140] : formulation intégrale du probléme de Cauchy.

le théoreme en page : du point fixe de Banach/Picard.

le lemme [3:2.8] en page [144] : de sécurité.

la propriété [3.2.12] en page [145| assurant I'existence de cylindres de sécurité pour un champ
de vecteurs continu.

la propriété [3.2.18] en page [148] : condition suffisante pour qu'un champ de vecteurs soit
localement lipschitzien en espace.

le lemme en page de sortie de tout compact pour les solutions maximales d’un
probléeme de Cauchy.

le lemme [3.4.5] en page de Gronwall.

la propriété en page de caractérisation des intégrales premieres.

I'exemple [3.5.5] en page [I70] de probléme de Cauchy admettant une infinité de solutions
globales.

le théoréme [3.6.1] en page [I71] de Cauchy pour les équations différentielles linéaires et la
propriété [3.6.3] en page qui en découle.
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5.4

la propriété [3.6.15] en page [I75] donnant ’équation de Jacobi et la formule de Liouville qui
s’en déduit.

le théoreme [3.6.16] en page [I76] donnant la structure de 'ensemble des solutions d’une équa-
tion différentielle linéaire inhomogene a coefficients et second membre continus sur un inter-
valle.

le théoreme en page donnant la formule de Duhamel permettant de résoudre un
probléeme de Cauchy linéaire inhomogeéne connaissant la matrice résolvante de 1’équation
linéaire homogene associée.

la propriété en page justifiant que ¢ — exp (tA) est de classe C* sur R et donnant
une expression de ses dérivées.

la propriété [3.6.25] en page [L80] caractérisant les matrices carrées a coefficients complexes
vérifiant pour tout ¢ € R la propriété exp (t(A + B)) = exp (tA) exp (tB).

Matiere d’examen pour le chapitre

la propriété en page [203] : I'image d’une partie connexe de C par une application
continue a valeurs dans C est connexe.

le théoréme en page donnant 4 propriétés de 'indice d’un point par rapport a un
chemin fermé.

les corollaires en page et en page qui donnent la nullité de 'intégrale
de z+ 2" pour n € Z\ {—1} le long de chemins fermés appropriés.

le théoreme de Cauchy dans un ouvert convexe en page m (en admettant le théoreme
de Cauchy le long du bord d’un triangle).

la formule de Cauchy du théoréme dans un ouvert convexe en page

le théoréme [£.4.3] énoncant le principe des zéros isolés en page [217]

le théoreme en page donnant une condition suffisante (qui est trivialement néces-
saire) pour qu’une singularité isolée d’une fonction holomorphe soit effagable.

le théoreme [£.4.14] en page 221] qui classifie les singularités isolées des fonctions holomorphes.
le lemme [4.4.18|en page [223 et le théoréme en page de Liouville pour les fonctions
entieres.

le principe du maximim (théoréme en page .

le théoréme fondamental de 'algebre [£.4.25] de D’Alembert-Gauss en page 227]
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Index

Abel critere de Cauchy uniforme pour les suites
critere d’Abel pour la convergence des inté- de fonctions,
grales, [99] donnée de Cauchy,
critéere d’Abel pour la convergence des séries, estimations de Cauchy dans un disque, [227]
formulation intégrale d’un probléme de Cau-
critere d’Abel pour la convergence uniforme chy,
des intégrales, [I11] formule de Cauchy dans un ouvert convexe,
critére d’Abel pour la convergence uniforme 213
des séries de fonctions, inégalité de Cauchy-Schwarz, [107]
théoreme d’Abel radial pour les séries de puis- probléme de Cauchy,
sances, [4§] produit de Cauchy,
transformation d’Abel, [39] 49| relations de Cauchy-Riemann, [I89]
Arzela suite de Cauchy, [I9]
théoréme de Cauchy-Peano-Arzela, [I69] théoreme de Cauchy dans un ouvert convexe,
2111
Banach théoréme de Cauchy dans un triangle, [209]
espace de Banach, théoréeme de Cauchy global,
théoréme du point fixe de Banach, [I4]] théoreme de Cauchy pour les équations dif-
Bessel férentielles linéaires,
inégalité de Bessel, 5§ théoréeme de Cauchy-Lipschitz global,
ingégalité de Bessel, [6§] théoréme de Cauchy-Lipschitz local, [I49]
Bolzano théoréme de Cauchy-Peano-Arzela, [169]
propritété de Bolzano-Weierstrass, [17] chaine
Bonnet, Pierre définition, 230]
premiére formule de la moyenne, [94] image d’une chaine, 230
seconde formule de la moyenne, support d’une chaine, [230]
Borel champ de vecteurs
propriété de Borel-Lebesgue, autonome, [T40]
boule définition, [139
fermée, localement lipschitzien en espace, [145], [146]
ouverte, [T5] Chasles
bouts droits et gauches, relation de Chasles, [73] [74]
chemin
Cauchy chemin renversé, [198
critere de Cauchy pour la convergence des définition, [196
intégrales, [00] [07] fermé, [196]
critere de Cauchy pour la convergence uni- image d’un chemin, [196
forme des intégrales, lemme d’invariance de l'indice, 239

260



longueur d’un chemin, [196]

somme de deux chemins, [T9§]

support d’un chemin, [196
classification des singularités isolées,
coefficients

de Fourier exponentiels, [55]

de Fourier trigonométriques, [67]

unicité des coefficients dans un développe-

ment en série de puissances, 52}
compact

en dimension finie,

localement compact,

produit de compacts,

propriété de Bolzano-Weierstrass, [17]

propriété de Borel-Lebesgue, [17]
compact

image continue d’un compact,
connexe

composante connexe, [20]]

définition, [T99]

image continue d’un connexe, 203

les convexes sont connexes, [200

les ouverts convexes sont simplement connexes,

simplement connexe, [238

continuité
critére séquentiel, [21]
d’une fonction C-dérivable, [I89
d’une fonction définie sur un intervalle,
d’une intégrale & parametre,
d’une somme de série de puissances, [7]
globale, [20]
globale par images réciproques, [21]
image continue d’un compact,
locale,
par morceaux, [79]

convergence
d’une série de fonctions, [35]
dans un espace métrique,
normale d’une série de fonctions,
normale d’une série de Fourier, [60]
normale et critére de Weierstrass, [37]
normale implique uniforme, [37]
rayon de convergence,
simple d’une suite de fonctions,

uniforme d’une suite de fonctions, 24]

uniforme et continuité, 25

uniforme et dérivation,

uniforme et intégrale de Riemann,

uniforme sur les compacts,
convexe

déefinition, [200]

les convexes sont connexes, 200]

les ouverts convexes sont simplement connexes,
convolution

dans la classe de Schwartz, [I30]

définition, [116]

transformée de Fourier d’'une convolution, [131
critere

d’Abel pour la convergence des intégrales, [99]

d’Abel pour la convergence des séries, [39]

d’Abel pour la convergence uniforme des in-

tégrales, [IT]]
d’Abel pour la convergence uniforme des sé-

ries de fonctions,
d’intégrabilité absolue,
de Cauchy,
de Cauchy pour la convergence des intégrales,

00}, Bl

de Cauchy pour la convergence uniforme des

intégrales, [107]
de Cauchy uniforme pour les suites de fonc-

tions, [27]

de Weierstrass pour la convergence normale
des séries de fonctions,
de Weierstrass pour la convergence uniforme
des intégrales,
cycle
définition, [230]
indice d’un point par rapport a un cycle,
cylindre de sécurité
définition, [143]
existence, [145)]

D’Alembert

régle de D’Alembert, [47]

théoreme de D’Alembert-Gauss, [226]
dérivée

d’une fonction d’une variable complexe, [188
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d’une fonction holomorphe est holomorphe,
214

d’une intégrale a parametre,

d’une transformée de Fourier, [123

formelle d’une série de puissances, [51]
Dirichlet

noyau de Dirichlet, [62]

théoréme de Dirichlet global, [64]

théoréme de Dirichlet local,
distance

d’un fermé & un compact,

d’un point & une partie, [I3]

dans un espace métrique, [12]

induite par une norme,

équation différentielle
définition, [138
lemme de Gronwall,
linéaire,
linéaire a coefficients constants,
linéaire homogene, [172]
linéaire inhomogene, [176]
linéaire scalaire, [I7§]
réduction au premier ordre, [I39]
résolue, [138|
théoreme de Cauchy pour les équations dif-
férentielles linéaires, [I71]
théoreme de Cauchy-Lipschitz global,
théoreme de Cauchy-Lipschitz local,
théoreme de Cauchy-Peano-Arzela,
espace
complet, [20]
de Banach, [20]
métrique, [12]
vectoriel normé,
exponentielle d’une matrice,

fermé,

flot
continuité du flot,
d’une équation différentielle, [T57]
différentiabilité du flot, [I63]

formule
de Cauchy dans un ouvert convexe, [213
de Cauchy-Riemann, [189
de Green-Riemann, 211

de Hadamard, [44]
de Liouville,
de Liouville pour le Wronskien, [I7§]
de Taylor pour les polynoémes, 215
premiére formule de la moyenne, [04]
seconde formule de la moyenne,
Fourier
coefficients de Fourier exponentiels,
coefficients de Fourier triogonométriques,
série de Fourier associée a une fonction pé-
riodique,
séries de Fourier, [53]
théoreme d’inversion de Fourier,
transformation de Fourier, [123]
Fubini
théoreme de Fubini sur le produit d’'un seg-
ment et d’un intervalle,
théoreme de Fubini sur un produit d’inter-

valles,

théoreme de Fubini sur un produit de seg-

ments, [IT]]

Gauss
intégrale de Gauss, [104]
théoréme de D’Alembert-Gauss, [220]
transformée de Fourier d’une gaussienne, [126
Green
formule de Green-Riemann, 211
Gronwall
lemme de Gronwall,

Hadamard
formule de Hadamard, [44]
holomorphe
convergence uniforme sur les compacts d’une
suite de fonctions holomorphes,
définition, [190]
les fonctions holomorphes sont développables
en séries de puissances,
les séries de puissances sont holomorphes,
1911
homotopie
entre chemins fermés, 238

nulle, 238

théoréme d’invariance de l'indice,

identité
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de Parseval-Plancherel, [66], [68]
de Plancherel, 133} [134]
du parallélogramme,
indice
d’un point par rapport a un chemin fermé,
1204
lemme d’invariance de l'indice, 239]
théoreme d’invariance de l'indice,
théoréme de l'indice, [205]
inégalité
de Bessel, [58] [68|
de Cauchy-Schwarz, [I07]
de la moyenne, [98]
de Young, [129]
intégrale
a parametre, [102
absolument convergente, [76]
convergente, 89
d’une fonction continue le long d’un chemin,
LL96]
de Gauss,
de Riemann sur un segment, [70]
premiére, [I6G§]

uniformément convergente, [107]

Jacobi

équation de Jacobi, [I75]
Jordan

réduction de Jordan, [182]

Lebesgue
lemme de Riemann-Lebesgue,
propriété de Borel-Lebesgue,

lemme
d’invariance de l'indice, 239]
de développement en série de puissances,[194]
de Gronwall,
de Riemann-Lebesgue,
de sécurité,
de sortie de tout compact,

limite
dans une intégrale de Riemann, [30]
simple d’une suite de fonctions, 23]
supérieure,
unicité,

Liouville

formule de Liouville, [I75]
formule de Liouville pour le Wronskien,
théoreme de Liouville pour les fonctions en-
tieres,
Lipschitz
constante de Lipschitz,
fonction lipschitzienne, [22]
fonction localement lipschitzienne,
théoreme de Cauchy-Lipschitz global, [I53]
théoreme de Cauchy-Lipschitz local,
lipschitzienne
fonction lipschitzienne,
fonction localement lipschitzienne, 23]
fonction localement lipschitzienne en espace,

(115} [146]

matrice
exponentielle de matrice, [179

fondamentale,

résolvante, [173

méromorphe

définition, 245
méromorphe

théoréme des résidus,
Morera

théoreme de Morera, 215

norme, [I7]
en moyenne quadratique,
infinie, [37]
subornonnée,
noyau de Dirichlet, [62]

ouvert, [I6]
relatif, [19]

Parseval

identité de Parserval-Plancherel, [66] [6§]
Peano

théoréme de Cauchy-Peano-Arzela, [I69
Picard

théoreme du point fixe de Picard, [T4]]
Plancherel

identité de Parseval-Plancherel, [66] [68|

identité de Plancherel,
principe

des zéros isolés,
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du maximum, 224]
probléme de Cauchy, [T40]
produit de Cauchy, [50]
Pythagore

théoreme de Pythagore,

rayon de convergence, [44]
réduction

au premier ordre d’une équation différentielle,

LoY)
réduction
de Jordan, [I82]
relation
de Cauchy-Riemann, [189
de Chasles,
résidu
définition, [221
théoréme des résidus,
Riemann
fonctions de référence de Riemann, [87]
formule de Green-Riemann, 2T1]
intégrale de Riemann sur un segment,
lemme de Riemann-Lebesgue,
relations de Cauchy-Riemann, {189
Rouché
théoréme de Rouché,

Schwartz
classe de Schwartz,
convolution dans la classe de Schwartz, [130)
Schwarz
inégalité de Cauchy-Schwarz,
séries de fonctions
convergence normale, [37]
convergences simple et uniforme, |3i5|
critere d’Abel pour la convergence uniforme
des séries de fonctions, 1]
critere de Weierstrass pour la convergence
normale des séries de fonctions,
définition,
lemme de développement en séries de puis-
sances, [194]
les fonctions holomorphes sont développables
en séries de puissances, 214]
les séries de puissances sont holomorphes,

191

série téléscopique associée & une suite, [3§|
séries de Fourier,
séries de puissances,
séries enticres, [43]
somme, [35]
singularité
classification des singularités isolées, 220]
effacable :effagable, 219
essentielle, [221]
isolee :isolée,
polaire, [221
solution
d’une équation différentielle, [L38]
d’un probléme de Cauchy,
globale d’un probléme de Cauchy, [I506]
maximale d’un probléme de Cauchy, [I53]
sous-solution d’un probléme de Cauchy, [153]
sur-solution d’un probleme de Cauchy,
systéme fondamental de solutions, [I74]
somme d’une série de fonctions,
suite
convergente, [I2]
critére de Cauchy uniforme pour les suites
de fonctions,
de Cauchy, 19
de fonctions simplement convergente,
de fonctions uniformément convergente,
exhaustive de segments, [77]
systeme fondamental de solutions, [I74]

Taylor
formule de Taylor pour les polynoémes,
terme général, [35]
théoreme
de classification des singularités isolées d’une
fonction holomorphe,
d’Abel radial pour les séries de puissances,
48]
d’approximation de Weierstrass, [119
d’invariance de l'indice,
d’inversion de Fourier,
de Cauchy dans un ouvert convexe, 211]
de Cauchy dans un triangle, 209
de Cauchy global,
de Cauchy pour les équations différentielles
linéaires,

264



de Cauchy-Lipschitz global, [T53]

de Cauchy-Lipschitz local,

de Cauchy-Peano-Arzela, [169)

de changement de variable,

de D’Alembert-Gauss, [226]

de développement en séries de puissances des
fonctions holomorphes, [214]

de différentiabilité du flot,

de Dirichlet global, [64]

de Dirichlet local, [62]

de Fubini sur le produit d’un segment et d’un
intervalle, [112]

de Fubini sur un produit d’intervalles,

de Fubini sur un produit de segments, [I1]]

de I'indice, [205]

de Liouville pour les fonctions entiéres, [224]

de Morera, [215

de Plancherel, [133]

de Plancherel,

de Pythagore,

de Rouché, 249

des résidus,

du point fixe de Banach, [T4]]

du point fixe de Picard,

fondamental de l’algebre, [226]

principe des zéros isolés,

principe du maximum, 224]

transformation

d’Abel, [39], [A9]

de Fourier d’une convolution, [131

de Fourier d’une gaussienne, 126

de Fourier dans la classe de Schwartz,

voisinage, [L6]

Weierstrass
critere de Weierstrass pour la convergence
normale des séries de fonctions, [37]
critere de Weierstrass pour la convergence
uniforme des intégrales, [T10]
propritété de Bolzano-Weierstrass,
théoréme d’approximation de Weierstrass, [I19]

Wronskien,

Young
inégalité de Young, [129
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