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RESUME L algorithme ditérations sur les valeurs avec approximatifig\) permet de résoudre
des probléemes de décision markoviens en grande dimensiappachant la fonction valeur
optimale par une séquence de représentatignsalculées itérativement seldn, 1 = ATV,

ou 7 est l'opérateur de Bellmaet.A un opérateur d’approximatigrce dernier pouvant s’im-
plémenter selon un algorithnBapprentissage supervi¢aS). Les résultats usuels établissent
des bornes sur la performance de IVA en fonction de la ndrmedes erreurs d’approximation
induites par I'algorithme d’AS. Cependant, un algorithmA$l résout généralement un pro-
bléme de régression en minimisation une nofmep > 1), rendant les majorations d’erreur
en L, inadéquates. Dans cet article, nous étendons ces résdkatsajoration & des normes
L, pondérées. Ceci permet d’exprimer les performances dgdfidhme IVA en fonction de la
puissance d’approximation de 'algorithme d’AS, ce quiay#it la finesse et I'intérét applica-
tif de ces bornes. Nous illustrons numériquement la qudk® majorations obtenues pour un
probleme de remplacement optimal.

ABSTRACTApproximate Value IteratiofAVI) is a method for solving a large Markov Decision
Problem by approximating the optimal value function witlegsence of value representations
V. processed by means of the iteratidns;1 = A7V, whereT is the so-calledellman op-
eratorand.4 an approximation operatpwhich may be implemented bysapervised Learning
(SL) algorithm. Previous results relate the asymptotidf@enance of AVI to thd ..-norm of
the approximation errors induced by the SL algorithm. Unfoately, the SL algorithm usually
perform a minimization problem ih,-norms p > 1), rendering theL ., performance bounds
inadequate. In this paper, we extend these performancedsaonwveighted.,,-norms. This en-
ables to relate the performance of AVI to the approximatiower of the SL algorithm, which
guarantees the tightness and pratical interest of thesett®uWe illustrate the tightness of the
bounds on an optimal replacement problem.

MOTS-CLES processus de décision markovien, programmation dynanggee approximation.
KEYwoORDSMarkov decision process, approximate dynamic programming
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1. Introduction

Nous considérons la résolution d’processus de décision markovi@DM) (Pu-
terman, 1994) en grande dimension dans le cas actualiséariezon temporel infini.

L'algorithme ditérations sur les valeurgonsiste a calculer la fonction valeur
optimaleV* par évaluation successive de fonctidis selon le schéma d'itération
Vit1 = TV, 00T est'opérateur de BellmarGrace a une propriété de contraction
-en normeL .- de 'opérateuf7, les itérésl;, convergent very* lorsquen — oc.
Cependant, cette méthode est inapplicable lorsque le rodtats est tel qu’une re-
présentation exacte des valeurs est impossible a méma\ises devons alors repré-
senter les fonctions a I'aide d’'un nombre modéré de coeffisiet considérer une ré-
solution approchée de la solution ; ce qui nous mene a déélgotithme ditérations
sur les valeurs avec approximatior(IVA).

IVA est trés populaire et est depuis longtemps implémentdiderses manieres
enprogrammation dynamiqu@D) (Samuel, 1959, Bellmagt al., 1959) et plus ré-
cemment dans le contexte dapprentissage par renforcemegitlaPD avec approxi-
mation (Bertsekast al., 1996, Suttoret al., 1998). IVA construit une séquence de
représentationg,, calculées itérativement selon

Vn+1 = ATVna [1]

ou7 est l'opérateur de Bellmart.4 unopératurd’approximation lequel peut étre
implémenté par un algorithmeapprentissage supervigAS) (voir e.g.(Hastieet al.,
2001)).

Puisque nous allons utiliser plusieurs normes, nous rappeleur définition
maintenant. Soitt € RYN. Sa normeL., est||ull = sup;<;<n |u(i)|. Soit u
une mesure de probabilité sur I'espace fiti..., N}. La (semi) normel,, (pour
p > 1) pondérée par le poids (celle-ci est notéd,, ,,) est définie paf|u||, , =
(>, w(@)|u(z)[P] Y7 De plus, lorsque: est uniforme, nous notons: ||, la norme
L, non pondérée.

Une implémentation typique de IVA est un algorithme combirtkes itérations sur
les valeurs alternées par des étapes de régression : pospacegfonctionnel donné
F, on définit a chaque étape une nouvelle représentl}ion € F en projetant suf¥
I'image par I'opérateur de Bellman de I'estimation couediif. A titre d'illustration,
une version échantillonnée de cet algorithme serait lastév: a I'étape:, on choisit
K états(zy)1<k<k tirés de maniére indépendante selon une certaine distnibut
sur I'espace d’états, on calcule les valeur itérées paétateur de Bellmafuv, :=
TV, (zk)}, puis on fait appel & un algorithme d’AS avec les donnéesplagiissage
{(zk, vk) }1<k<i (les{zy} étant les entrées by} les sorties désirées). Ce dernier
renvoie une fonctioi;,.1 qui minimise une erreur empirique (définie par I'algorithme
d’AS considéré), par exemple

1
Vi1 = in — — ),
1= argmin - > Ug(xx) — vi)
1<k<K
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ou la fonctionl est habituellement une fonction quadratique ou valeurlabgou des
variantes, comme la perteinsensible utilisée dans les SVMs (Vapnik, 1998)).

Il s’agit d’'une version échantillonnée d’un probléme de imisation en norme
pondérée (pat) quadratique ou absolue (notées,,, oup = 2 or 1 respectivement),
et des majorations sur I'écart entre I'erreur empiriqueimale et la normd.,, ,, de
I'erreur d’approximation|V,, 11 — 7V, ||, peuvent s’établir en fonction du nombre
d’échantillonsK utilisé et la complexité (ou capacité) de I'espaE€habituellement
caractérisée par leombre de couvertureu ladimension de Vapnik-Chervonen#is
F, voir (Pollard, 1984, Vapnik, 1998) par exemple).

Il est donc naturel de chercher a établir des majorationtesyperformances de
IVA en termes de normes, (p > 1) des erreurs d’approximatiofV, 1 — 7 Vy||p, .-
Malheureusement, I'analyse usuelle en PD utilise prireipant la normd. .. (Bert-
sekaset al., 1996, Gordon, 1999). Par exemple, la performance asympetes po-
litiques déduites des représentations calculées par I'MAgtee majorée par la norme
Lo des erreurs d’approximatiofi,,+1 — 7 V.||« (voir la section 2). Cependant,
cette majoration n’est pas trés informative puisque l@r@approximation’ ., est
difficile a contrdler et peu utile en pratique puisque la pidmes algorithmes d’AS
connus résolvent un probléme de minimisation en nobmePuisque la plupart des
opérateurs d’approximation et algorithmes d’AS fournmsie bonnes régressions en
minimisant une normé.,,, il apparait donc essentiel de pouvoir analyser la perfor-
mance de I'algorithme IVA en utilisant cette méme norme.

L'objectif de cet article est de fournir des majorations enme L,, de la perfor-
mance de I'algorithme IVA, permettant ainsi d’évaluer egterformance en fonction
de la puissance d’approximation de I'algorithme d’AS géli

Pour commencer, mentionnons que, bien entendu, les noomeéauivalentes en
dimension finie (ce qui est le cas ici puisque I'on considarespace d’'états fini).
Ainsi || - ||, < |- l|lee < N'?||-||, (pour des normes non pondérées, akeétant
le nombre d’états), et la borne usuellg, pour IVA décrite a la section 2 peut étre
utilisée pour en déduire une borfig. Cependant, le term& /7 (trés grand pour des

problémes de grande taille) méne a des majorations trésaisasy

L'article suit le plan suivant. A la section 2, nous rappaldes résultats de ma-
joration usuels en normé,. La section 3 fait un rapide survol de techniques d’'ap-
proximation et d’algorithmes d’AS. L'outil principal délappé dans cet article est
I'obtention de majorations composante par composante [durcelles-ci sont dé-
taillées a la section 4. Les résultats de majoration sur tbopeance en normé,
sont énonceés a la section 5 et le résultat principal de deteagist énoncé par le théo-
reme 1. Un paragraphe fournit une intuition de ces résuli@ts le cas particulier ou
I'algorithme IVA converge, ce qui mene a des bornes exprgr@efonction du ré-
sidu de Bellman. L'extension au cas d'un espace continuasidéré a la section 6
et une expérimentation numérique traitant un probléme nhpl@Ecement optimal est
détaillée.
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Préliminaires

Nous décrivons maintenant le cadre considéré ici des psosafe décision mar-
koviens (PDM) en horizon temporel infini avec récompensasadisées.

Soit X I'espace d'états, supposé fini, & désigne le nombre d'états, dtl'es-
pace d’'actions, supposé fini aussi. Les résultats énoncéséaarticle s'étendent au
cas d’'espaces infinis (soit dénombrables, soit continuspoeillustré a la section 6).
Notonsp(z, a, y) la probabilité de transition vers I'état suivaptorsque I'état cou-
rant estr et I'action choisieu, etr(z, a, y) la récompense regue lors de la transition
correspondante.

Nous appelons unpolitique (markovienneu stationnaire)r une application
de X dans A. Notons P™ la matrice carrée de taillév dont les éléments sont
P™(x,y) := p(z,w(x),y) etr™ le vecteur de tailleN de composantes™(z) :=

>yl w(x), y)r(z, 7(2), y).

La performance d’une politique donnéeest évaluée par Ifonction valeurV ™
associée (considérée comme un vecteur de tailledéfinie par I'espérance de la
somme des récompenses actualisées a venir lorsqu’on puiitigue r :

oo

V™(z) = E[thr(xt,at,xtﬂﬂxo =x,a; = 7(x¢) |,
t=0

ou~y € [0,1) est appelé leoefficient d’actualisationll est bien connu qu&™ est le
point fixe de I'opérateu ™ : RN — IRY défini, pour tout vecteul € IRY, par
T™W :=7r" +~P™W.

La fonction valeur optimald’* := sup, V™ est le point fixe de I'opérateur de
Bellman7 défini, pour toutV € RY, z € X, par

TW () == max y _p(z,a,y)[r(z,a,y) + W (y)].

On dit qu'une politiquer estdéduitede W € IR™ si, pour toutr € X,
m(x) € arg rgleafzy:p(% a,y)[r(z,a,y) + W (y)].

L'objectif du PDM consiste a déterminer une politique oglew*, c'est-a-dire
telle qu'en toutr € X, V™ (z) = max, V7 (z). Il est facile de montrer que toute
politique déduite dé& * est optimale.

2. Performance de I'algorithme IVA en norme L,

Considérons Blgorithme IVA défini par l'itération [1] et notons

en =TV, —Vpy1 € RN 2]
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I"erreur d’approximation a I'étapen. En général, IVA ne converge pas, mais néan-
moins son comportement asymptotique peut étre analysés 8rteurs d’approxima-
tion sont uniformément majoréds,, ||, < &, alors une borne sur la différence entre
la performance asymptotique des politiqugsdéduites des approximatiof et la
performance de la politique optimale est (voir par exemp&risekast al.,1996)) :

2y
limsup ||V* = V™ ||oo € ——¢. [3]
msup | o < =03
Puisque la preuve est trés simple, elle est rappelée ici.
Preuve.D’aprés l'inégalité triangulaire, la propriété de contrac (d'un facteur
~) des opérateurs de Bellmah et 7™, et du fait quer,, est déduite dé/, (i.e.
7™V, = 7TV,), nous avons :
Ve = V™l < TV =T Valloo + [TV = TV |
YV = Valloe +7([Va = V7o + V7 = V™ [o0),

IN

donc:

2

IV =V oo < ——[|V* = Vi |oo [4]
1
-

De p|US,||V* - Vn+1||oo < ||TV* - TVnHoo + ||Tvn - Vn+1||oo < 'Y||V* -
Vi|loo + €. Maintenant, en passant a la limite supérieure, il vientsup,, _, __ ||[V* —
Valloo < /(1 — ), ce qui, combiné a [4] méne a [B].

Cette bornel., s’exprime en fonction d’une erreur d’approximation unife
sur tout le domaine, qui est en général difficile a dominetigaiérement pour des
problémes de grande taille. De plus, elle n’est pas trés atil pratique puisque la
plupart des opérateurs d’approximation et algorithmesSdtésolvent un probléme
de minimisation en normé; ou L. (bien que certains approximateurs de fonction
utilisant la normeL, tels lesaveragers aient été étudiés dans le cadre de la PD
(Gordon, 1995, Guestriet al.,2001)).

3. Opérateurs d’approximation et algorithmes d’apprentissage supervisé

Dans cette section nous faisons un survol du probléme dgrbapnation de fonc-
tion dans le contexte de I'apprentissage statistique (airexemple (Hastiet al.,
2001)). A titre d'illustration, considérons un algorithmf@&S prenant pour entrée des
données{(zx, vk ) }1<k<k, OU les états, € X sont tirés de maniére indépendante
selon une distributiop sur X et les valeurs;, sont des réalisations non biaisées d’une
variable aléatoire (dépendant dg) de moyenne (inconnug) zy), et retournant une
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fonctiong (dans une classe de fonctions donfieminimisant une perte empirique;;
par exemple est solution du probléme de minimisation :

1
inf —
geF

M=

Uk — g(zk)),
k=1

ou la fonction perté est une fonction absolue ou quadratique. Si les valeinse
sont pas bruitées.€. vy = f(xx)), il s'agit simplement d’'une opération d’approxi-
mation qui retourne une représentation compacte F d’'une fonction inconnugf
en minimisant une certaine nornig empirique (icip = 1 or 2) a partir des données.
Il s’agit donc d’une version échantillonnée d'un probléneentinimisation en norme
pondérée., ,,, et des majorations sur I'erreur d’approximatign— f||,,,, peuvent
étre déduites en fonction du nombre d’'échantilléhet de la puissance d’approxima-
tion (ou capacité) de I'espadg, caractérisée par des quantités telles qumtabre de
couvertureou ladimension de Vapnik-Chervonenkis (Pollard, 1984, Vafi8).

L'approximation linéaireconsiste a réaliser une projection sur un espace vecto-
riel engendré par une famille finie de fonctions, et inclstdg&compositions sur des
Splines fonctions radiales, bases de Fourier ou ondelettes. Sguwea meilleure
approximation est obtenue lorsque la famille de fonctistschoisie selory. Cette
approximation non linéairest particulierement efficace quafighpossede des régula-
rités locales (par exemple, dans des bases d’ondelettptatides (Mallat, 1997) de
telles fonctions sont représentées de maniére compaatepavede coefficients non
nuls). Des algorithmes digreedy(par exemple leMatching Pursuitet diverses va-
riantes (Daviet al., 1997)) sélectionnent les meilleures fonctions de base dans
dictionnaire donné. La théorie de I'approximation étudeérreurs d’approximations
en fonction de la régularité dé(DeVore, 1997).

En apprentissage statistique (Hagtial.,2001), des exemples algorithmes d’AS
incluent lesRéseaux de neurones, I'apprentissage localement poridéégression
par noyaux(Atkesonet al.,1997),les Support-Vectorst lesméthodes & noyawdans
les espaces de Hilbert a noyau reproduisant (Vapni., 1997, Vapnik, 1998).

Dans la suite de cet article, nous ne ferons pas la distimetidre apprentissage
supervisé et approximation de fonction puisque cela dégemaméthode particuliere
utilisée pour résoudre le probléeme de minimisation. Nousrdi queA retourne une
approximation g = Af ae—prés def (dans une certaine normie||) si||f —gl|| < e.

4. Majorations composante par composante

Dans cette section, nous établissons des bornes compgsantemposante, a
partir desquelles, les majoratiofig seront déduites a la prochaine section. La borne
L, précédemment énoncée [3] est aussi une conséquence inengeliees bornes
par composantes.
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4.1. Borne par composantes sur la performance de I'algorithmedV

Une majoration par composantes sur la performance asyiaquxades politiques
T, déduites dé/,, est établie dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1 Considérons I'algorithme IVA défini par [1] et notoag = 7V,,— V.41 €
IRYN l'erreur d’approximation a I'étaper. Soitr,, une politique déduite dg, . Alors :

limsup V* — V™ < limsup(I — yP™)~" 5]
n—1
(Z 'Yn_k [(Pw )n—k 4 P™pTa-1 Pm+2p7ﬁc+1] |€k|)’
k=0

ou |e| désigne le vecteur composé des valeurs absolues des cantgmode: ).
Afin de prouver ce lemme, nous énoncons le résultat prélingisaivant :

Lemme 2 Soit A une matrice inversible dont tous les éléments de son inwense
positifs. Alors, les solutions de I'inégalitéu < b sont aussi solutions de < A~ 1b.

Preuve du Lemme 2.Soitu une solution dedu < b. Cela signifie qu’il existe un
vecteurc de composantes positives #l, = b — ¢, doncu = A~'b — A~ 'c. Puisque
tous les éléments dé—'c sont positifs, nous en déduisons que A~'5. O

Preuve du Lemme 1A partir de la définition d& et7 ™, nous avons l'inégalité
composante par composantév;, > TV, etTV* > T™V* donc

V< Vigr = TV T Vot T™ Vi = TV + 1 < vP™ (V* = Vi) + €
V' —Vipr = TV =TV TV — TV +e > yP™(V* = Vi) + e,

ou, a la seconde ligne, nous avons utilisé le faitguest déduite d&},i.e. 7™V, =
TVi. Nous en déduisons par récurrence,

n—1

V* — Vv, < ,ynfkfl(PTr* )nfkflgk + ’}/n(Pﬂ-* )n(V* _ V0)7 [6]
k=0
n—1

Vi -V, > AR (P P PR gy,

k=0

M (PTPTPTY(VE = ). [7]
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Maintenant, en utilisant & nouveau la définitiongeet le fait queZ V,, > 77 V,,,
Nnous avons :
VEeV™ = T VTVt T V=TV + TV, = T™ V"™
TV~ T" Vot TV, = T™ V™
YP™ (V* = V) + yP™ (V,, = V™)
YP™ (V* = V) + A P™(V,, — V¥ + V* — V™),

A

donc(I —yP™)(V* = V™) < 4(P™ — P™)(V* —V,,). Et puisque —yP™) est
inversible et son inversg, . ,(vP™)* a tous ses éléments positifs, nous utilisons le
Lemme 2 pour en déduire que :

V¥ = VT < (I = yP™) NPT — P (V= V).

Ceci, combiné a [6] et [7], et aprés avoir pris la valeur absdremarquons que le
vecteurl/* — V7™ est positif), nous méne a

VE—V™ < (I =Pt
n—1
{ Z ,yn—k [(Pﬂ—* )n—k + (Pﬂ'npﬂ'n71 o P7Tk:+l)} |5k| [8]
k=0
(P (PP PPV = Vo

Nous en déduisons [5] en prenant la limite supériellre.

4.2. Borne sur la performance en fonction du résidu de Bellman
Dans cette section, nous établissons une borne composant®mposante sur
la performance relative (par rapport a I'optimale) d’'unditmpe = déduite d’'une

fonctionV € IRY quelconque en fonction du résidu de BellmanideCe résultat
étend la majoration usuelle en northg, (Williams et al.,1993) :

2
V" =Vl < 3= ITV = Ve (9]
La majoration analogue, par composantes, est énonceéeamaurit

Lemme 3 SoitV € RN et une politique déduite d&. Alors

ViVt < [(I—VP’T*)” n (I—VP”)*1}|TV—V|. [10]
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Nous remarquons immédiatement que [9] se déduit de ce aégulisque, pour
toute matrice stochastique, ||(I — YP) ||e = 1/(1 — 7).

Preuve du Lemme 3.Nous utilisons le fait qug Vv > 77"V et la définition der
(i.e. 7V = T7V) pour en déduire
V¥ V™ = TV —T"V4+T"V-TV4+TV TV
< APT(VE—VT 4 VT —V)4+~4P™(V = V7T),

et donc(I — yP™ )(V* = V™) < 4(P™ — P™)(V™ — V). A nouveau, puisque
(I —~P™ ) est inversible et son inverse a tous ses éléments posiifis, déduisons,
d’'aprés le Lemme 2 que

V*—VT <~y —~yP")"HP™ — PT)VT V).

De plus,
(I—~AP™ (VT =V) = V™=V —«P V" +4P™V
= " +4P"V - (" +yP"TVT)+ VT -V
= TV-TVT4+V" -V =TV -V,
donc

VI—VT < (I =APT) NPT = PT)(I =4 PT)THTV = V)
= (I=yP") (T =7P) = (I = 4P™)|(I = 4Py TV = V)
= [U=P) = (1= P (TV - V)

< [I VP +(1—7Pﬂ)—1]|7V—V|. 0

5. Majorations en norme L,,

Nous généralisons ici les résultats en noting a des normes,,,. La principale
intuition qui rend cette extension possible est simple sideédans les résultats de
majoration par composantes établis précédemment.

Considérons deux vecteurst v a composantes positives, tels que I'on ait inéga-
lité vectorielleu < Qu, avec) une matrice stochastique. Bien sdr, ceci implique que
[[ulloo < ||v]|oo (PUISqUE|Q||oo = 1), mais de plus, sk ety sont des mesures de pro-

babilité surX telles querQ < i (ouv(Q est le produit matriciel d€) avec la mesure
v définie en tant que vecteur ligne), alors nous déduisons quefu||, . < ||v||p,.-
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En effet, nous avons

lullh, =Y v@u@)P < > v@)[ ) Q@ )]’
rzeX reX yeX
< Y @)Y Q. y(y)
reX yeX
< D u)o@)? = lE,,
yeX

en utilisant I'inégalité de Jensen.

On peut directement appliquer cette idée aux bornes dééniésnction du résidu
de Bellman. Avea, = V* — V™, v = -2-|TV — V|, la borne par composantes [10]
permet de déduire la borne,, [9], et permet aussi de déduire des borgspour
des mesures de pondératioret 1. appropriés (voir la section 5.3 ci-dessous). Cette
idée s’applique aussi pour I'algorithme d’IVA. La borne gamposantes [5] permet
de déduire la borné [3] et rend aussi possible I'extension & des bothgs

5.1. Définition des constantes de régularité

Nous définissons maintenant les constantes de régul@fitd, C,(v, ), et
Cy(v, 1), qui dépendent du PDM, sous lesquelles les mesuresy peuvent étre
comparées. Soientet » deux mesures de probabilité skir

Définition 1 Nous appelon€(n) € RT U {+o0} la constante de régularité des
probabilités de transitiondéfinie par la plus petite constanetelle que pour tous
reX,ye X,ac€ A,

p(z,a,y) < Cu(y),
(s'il n'existe pas de telle constante, nous pos6tig) = o).

Pour tout entierm > 1, nous définissong(m) € R* U {+oc} la plus petite

constante” telle que, pour toute séquencegepolitiquesry, mo, ..., Tm,
ypPm™pT PT < Cu, [11]
(& nouveaug(m) = oo s'il n'existe pas de telle constante) et notat(§) := 1.

Remarquons que ces constantes dépendentedg.

Nous appelon€’; (v, 1) € IR U {+oc} (resp.Ca(v, 1)) la constante de régula-
rité de la distribution d’états futurs de premier (resp. saa) ordre d’actualisation

Ci(v,p) = (=) Y 3™ e(m), [12]
m>0
Co(v,p) = (1= my™ 'e(m). [13]

m>1
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Remarquons que nous sommes intéresseés par les situatiesoonstantes'(1),
Cy (v, 1) etCy (v, 1) sont finies, ce qui est garanti des que la meguest strictement
positive.

La constante de régularité des probabilités de transitigm) est introduite dans
(Munos, 2003) pour établir des bornes en notfaesur les performances de I'algo-
rithme d'itérations sur les politiques. Alors qu# ) fournit une information sur les
transitions immédiates du PDMI; (v, 1) etCs (v, 1) décrivent une propriété de régu-
larité relative (par rapporta) de la distribution d’états futurs sachant que I'état atiti
est tiré selorv. De maniéere informelle, la distribution d’états futurs kestépartition
dans I'espace d’états de la fréquence de visite des étatplet’on suit une séquence
de politiques. La distribution de premier ordre considéreaefficient d’actualisation
de~™ (oum est I'horizon temporel), celle de second ordre utilise utneafacteur de
pondération dém +1)y™. En d’autres termes, pour n’'importe quelle séquence de po-
litiques,m, ..., ™y, la distribution d'états futurs (de premier et second orgegtant
dev et utilisant cette séquence de politiques.(z; ~ p(zi—1, mi(xi=1), ) }1<i<m)
est majorée par ces constant€s (v, i) et Ca (v, p)) fois i : pour tousr, y de X,

(1-7) Z Y Pr(zm = ylog ~v,m1, . mm) < Ci(v, p)u(y),
m>0

(1= Y my™ ' Pr(em = ylog ~ vim, . mm) < Colv, p)uly).
m>1

5.2. Majorations en normeL,, pour l'algorithme IVA

Le résultat suivant établit des bornes sur la performandalgerithme d’IVA en
fonction de la norméd.,, ,, des erreurs d’approximatien, = V,11 — T V,,.

Théoréeme 1 Soientu et v deux mesures de probabilité sixr. Considérons I'algo-
rithme IVA défini par [1]. Notonsr,, une politique déduite d&,, ete,, = V11 —
TV, € RN I'erreur d’approximation a chaque étape. Seit> 0 et supposons qud
retourne une approximatiovi, ., ae-prés, en normé,, ,, (avecp > 1), de7'V,,, i.e.
llen!lp,. < €, pour toutn > 0. Alors :

2
limsup |[V* = V™[l < L [C(w)]"", [14]
. -7
: * T 2
limsup [[V* = V™, < ﬁ[%(v, W) e [15]

Remarquons que les parties droites de ces inégalitéseuntilisie normd.,, pon-
dérée et que la partie gauche du premier résultat [14]etiiree normd. ., alors que
la partie gauche du deuxiéme résultat [15] est en nafmed_e premier résultat ne
dépend pas de la distributionet peut directement étre comparé a la batpe[3].
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Preuve du Théoréme 1 Remarquons que la constar@.) est toujours plus
grande que’s (v, ) pour toute distribution.. En effet, pour toutn > 1, ¢(m) <
C(p). DoncCa(v,p) < (1 —7)* Y,y my™ *C(p) = C(p). Donc, si [15] a lieu
pour toutr, choisir comme~ un Dirac respectivement en chaque état implique [14].
Ainsi, nous n’avons qu’a montrer [15]. Nous pouvons réédidj selon

2y(1 — ynHt
vy 20 )[ZakAk|5k|+O‘nA V=Vl

1-7? L&

avec les coefficients positifsy, }o<k<n

1— n—k—1
AL = (17)—’7_‘_1, pOUI’O S k <n
_,yn
1— n
ot ay = STV
1_7n+1

(remarquons qu¥_;_, o, = 1), et les matrices stochastiquedy, }o<k<, :

1— .
A= (I =y P™) L [(P™ )"k 4 (P Pt PTR)] pour0 < k < n

Ay = =2 (= P™) (BT 4 (PT PP,

Puisque les vecteurs des deux c6tés de cette majoratioesnbdhposantes posi-
tives, nous pouvons prendre leur norig, tout en conservant I'inégalité :

Vs —vm™|p,
n+1 n—1
a [278—71)} Z {Z apAgler] + an Ap|V* — VO@”
z€X k=0
_ Antl n—1
> [%} Z V[ OzkAk|€k|P + anAn|V* . V0|p}7 [16]
rzeX k=0

en utilisant deux fois I'inégalité de Jensen (puisque leffaments{ oy fo<r<n SONt
de sommel et que les matriced;, sont stochastiques).€. convexité ofr — |z|P).
Le second terme dans les crochets disparait quand on pas$enéd supérieure. Et
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d’aprés la définition des coefficientén), vA, < (1 —-7) 3,50 Y c(m+n—k)pu,
ainsi, le premier terme de [16] vérifie -

n—1 n—1
Yoy ardilel? < Y (=) Y yMe(m+n— k)l
T k=0 k=0 m2>0
n—1
(1 - 7)2 m+n—k—
< g 2 2 T el n— R)e
m>0 k=0
1 p
< 1_77"“02(% W),

ou I'on aremplacé les;, par leur valeur et utilisé le fait qué&||,,. < €. En prenant
la limite supérieure dans [16], nous en déduisons [15].

Que se passe-t'il lorsque IVA converge ?

D’un point de vue théorique, il n’y a pas de raison pour quigtathme d'IVA
converge. Cependant, dans certaines applications, omvebsgérimentalement que
I'algorithme converge. Il est intéressant de remarquerdgues ces cas, nous pouvons
déduire des majorations plus fines (paurt- 1/2). En effet, la convergence d’'IVA
signifie qu'il existeV € IRY tel quelim,, .., V,, = V. Donc, en passant a la limite
dans [1], on déduit qu& est un point fixe de I'opératewt7,i.e.V = ATV, et que
I'erreur d’approximation [2] tend vers le résidi — V deV.

Ainsi, la performance asymptotique de IVA est la perforneade la politiquer
déduite dd/, et peut donc étre majorée en fonction du ré§ida—V'. Il se trouve que
les bornes établies en fonction du résidu de Bellman (ladbenmorméd. ., [9] ou la
borne par composantes [10]), utilisent un coefficigffl —+) au lieu de2 /(1 —v)?
(pour les bornes IVA), fournissant une majoration plus fiés dquey > 1/2. Le
prochain paragraphe étend les majorations basées suide désBellman aux normes
Ly.

5.3. Majorations en normeL,, en fonction du résidu de Bellman

Ici, nous établissons une majoration de la performanceadpgiitiquer déduite
deV (ouV € RY) en fonction de la normes,, ,, de son résidd’V — V.

Théoréme 2 SoitV un vecteur de tailleV et une politique déduite d&. Soientu
etv deux distributions de probabilités suf. Alors :

2
1-7)
2
- A=)

* T 1
V" =Vl [Cu] P NTV = V[pps [17]

IN

* T 1
IV = V[ [Cy (v, )] VP TV = V[ [18]

A
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A nouveau, le premier résultat [17] fournit une majoratiog sur la performance,
qui peut étre directement comparé a la bakgg[9], alors que le second résultat [18]
utilise la normeL,,.

Preuve du Théoreme 2Nous pouvons réécrire [10] sous la forme :
* T 2
V- VT< —A|TV -V]|,
-y
ou A est la matrice stochastique
1-—- .

A= 2T =P )+ (1= P77,

En utilisant I'idée décrite dans I'introduction de ce cheginous déduisons :

W =vrie, < [ S vy v @
zeX
|

d’apres l'inégalité de Jensen. Maintenant, utilisant fénitéon des coefficients(m,),
VA< (1=7)3 507" c(m)u = Ci(v, p)p, donc:

[u—
2
| S

IN
‘w

]p > v@)[AITV - VP] (@) [19]

zeX

[u—
2

* T 2 p
W=V, <[] G puTy -ve
- 2% TV — V|
= i awmiTv v,

qui démontre [18]. Maintenant, puisqu&y) > C4 (v, i) pour touty, choisir poury
un Dirac respectivement en chaque état permet de déduire]17

De maniére intuitive, la composantgx, y) de la matriced indique une majora-
tion sur la contribution du résidu de Bellman g@ I'erreur de performance en |'état
z. En effet,

V@) =V (a) € 72 3 ATV - Vi),

yeX

Il est clair d’aprés [19] que si nous choisissqns= v A, alors la majoratiorL,,
devient:

* T 2
V=V < =—=ITV = Vlpu [20]
(1-=7)
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Cette majoration peut nous inspirer un algorithme pouregiper’* dans un cer-
tain espace fonctionnel donféen résolvant directement le probléme de minimisation
du résidu de Bellman dars :

min ||[TV — V]|
VeF

p
Dy
ou la distributiony dépend dél” a travers la politiquer déduite deV/, i.e. u =
vA = 1*TVV{(I — yP™ )~ 4+ (I — 4P™)~'|. Notonsu = (u™ + u*)/2 avec
p™ = (1 —y)v(I — vP™)~! étant la distribution actualisée d’états futurs partant
dev et suivant la politiquer, ety* = (1 —~)v(I —~yP™ )~ la distribution analogue
mais suivant la politique optimate*. La normeL, ,, du résidu & minimiser posséde
deux contributions :
1
1TV =V, = 5 (ITV = VI o + TV = VI ). [21]
Nous pouvons considérer une méthode d’optimisation itératelle qu’une mé-
thode de gradient, ou, a chaque itération, un résidu enugiggt calculé et minimisé.
Minimiser le premier terme dans [21] peut se réaliser fawdat en échantillonnant
des états selop™ (ce qui peut s'implémenter en choisissant un état initial v puis
en effectuant des transitions selon la politique courargendant un horizon tempo-
rel défini par une variable aléatoire exponentielle de atefitv). Le second terme
est plus difficile a implémenter car il n’est pas facile d’astillonner des états selon
©* puisquer™® est inconnue. A la place de*, on peut considérer une distribution

proche d’une uniforme, ou utiliser une distribution d’étéiturs obtenue en suivant
une politique exploratrice, ou chaque action est choiste ane probabilité non nulle.

5.4. Intuition a propos des constanteS (), Ci (v, i), etCa(v, 1)

Donnons quelque intuition concernant ces constantesuerbgn considére une
distribution uniformey = (4 ...+ ). Dans ce cas, d'aprés sa définitia@n(u) est
toujours plus petite que le nombre d’étafs C'(u) est égale &V s'il existe au moins
une transition déterministé €. il existez,y € X, a € A, tels quep(z,a,y) = 1).
Dans ce cas, la borrg, (disons poup = 1) [14] n'est pas meilleure que la majoration
L, [3] combinée avec le simple résultat de comparaison desesftf}.. < N||-||1.

Ainsi, la borneL,, [14] (respectivement [17]) est plus fine que celle en nofme
[3] (resp. [9]) dés que la constante de régulafitg:) est plus petite que le nombre
d’états. Un cas intéressant pour lequel ceci a lieu est ld'casspace d'états continu,
lorsque le noyau de transition admet une densité par rapporuqguel cag’(u) est
la borne supérieure de cette densité. Le cas continu séxagebrent abordé a la section
6 et illustré sur un probléme de remplacement optimal.

Maintenant, considérons les constardgéy, 1) etCa (v, p).

— La plus grande valeur de ces constantes est obtenue damMio®Ppour une
certaine politiquer, tous les états transitent vers un état particulier — ditétest 1—
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avec probabilitd .. Ainsi, pour toutv et toutm, on av(P™)™ = (10 ... 0) < ¢(m)u
pourc(m) = N (avec égalité pour I'état), doncCy (v, u) = Ca(v, u) = N. Il s'agit
du pire cas car la masse de distribution des états futursigimale sur un seul état.
Dans ce cas, la borng, [15] (respectivement [18]) peut en fait se déduire de celle
Lo [3] (resp. [9]) puisque| - ||, < || - [l €t]] - [lo < N/2|| - [],.

— La plus petite valeur possible de ces constantes est abtizms un PDM ou les
probabilités de transition sont uniformgér,a,y) = 1/N, pour tousz,y € X et
a € A. Quandv ety sont toutes les deux uniformes, alefsn) = 1 et Cy (v, p) =
Cy(v, u) = 1 (Il S'agit bien de la plus petite valeur possible puisquerpouniforme
et pour toute matrice stochastigilg nous avonsnax, » . v(z)P(z,y) > 1/N).

Remarquons cependant qu’'un PDM déterministe ne définit pesssairement des
grandes valeurs des constantgg(v, 1) et Co(v, 1) (contrairement au cas de la
constante”(u:)). En effet, dans un PDM n’ayant que des politiques condistaga-
liser des permutations d’'états (pour lesquelles chaqueliaose d’'un unique suc-
cesseur et d'un unique prédécesseur), @i(a) = N puisque les transitions sont
déterministes (voir précédemment), mais ath&v, 1) = Ca(v, 1) = 1 pour des dis-
tributionsv et u uniformes (puisque pour tout > 0, ¢(m) = 1). Un autre exemple
pour lequel les constantes de régularité des distributibéimts futurs sont faibles
(et indépendantes du nombre d’'étaf} est le PDM « chalnon » décrit au prochain
paragraphe.

Ainsi, les constantes de régularig (v, 1) et Cs (v, 1) expriment 'accumulation
(relativement &) maximale {.e. pour tout politique) de la distribution d'états futurs
(avec prise en compte d’'un facteur d’actualisation du peemi deuxiéme ordre) sa-
chant que I'état initial est tiré selan Une valeur faible de ces constantes signifie que
la masse de la distribution d’états futurs (partantjiee s’accumule pas sur des états
pour lesquels: est faible. Ainsi, en 'absence de connaissance de la iépard’'états
futurs pour toute politique, afin d’obtenir des valeurseaisables de ces constantes, il
est désirable de choisirproche d’une distribution uniforme (cette condition a d&ig
mentionnée dans des travaux précédents (Ketlat.,2000, Kakadet al.,2002, Mu-
nos, 2003) afin de garantir une certaine stabilité des étipaslioration de la poli-
tique dans I'algorithme d'itérations sur les politiqueg@approximations).

5.5. lllustration sur le PDM chainon

Nous illustrons le fait que la borne en norrmg [15] établie au Théoréme 1 est
plus fine que celle en normig,, [3] (combinée avec l'inégalith - || < N1/7||-|[,)
sur I'exemple du PDMchainondéfini dans (Lagoudakist al., 2003) (voir la figure
1). Il s’agit d’'un exemple ou la constantg ) est élevée (sa valeur e8t le nombre
d’états) mais ou les constant@s(v, i) et Cy(v, 1) sont petites (et indépendantes de
N).

La chaine est constituée dé états avec deux états terminaux : les étags V.
Dans chaque état intérie@r< < N — 1 il y a deux actions possibles : droite
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Figure 1. Le PDM chainon

et gauche, qui ont pour effet de déplacer I'état dans la tilimecorrespondante avec
une probabilité).9, ou de rester sur place avec une probabilité La récompense
dépend uniquement de I'état courant et vaaux états terminaux étailleurs :r =
(10...01)".

Nous considérons une approximation de la fonction valens daspaceF :=
{V(z) = a+Bx}tacr,per OUx € {1,..., N} estlindice de I'état. L'approximation
initiale est zéro V5 = (0...0)". Ainsi 7V, = (10...01)". La meilleure approxi-
mation de7 V,, dansF au sens de la minimisation de la norrhg, est la fonction
constantd’ = (3 ... )" quifournit 'erreur d'approximatiof| Vs — 7 Vy|[oc = 3.

Choisissons des distributions uniformes := p = (% ...+ ). En normeLy,

la meilleure approximation edt; = (0...0)" (pour N > 4) qui fournit I'erreur
IIVi — TVoll1 = %. EnnormeL,, il SagitdeV; = (% ... %) avec 'erreur|V; —
TVollp = ¥2H=4

Dans ces trois cas, nous pouvons montrer par récurrences/@pproximations
successive¥,, sont constantes, doricV,, = r + ~V,, et les erreurs d’approximation
successives sont les mémes qu’a la premiére itération :tpatn > 0, ||V, 11 —

TVallso = 3, [Vag1 = TVall1 = 2, €t[Vip1 — TV,|2 = Y21

Puisqué/,, est constante, toute politiqug est déduite d&),. Donc, pourr,, = 7*

les parties droites de [3] et [15] sont égales a zéro. Maarterafin de comparer leur
parties gauches, nous désirons calculer les constéfites C, (v, u) et Ca (v, ).

Puisque I'étafl transite vers lui-méme de maniére déterministe, nous napas
de meilleure valeur qu€'(n) = N.

Maintenant, le pire cas dans [11] est obtenu lorsque la ndesda distribution
d’états futurs se concentre sur un état particulier — pampieI'état1 — ce qui cor-
respond a une politique ¢ qui choisit I'action gauche en tout état. Nous observons
alors que pour = p,

V(P ) < (P (1) < (1 0.9m) (),

pour toutz > 0, donce(m) < 1+ 0.9m. Nous en déduisons que les constantes
Cr(v, i) < (1=7) X0 Y™ (1+0.9m) etCo(v, p) < (1=7)2 32, 5y my™ (14
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0.9m) sont majorées par des quantités qui sadépendantes du nombre d’états
N.

Donc, si nous considérons les performances de IVA en ndrméa borne [15]
(pourp = 1) fournit une approximation d’ordr@(N ~1), alors que la borné&; qui
pourrait se déduire du résultat &g, [3] combiné a la comparaison de nornfiel$., <
N|| - ||1 fournirait une approximation d’ordr@(1) seulement.

De maniére similaire, la borne en nornig établit une majoration d’'ordre
O(N—1/2), alors que la borné ., [3] combinée aved] - || < N'/?|| - || ne donne
qu’une approximation e®(1).

Ainsi, lorsque notre algorithme d’apprentissage supérvésourne des fonctions
qui minimisent une erreur d’approximation en norig(ce qui est habituellement le
cas),la borne [15] est arbitrairement plus informative que [3] pour des grandes
valeurs deN.

6. Application numérique en domaine continu

Tous les résultats précédents se généralisent au cas ganeed’états continu.
Pour illustration, nous commencons par redéfinir brievenesrconstantes de régula-
rité dans ce contexte et appliquons 'algorithme IVA a unbbéme de remplacement
optimal, pour lequel la constanf& 1) est explicitement calculée.

NotonsP(z, a, B) le noyau de transition du PDM, d est un sous-ensemble me-
surable deX. Pour une politique stationnaire,: X — A, nous noton” (z, B) =
P(z,n(z), B), qui définit un opérateur linéaire a droite (défini sur I'espdes fonc-
tions V bornées mesurables sif) : P"V(z) = [, V(y)P"(x,dy), et un opé-
rateur linéaire a gauche (défini sur I'espace des mesuresotbalglité ;o sur X) :
pP™(B) = [y P™(x, B)u(dz). Le produit de deux noyauR™ et P™ étant défini
par P™ P™(x, B) = [ P™(x,dy)P™(y, B).

6.1. Constantes de régularité

Les constantes de régularité sont définies ainsi : soietty, deux mesures de
probabilité surX. La constante de régularité du noyau de transifidp) est la plus
petite constanté’ telle que pour tout: € X, tout sous-ensemble mesuralele X,
touta € A, p(z,a,B) < Cu(B). Sile noyau de probabilit®(z, a, B) admet une
densité par rapport a la mesyrealors la constant€'() est la borne supérieure de
cette densité. Ce cas est illustré dans I'exemple numécigdessous.

Les constantes de régularité de la distribution actuatiededtats futur€’; (v, 1)
etCs (v, p) sont définies similairement a partir de [12] et [13].
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6.2. Probléeme de remplacement optimal

Cette simulation numérique illustre les finesses respexties bornes, L1, et
L obtenues lors de I'application d’'un algorithme d’IVA podsoudre un probléeme
de contréle optimal en domaine continu, extrait de (Rus26}9

Une variable monodimensionnellg € [0, z,,.x] mesure I'utilisation accumulée
d’un certain produit (par exemple le compteur kilométrigiune voiture)x; = 0 dé-
signe un produit tout neuf. A chaque instant dis¢rdty a deux décisions possibles :
soit conserverdq, = K), soit remplacerd; = R) le produit, auquel cas, un co(t sup-
plémentaire”; 1. (de vente du produit courant suivi du rachat d’'un nouveam)bie
est percu. Les transitions suivent une loi exponentiellgatameétres avec une queue
tronquée : si I'état suivanj est plus grand qu’une valeur maximale fixég., (par
exemple un état critique d’'usure de la voiture) alors un ebétat estimmédiatement
tiré et une pénalit€y.qq > Creplace €St recue. Les densités de transition sont donc
définies ainsi : en notagtx) := Be= 77 /(1 — e~ Pomax),

_ _ q(y)  siy € [0, Tmax]
pl@a=Ry) = { 0 sinon
Q(y_x) Si ) S [(Eaxmax]
p(r,a=K,y) = q(y —x+ Tmax) Siye€0,2)
0 sinon

Le coltimmédiat (opposé d’une récompenge) estla somme d’'une fonction mono-
tone lentement croissante (qui correspond par exemple éodés de maintenance) et
d’'une fonction codt discontinue ponctuelied.les colts de révision ou d’assurance).

Le co(it immédiat et la fonction valeur (calculée a I'aiderdéuliscrétisation fine
du domaine) sont représentés sur la figure 2.

Les valeurs numeériques sofit= 0.6, 8 = 0.6, Crepiace = 50, Ceaq = 70, €t
Tmax = 10. Nous considérons une distribution uniformasur le domaing0, ).
Nous choisissong points (avecK = 200 ou 2000) uniformément répartis sur le
domaine{zy, := krmax/K }o<k<x €t réalisons, a chaque itération, un probléme de
régression quadratique :

K

1 2
Vi1 = argmin 7= Z[f(fck) = TVn(z)]",

ou F est I'espace engendré par une famille de cosinus (A&¥ee 20 ou M = 40
fonctions de base) :

T

M
F = {f(x) = mZ:l Quy cos(mm

Tmax }QGIRM ’

Nous commengons avec une fonction valeur initigje= 0. La figure 3 repreé-
sente la premiere itération (pour la grillesa = 200 points) : les valeurs itérées par
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70 =
—— Value function
- --- Cost function

- Accumulated utilization
0 10

Figure 2. Fonctions co(t et valeur

Figure 3. TV, (les croix),V; et Vaq

I'opérateur de Bellmar? V, (indiquées par les croix), la régression correspondante
V1 (meilleure approximation d& 'V, dans I'espacer). La fonction valeur approchée
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aprés20 itérations (lorsque I'on n’observe plus d’amélioratiogrsficative) est aussi
représentée.

La constante de régularité(.) est définie par la valeur maximale de la densité
de transition (puisque est uniforme), ainsi C(u) = ¢(0)Zmax = BTmax/(1 —
_meax) ~ 6
e ~ 0.

llenlloe | CllEnll | VC()llenll2
K =200, M =20 | 124 0.367 1.16
K =2000, M =40 | 124 0.0552 0.897

Tableau 1.Comparaison des parties droites des bornes en nadtmelL; et Lo

Le tableau 1 donne les valeurs des parties droites (en eégliga constante
2v/(1—~)? qui est commune a toutes les bornes) des équations [3] gyplup = 1
et2, leur partie gauche étant la méme puisqu’elles utiliseméane normd. .. Nous
remarquons que les valeurs obtenues pour les bdrnes L, [14] sont plus petites
que celles er., [3]. De plus, nous observons que les erreurs d’approximdtioet
L, tendent ver$ lorsquekK, le nombre d’échantillons, ét/, le nombre de fonctions
de base, tendent vers I'infini, alors que ce n’est pas le caslpdornel ... La rai-
son est que puisque la fonction co(t est discontinue, Ledi&approximation. ., (en
utilisant un espacé de fonctions continues, comme cela est le cas avec les sosinu
utilisés ici) ne pourra jamais étre inférieure a la moitidadglus grande discontinuité,
méme pour des grandes valeursideet M. Cet exemple illustre le fait que la borne
L, [14] peut étre arbitrairement plus fine que la boine [3].

7. Conclusion

Le théoreme 1 fournit un outil intéressant pour majorer Erqggmances de 'algo-
rithme d’IVA en fonction de la normé,, des erreurs d’approximation, donc en termes
de la richesse d’approximation de l'algorithme d’appresdge supervisé (lorsque
celui-ci réalise un probléme de minimisation en notfpe comme cela est le cas gé-
néralement). Le fait de pouvoir analyser la performancéadigdrithme d’IVA en uti-
lisant la méme norme que celle utilisée par I'opérateur geession garantit la finesse
et I'utilité applicative de ces majorations. Mentionnomsttde méme que pour que ces
bornes soient utiles, il convient de savoir estimer une ra#ign sur les constantes de
régularitéC(p), C1(v, ) et Ca(v, 1), ce qui peut s'avérer difficile dans certains cas.
Nous avons illustré le cas de petites valeursdév, ) et Ca(v, u) pour le PDM
chainon, et de petite valeur d& ) pour le probléme de remplacement optimal.

Des extensions immédiates sont I'utilisation d’autrefmms pertd, telles que la
pertec-insensiblgutilisée dans les SVM) ou lgerte de Hube(utilisée pour la régres-
sion robuste) (Vapnik, 1998) ainsi que I'application de e&sultats a des problémes
de jeux markoviens.
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