Exercice 1

—+oo
1. On considere 'intégrale / log z dz. 11 y a deux problémes; un en z — 07 ot logz —
0

—oo et un en x — 400 ou logx — +00, on coupe donc ces deux singularités :

o) M
/ logzdr = lim log z dx.
0 e—=0T Je
M —+o00

Par intégration par partie, on a pour 0 < e < M < o0

M M M
/ log x dx = / (z) logz dx = [xlogz]*=M — x(logz) dx
€ €

€
M
:MlogM—eloge—/ dx

= MlogM —cloge — (M — ¢),

1
oll on a utilisé que (logz)’ = — dans la deuxiéme ligne. En faisant € — 07, on a eloge — 0
T

par puissance comparée, et donc
M
/ logz dx = M log M — M,
0
ce qui implique donc en faisant M — 400

/ log xdx = +o0.
0

L’intégrale converge en 0, mais diverge en +oo, donc I'intégrale sur (0, +o0) diverge.

(b) zlogx — x

(a) logx

Remarque : On a déterminé une primitive du logarithme : (zlogz — x)/ =logzx.



1
2. On considere l'intégrale /
0

.Il'y a deux problémes; unenz — 0t et unenz — 1~
xlogx

car dans chaque cas zlogxz — 0~ (par croissance comparée en 0) et donc ] — —00,
xzlogx

on coupe donc ces singularités :

/1 dx . “ do
= lim .
o rlogx csot ). zlogz

a—1"

d
On reconnait @ _ (log x)'dx, de plus logx apparait dans I'intégrande, poser le change-

ment de variable y = log x simplifiera donc I'intégrale : pour 0 < ¢ < a <1 on a

/04 dr /loga dy
€ .’ElOg.’I}i loge Y .

Etant donné que € € (0,1) et a € (0,1), on a donc que log(g) < 0 et loga < 0, on utilise

1
alors que (log(—x))’ = = pour x < 0! :
T

¢ dx os e
/ zlogx - [log(’y)ﬁ:ioie = log(—log ) — log(—loge).

On a que log(—loga) — —oo lorsque o — 17 ainsi que log(—loge) — +oo lorsque
e — 07, donc l'intégrale sur [e,a] diverge vers —oo lorsque ¢ — 07 ou @ — 17. On
conclut que l'intégrale sur (0,1) diverge.
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(a) (b) log(~ log 2)
zlogz
too dx 1
3. On considere l'intégrale / .1l y a deux problémes; un en x — 17 onl
1 zlogz zlogx

1. ou plus généralement, que (log |z|)’ = i pour z # 0.



dx
zlogx

1
+o00 et un en £ — co. Les mémes calculs? que pour / montrent que
0

/M dr | og(log M) — log(log o)
5 xlogx_Og og og(log ).

L’intégrale sur [a, M| diverge lorsque o — 1 ou M — oo, donc lintégrale sur (1,4o00)
diverge.

1
zlogx

(a)

(b) log(log x)

/1 dr bl 1ol
—_— a un propleme en xr ou ———
0o V1—zx2 Y P 1—22

on coupe donc cette singularité :

4. On considere l'intégrale

/1 dr lim /(’ dx
0o V1I—22 as1-Jo V1-—22

On utilise le fait que (—arccosz)’ = tpour 0 <a<1

1
V1—a?
“ dx 71'
/0 v = arccos(0) — arccos o = 5 —arccosa.
En faisant o — 17, on obtient

/ b de _T _gT
0o V1—z22 2 2’
L’intégrale sur (0, 1) est donc convergente.
1
5. On considére l'intégrale de. Il y a un probléme en x — 17, ol —%53 — +00
o (1—x)2 (1-2)
on coupe donc cette singularité :

1 «a
X X
T de= 1 T
/0 Q-2 700, G—02™

2. sauf qu’ici loga > 0 et log M > 0, donc on utilise cette fois-ci (logz)’ = % pour x >0
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(b) arccos(z)

V1—zx?

Afin de simplifier la fraction, on écrit

x _r—1+1 1 n 1
1-22 (1-22 1-z (1-2)?2
i t d’inté hant que (log(1—z))’ “ o (2D / !
Ce qul nous perme mtegrer, sacnan ue (10, — T = € =
q p grer, q g T2 T2 e

/O“ ﬁdw = [log(1 — 2)]*=2 + [ 1 ]z_a

1—=x =0
1

—

zlog(l—a)—log1+1—1
1

1—a’

=1+log(l —a)—

Lorsque @ — 17, on a une forme indéterminée :

1 a—1"

1+log(1—a)—1_a —— « — 00 + co».

Cependant, «les polynémes sont plus faibles que les logarithmes» (théoréme des crois-
sances comparées), on peut donc s’attendre a ce que ﬁ I’emporte. Pour lever cette
indétermination, on peut par exemple mettre au méme dénominateur :

1 (1-a)log(l—a)—1

log(l — o) — =
og( @) 11—« 11—«

et, en effet, lorsque @« — 17, on a que (1 — a)log(l — a) — 0, et donc

1 a1
log(l — a) — ool

—00.
l—«
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6. On considere l'intégrale ——— . 1l y a deux problémes; un en z — 0% ou

o Vr(l+z)

L — +00 et un en x — 400, on coupe donc ces singularités :

£/ z(1+x)
oo dx

M
dzx

—— = lim / —_—

o VAEE g S VAT

d
On reconnait 7{ = 2(y/z) dx, on effectue alors le changement de variable y = \/z : pour
x
0<e<M<o
VI gy

M dx
" 9 ——
/5 Vr(l+z) ve V1492

ce qui permet de se débarrasser de la singularité en 0, et permet de faire ¢ — 07, d’oll
o Vz(l+z) o V1+y?
1
On peut alors soit reconnaitre la dérivée (arcsinh(y))’ = \/ﬁ pour déduire
+y
/M dz 9 'h(\/M) 2arcsinh(0) = 2 '1[1(\/1\4)A“ﬂ>4r
————— = 2arcsin — 2arcsin = 2arcsin 00
o vz(l+z)

1
soit comparer a la fonction x — — qui n’est pas intégrable en +oc : sachant que
x

Vy>1, V1+y2<Vy2+y2 =2y,



on peut comparer comme suit, 3.

M da VM dy
by [
/0 Vao(l+z) 1 1+ y?
M
L2 [t
\/5 o Y

2 1 M—+o0
=—1lo M)=—logM ———— +4o00.
NG g(VM) 75108

On conclut dans les deux cas que U'intégrale sur (0, +00) est divergente.

5 -
4 4l
3 i
9 | 2
1 4
5 10 15
2 4 6 8 10
1 (b) arcsinh(z)
(a) ——=
z(1+x)
o arctan x
7. On considere I'intégrale / Hizdx. Il y a un probleme en & — +o00, on coupe donc
1 x

cette singularité :

0 arctan x . M arctan z
1 1+z M—+oo 1 14w
x
On reconnait T3 22 = (arctanz)'dr et arctanz apparait dans l'intégrande, poser le
x

3. La premiere inégalité vient du fait que > 0, ainsi par la relation de

1
dy
1
—=—— > 0 et donc —_—
1+y? /0 V1+y?

Chasles

VM 1 VM VM
/ dy _/ dy +/ dy >/ dy
o \/1+y? o V1+y2 Vity?r S 142

20



changement de variable y = arctan x simplifiera donc 'intégrale : pour 1 < M < oo on a

M arctan M arctan M
arctan x
/ — dm:/ ydy:/ ydy
1 l+a arctan 1 w/4

_ |:y2:| arctan M
2 y=mn/4
1 1 2 1 2
= i(arctan M)? — 5 (%) = i(arctan M)? — §—2
On peut alors faire M — 400 :
+oo 2 2
t 1 1 2 3
/ e I —(arctan M)?* — T -z (E) 2R
1 1422 M—+o0 2 32 2\2 32 32
L’intégrale sur (1,4+00) est donc convergente.
Remarque : Une autre approche, plus simple et directe, serait de reconnaitre
2 arct
(arctan(x)2)/ = 2arctan’(z) arctan(z) = %;12@)
0.4+ 9 .
0:3 1
1 4
0.2
0.1 1 —10 -5 5
T 1 T
2 4 6 8 10 12 14
0.1t ol
arctan(z)
(a) W (b) arctan(:r)

+o0 1
8. On consideére 'intégrale / arctan () dz. Il n’y a pas de probléme en z — 0% car
0 X

arctan ( 1) — 5, mais il y en a un en x — +00, on coupe donc cette singularité :

z
“+o0o 1 M 1
/ arctan <> dr = lim arctan () dx.
0 X M—+o00 0 x

1 1
On va comparer arctan () avec — dont I'intégrale est divergente en +oo. Plus précisé-
x x

ment, on utilise 'inégalité

1 1
Vx > 1, arctan (> > —
T 2x



ce qui découle de

Ve>1, 0< =<1 et V0<y<1, arctan(y) =

S e
h
<
—
&
-
[V
\v2
o\;
<
o | S
1V
N

Ainsi on a la comparaison

Heo 1 Hoo 1 oo dx
arctan [ — | dx > arctan [ — | dx > — = +o00,
0 €T 1 €z 1 T

1
ou on a utilisé le fait que arctan () > 0 pour tout = > 0 dans la premiere inégalité.
x

L’intégrale sur (0, +00) est donc divergente.

1.5

0.5

2 4 6 8 10
1

FIGURE 8 — arctan ()
T

Remarque : On aurait aussi pu utiliser le développement limité arctan(y) = y + o (y) en

y — 0, car si 0 < y < ¢ avec ¢ suffisamment petit pour que |o(y)| < %’ alors on aurait
encore
V0 <y<e, arctan(y)=y+o(y)>y— % - %

—+o0
. On consideére l'intégrale / e *dz. Il y a un probléme en  — +00, on coupe donc cette
0
singularité puis on integre :
+o0 M
/ e ¥dxr = lim e Tdx
0

M —+oc0 0

= lim [fefm]x:M: lim 1-e

M—+oo =0 M—+oo

L’intégrale sur (1,4+00) est donc convergente.



10. On consideére U'intégrale

11.

0.5

FIGURE9 —e™*

oo o~z e~ VT
dz. 1l y a deux problémes; un en x — 07 ol
0oV . o
+00, et un en x — 400, on coupe donc ces singularités :

T e [
—F—axr = 1m —FQaX.
/O \/E e—07t /5 \/E

M —+o00

%

d
On reconnait 7&3 = 2(v/z)'dz, de plus \/x apparait dans I'intégrande, poser le changement
x

de variables y = /2 simplifiera donc I'intégrale : pour 0 < e < M < o0
Mz vM n
/ € = 2/ e Ydy 20 o
0 \/E NG M —+o00

ol on a conclu comme pour 'intégrale no. 9. L’intégrale sur (0, +00) est donc convergente.

b dx
On considére 'intégrale / —_—
S )y U+a)vz

— 400, et un lorsque * — 400, on coupe donc ces singularités :

. Il y a deux problémes; un lorsque z — 0% car

1
(1+z)ve

/oo dx i /M dx
_— = 1m - =.
o (I+a)Vz Mot/ (1+2)Vz

e—07T
On pourrait utiliser le changement de variable y = \/z comme pour les intégrales no. 6 et
10, mais on peut aussi directement remarquer que
1

Vo >0, (arctan \/5)/ L arctan’ (Vz) = 2l 1)

2V

et donc pour 0 < e < M < o0

M
dx =M M—4oo
————— — 2 |arctan X E—
/5 Arayve  2lrctan(Val,_ ——=

L’intégrale sur (0, +00) est donc convergente.
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FIGURE 10 —
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FIGURE 11 —
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x
12. On considere I'intégrale / ﬁdx. Il y a un probléme en x — +o00, on coupe donc
0 X

cette singularité :

“+oo M T
/ ———dr = lim —dx.
o 1+t M—+oo Jo 14zt
2

I
x
On reconnait xdx = 2) dx et x? apparait dans l'intégrande (sous la forme (22)?),

2

poser le changement de variable y = z* simplifiera donc I'intégrale : pour 0 < M < co on

10



effectue le changement de variable puis on integre :

M M?
x 1 dy 1 y=M?
—dr = — == t Y
/0 154 T QA 1+ 42 2[arc any]y 0 >

et donc en faisant M — +oo

tooo g 1
/ —dxr = lim - arctan (MQ) =.
o 1+a* M-S 4o0 2

L’intégrale sur (0, +00) est donc convergente.

0.6
0.4t

0.2 1

1 2 3 4 5

xr
FIGURE 12 —
1424

Exercice 2

1. Soit A = a+ ib avec a,b € R, on a

+00 M
eMdr = lim M.
0 M —+o00 0

Si A est réel, c’est-a-dire b = 0 et donc A = a, alors on montre facilement * que

+oo N +oo 400, sia>0,
/ edr = / e*dx = 1 )
0 0 ——, sia<0.
a

Si X\ n’est pas réel, c’est-a-dire si b # 0 et en particulier A # 0, alors on peut intégrer :

M - 1 Iz:M 1
/0 e dx:X[e/\ ]1:0 :X(e)‘Mfl).

4. En utilisant (e®)’ = ae®, voir 'intégrale no. 9 de ’Exercice 1

11



; M—+
Lorsque a < 0, on a que |e’\M’ = |eaMe’bM‘ <etM T () et donc

+oo 1
/ NMdr = — =,
0 A

ce que ’on réécrit en multipliant en haut et en bas par le complexe conjugué A = a — b :

/+°°emdx__ a—ib  —a+ib
o - a2+b2_a2+b2'

Lorsque a > 0, on passe a la forme trigonométrique afin de se reposer sur nos connaissances
du sinus et cosinus :

L (1) = ©Z (cos(b) + isin(bAM)) —

— (e —=1) = — (cos isin - —.

A A A

Cette fois, le terme e*™ ne vas pas faire disparaitre le terme ® €™ = cos(bM) +isin(bM)
car il ne tend plus vers 0. Pour montrer que 'intégrale diverge, il est suffisant de trouver
une suite (M), vérifiant M, 272 40 pour laquelle la limite suivante diverge :

My
lim e Mdg.
n—oo
0
On choisit ¢ la suite M,, = T| de sorte a faire disparaitre le sinus tout en conservant le

cosinus qui vaut alternativement 1 (pour n pair) et —1 (pour n impair) :
sin(bM,,) = sin(signe(b)nm) = 0, cos(bM,,) = cos(signe(b)nm) = (—1)",
ce qui donne alors

A A

et donc l'intégrale est bien divergente car cette suite diverge lorsque n — +oo.

/+oo A gy — {diverge sia >0,
0

M, anm /|b| 1
/ e My = (—1)"67 - =
0

En conclusion,

1 .
-X sia <0,

et plus précisément
+oo
/ e Mdr =400, sia>b=0.
0

“+oo

2. D’une part, lorsque a < 0, I'intégrale / elati)e gy converge, on peut donc écrire
0

+oo +oo ) +oo ) a
/0 e cos(bx)dx = /0 R (e(““b)“”) de =R (/0 e(““b)gﬂdx) = o

5. et ce sont principalement les oscillations de e**™ lorsque M — 400 qui empéche la convergence, tout
particulierement lorsque a = 0.

T pour avoir sin(bMy) = (—1)" et cos(bMy) =0

6. On pourrait aussi choisir M, = —
2b b

12



ainsi que

—+o00 —+o00 ) “+o0 ) b
/ e* sin(bx)dx = / S (e(‘”"b)”’) de =S / elatiTgy ) = ——
0 0 0 a? +b?

ou on a utilisé les résultats de la question précédente. D’autre part, lorsque a > 0, on peut
montrer comme dans la question précédente” que

+oo M '
/ e cos(br)dr = lim R (/ e(a—i—lb)zdx)
0 M —+o00 0

ainsi que

+o00o M A
/ 00T COS(bl’)df = lim $ / e(aJrlb)xdx
0 M ——+o0 0

sont des intégrales divergentes.

(a) e/ cos(mz) (b) €*/® sin(nz)

FIGURE 13 -Casa>0et b#0

Exercice 3

1. On consideére I'intégrale

“+oo 1 M 1
I = 08(%) 1 = tim 08() ..
1 1422 M—oo f; 1422

Pour prouver qu’elle est convergente, nous allons considérer 'intégrale tronquée comme
une fonction de M € (0, +00) croissante et majorée, et donc convergente :

M
log(x
VM >0, f(M):= / 8( Zdz.
1 1+
7. En prenant M, = % pour la premiére intégrale, et M,, = 2117 + T—;IT pour la seconde.

13



(a) e~ */® cos(mx) (b) e /% sin(mz)

FIGURE 14 —Casa <0et b#0

D’une part, f est bien une fonction croissante car 'intégrande est positif : par Chasles

M+a M M+a
log(x) log(x) / log(x)
VM,a >0, f(M+a) /1 1+x2dw /1 1+x2dm+ 1+x2dx_f(M)

f(M) >0

D’autre part, cette fonction est majorée : pour le montrer, nous allons comparer I'inté-
grande & quelque chose que l’on sait intégrer facilement. Il existe une constante® C' > 0
telle que

Ve > 1, log(z) < Ca'/?,

et comme 1 + 22 > 22 pour tout réel z, on a donc

M M _1/
f(M):/1 log(z)dxgcfl 22

1+ 22 2

ce qui permet de calculer une borne supérieure pour f(M) :

f(M) < C/M e 712y = 2C {x_l/ﬂ = =2C <1 — 1) < 2C.
A z=1 VM)~

Comme f est une fonction croissante et majorée, elle est convergente en +o0, et donc Iy
est une intégrale convergente.

2. On consideére a présent l'intégrale

1 1
I, = / log() dr = lim / log(x) dx
0 €

14227 S0+ 1422

8. Ceci est une conséquence des croissances des comparées ; la fonction  +— z=1/2 log(z) est une continue sur
[0,+00) et tend vers 0 en oo (par croissances comparées), et est donc bornée pour tout = > 1.

Une autre fagon de le vérifier serait de définir C' comme le maximum de z—1/2 log(z) que l'on peut calculer
en vérifiant que sa dérivée est positive sur [1, 62] et négative sur [62, +oo), donc C = 2/e.

14



1
On veut relier I et Iy a l'aide d’un changement de variables. On pose y = —, ce qui donne
T

togr) * e (3) (1
/5 1Oii2dx B /1/s 14 (;)2 (_y2> dy

ce qui, en utilisant que log (%) = —log(y), se simplifie comme
1 1/e
1 1
/ og(xldx _ _/ Og(yg dy
c 1+ 1 1+y
Ainsi, en faisant ¢ — 07, on obtient finalement I; = —1I>.

°° log(x
3. On a montré dans la premiere question que l'intégrale I = / g )dx convergeait

2
0 1+
en 0, et dans la deuxiéme question qu’elle convergeait en 400, ainsi I converge et vaut

I=L+1,=0.
4. On considere 'intégrale suivante :

“+o0 “+oo
/ log(x) 4 1 log(x) .
0

2 PR ) 2
a“ +x a z
o 1+(3)
Cette réécriture est tres proche de l'expression de I, mais avec x remplacé par —, on
a

x
effectue donc le changement de variables y = — :
a

/+oo lsg(x)z dp — 1/+oo log(ay) dy
0 a*+x a /o 1492
_ 1/+°° log(y) , _ log(a) /+°° dy
alty 1+y2 a Jo 1+y*
I

1

Ayant déterminé que I = 0 a la question précédente, et sachant que arctan’(y) = T3 .2
Y

on en déduit

teo 1 1
/ ;)g(x)z dr = lim og(a) (arctan(M) — arctan(0)) = Lg(a).
0 a‘ +x M—+o00 @ 2a

THEOREME (Décomposition en éléments simples) Soit F' une fraction rationnelle réelle :

P(z)

F(z) = 7
() (x —x1)™ .. (2 — 2p)™ (0122 + Bra +71)"" .. (apw? + Boz + v0)™

que l'on suppose simplifiée, c’est-d-dire

1. le numérateur est de degré inférieur :

deg(P) <my+- -+ mg+2n; + -+ 2ny,

15
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FIGURE 15 — log(z)
1+ 22

2. les racines réelles x; sont distinctes : x; # xj,
3. les trinomes p; n'ont pas de racines réelles : 632 — 4oy < 0.

La fraction rationnelle F' se décompose en éléments simples comme suit :
F(z)=Gi(z)+ -+ Gp(z) + Hi(x) + - - + He(x)
ot les éléments simples associés aux racines réelles s’écrivent

()= Yt Yamy
Gj(z) = P +oF @ — ;)7

Aj,m;

) j:17"'7k7

et ceux associés auz racines complezes (c’est-a-dire auz trindmes ajx* + B;x + ;) s écrivent

bj1z +dja +- bjn; @ + djom,

H(zx) = —2—-—2— R ;o
5®) a;z? + Bz +7; (aja? + Bjx + ;)"

j=1,...,0

Exercice 4 Chaque intégrale a un intégrande positif continu sur [0, 4+00) et d’ordre O (x_2)

+oo d
o4z . X
1orsque xr — +00, donc chaque mtegrale est Convergente par comparalson avec / -3 < +00.
1 X

Foo dx
1. On considere . On décompose 'intégrande en éléments simples :
/0 (z+1)(z +2)(z +3) P & P

1 a b c

(x+1)(z+2)(x+3) _x—|—1+:c—|—2+x—|—3'

En multipliant par z + 1 (resp.  + 2 ou z + 3), puis en évaluant en x = —1 (resp. © = —2
ou z = —3), on obtient immédiatement
1 1
a=_, b=-1, c=—,
2 2



autrement dit
1 1 1 1

Gt )@+2)(@+3) 2@+l z+2 2@+3)

On peut ainsi intégrer pour = € [0, M] :

M
dx 1 1
= = (log(M + 1) — log(1))—(log(M + 2) — log(2))+= (log(M 1
A CESCEDErE) 5 (log(M +1) —log(1))—(log(M +2) — log(2))+ (log(M + 3) + log(3))
ce qui donne apres réarrangement des termes
/M d — 10g(2) + = log(3) + = (log(M + 1) — 2log(M +2) + log(M + 3)
O ) [ [ R I & &

=log(2) +

log(3) (M +1)(M+3)
Tl ( (M +2)? )

ol on a utilisé les relations log(a3) = log(a) +log(5) ainsi que log(a/3) = log(a) —log(5)
et log (a2) = 2log(«) pour regrouper les termes logarithmes. En faisant M — 400, on
obtient ainsi

M dx M—s+00 log(3) B log(3)
/0 I log(2) + — 1 log(1) = log(2) + 5
En conclusion, on a
oo dx B log(3)
/0 (x+1)(xz+2)(x+3) = log(2) + 2

Foo dx
. On considere l'intégrale / EES| . On décompose I'intégrande en éléments
0 x

)?(z +2)

1 a b c

(x+1)2(x +2) T o+l + (x+1)2 + x+2
En multipliant par 2 +1 (resp. (z+1)? ou x +2) puis en faisant 2 — oo (resp. en évaluant
enz=—1louz=-2),ona

simples :

a+c=0, b=1, c=1.

d’ou a = —1 et donc

1 1 1 1
@t 2@ +2) o+l @rlf zi2

En intégrant pour z € [0, M]

/M O — —llog(e+ DY + : xZMHl (@+2)52"
o @r2@ra) LS Mo T ToT ] TR T Dl
1
=1—1og(2) —log(M + 1) — M1 +log(M +2)
M+ 2 1 M —+o00
= 1—1log(2) +1 - 1 —log(2).
os) +108 (3753 ) = 3751 0x(2)

En conclusion, on a
teo dx
——— =1 — log(2).
/0 (@+1)%(z +2) 8(2)
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Foo dx
3. On considere I'intégrale / ( . On décompose l'intégrande en éléments
0

22 4+ 1)(22 +2)
simples :
1 ar+b cx+d

(2 +1)(22+2) 22+1 2242
En multipliant par 22 4+ 1 puis en faisant = £% on obtient
l=ai+b=—ai+0
d’oll en sommant ou soustrayant les deux équations ?
b=1, et a=0.
En multipliant par 22 + 2 puis en faisant © = +iv/2
~1=ciV2+d=—civV2+d
d’oli en sommant ou soustrayant les deux équations
d= -1, et c=0.
On a donc la décomposition suivante :

1 1 1

(22 +1)(22+2) 22+1 a2+2

que 'on integre comme

/+°° dx _ /*00 dx /+°° 1

o (@2+D(@24+2)  J, 22+1  J, x2+2

Le premier terme est facile & traiter car il s’agit de I'intégrale de arctan’(z), le second le
sera également apres le changement de variable = /2y :

/+°° d _ /+°° de V2 /+°° dy
o (@+1)@2+2)  Jy 22+1 2 )y yr+1

C2—V2 [T dg (2—V2)7
=22 /0 ,

x2+1 4

e dx

o 0z +bx + ¢
c’est-a-dire que le dénominateur est sans racine réelle. Notons que cette intégrale est absolument
convergente car l'intégrande est continu sur R (car le dénominateur ne s’annule pas) et est
d’ordre O (a:*Q) lorsque z — 4o0. Calculons a présent la valeur de cette intégrale, et pour cela
on écrit le dénominateur sous forme canonique :

2
A
<x+b) —], A =b?-4ac<0,

9. Ou bien en prenant leurs parties réelles puis imaginaires.

Exercice 4bis On considere l'intégrale / ola#0etA=0b>—4ac <0,

ar’+br+c=a
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. PSS A : _ b
ce qui permet de réécrire l'intégrale grace au changement de variable y = x — 5~ comme
/ > dx 1 / Feo dx 1 / T dy
T2 bt o T N2 A o A
@i HbT e A ) (24 ) =gl OV VP dar

>

On pose enfin y = z pour se ramener & l'intégrale de arctan’(z) :

/°° dx /+°° 27
az® +bx tc A 241 V=A"
Exercice 5

1. On considere 'intégrale / ———dz. L’intégrande est continu sur [0,1), le seul pro-

N
e*

bleme est en x — 1~ ou Wipre — 4-00. Pour étudier cette singularité, on cherche un
—x

équivalent du dénominateur autour de x =1 :

1—2'=1-(1+4z-1)+0(z-1)?%))=41-2)+ 0 ((1 - 2)?)

d’ou ’équivalent en z — 1~

x x

€ € €

Vi—at 2/I-a/110(0-2) 2/I-z

ZL’

\/1—1‘4

Etant donné que est intégrable en x — 17, par comparaison /

1—

8

converge.

1
dx
2. On considere 'intégrale / - ( L’intégrande est continu sur [0, 1), la seule
o sin

\/1—%4).

singularité est en x — 17, or d’aprées la question précédente on I’équivalent suivant pour

le dénominateur :
Sin(\/l—:r4) ~y1—a2t~2v1—2

ol on a utilisé I’équivalent sin(y) ~ y lorsque y — 0 pour la premiére équivalence. Comme
pour la question précédente, on conclut que l'intégrale est convergente.

dx
e® — cos(x)
gularité est en x — 07, on lui cherche donc un équivalent pour déterminer si elle est
intégrable ou non. Un développement limité en z — 0 nous donne

e’ —cos(z) =1+2+0(2%) — (140 (2%)) =2+ 0 (2°) ~a.

1
3. On considere l'intégrale / . D’intégrande est continu sur (0, 1], la seule sin-
0

1
La singularité — n’est pas intégrable en x — 0, donc l'intégrale diverge par comparaison.
x

+oo
4. On considere l'intégrale e~ du. L’intégrande est continu et positif sur [0, +00), donc

0
il suffit de le controler par une fonction positive intégrable pour montrer qu’elle converge,
au moins pour z suffisamment grand. On a, par exemple, pour z > 1
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oll on a utilisé les croissances comparées pour la premiére majoration (ott C' > 0), et 2% > z
pour la seconde. Ces deux fonctions contrdlant e
I’intégrale converge.

sont intégrables sur [1,+00), donc

1
5. On considere 'intégrale / dz. L’intégrande est continu sur (0,1], donc il suffit
0

e’ —

/T

d’étudier la seule singularité qui est en z — 0. La singularité — est intégrable en x — 0,
x

cependant le facteur x présent au dénominateur pourrait potentiellement rendre cette
singularité non-intégrable. Ce n’est pas le cas grace au numérateur e* — 1 qui compense
ce x au numérateur ; en effet, on reconnait un taux d’accroissement :

exp(z) —1 250

!
. exp’(0) = 1.
eCC
On en déduit —— lorsque x — 0, la singularité est donc bien intégrable, et
I'intégrale converge
+oeo dx

6. On considere l'intégrale L’intégrande est continu et positif sur [0, +00),

V1 + a2

0
il suffit donc de le contrdler par une quantité intégrable pour conclure & la convergence
de l'intégrale. Sachant que

Ve >1, zv14 a2 > Va2 =22,

1 1
on a donc ———= < — pour tout = > 1, l'intégrale est ainsi convergente par compa-
zV1+22 ~ 22

raison.

Exercice 6

e T sin (5) \ \
1. On considere l'intégrale / ———2 2~ _dx. Il y a deux problémes; un en z — 0% ou
0

log(1+ v/z)

1
oscille entre —1 et 1 tandis que ———  — 400, et

log(1 + /x)

'intégrande diverge car sin { —
x

un autre lorsque x — —+o00.

(a) Pour traiter le premier probléme, on considére l'intégrale sur [0, 1] et on remarque que

log(1 + v/z) ~ \/z, ainsi

L sin (%) SlIl 1 )
— %~ _dxr converge < ——=2~dx converge.
0

log(1 + /) vz

Or V'intégrale de droite converge absolument car /2 est absolument intégrable sur
(0,1] et |sin| < 1, donc

[ i),
e =} 1 1 converge.
o log(1+ va) &

(b) Pour traiter le second probléme, on remarque que sin (x%) =0 (w%) lorsque & — +00,
et comme log(1 + 1/z) > log(2) pour x > 1, on en déduit que

i 2= ()
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ce qui est intégrable en 400, donc
[T,
——~——dx converge.
1 log(l+/a) i

On conclut que lintégrale converge sur (0, +00).
0 sin(y/x)
0 Ve
+oo L: +oo
/ Mdm = 2/ sin(y)dy,
0 VT 0

et on sait que cette intégrale ne converge pas.

2. On consideére l'intégrale dz. On effectue le changement de variable y = /=

pour réécrire

arctan(z — 1)
(x —1)4/3
du changement de variable y =z — 1 :

+oo
t
/ arc jn(y) dy.
0 y/3

+oo
3. On considére l'intégrale / dx, que 'on commence par réécrire a l'aide
1

L’intégrale a donc deux problémes; un en z — 0T ot l'intégrande donne la forme indé-

terminée %, et un autre lorsque x — +oo. L’intégrande est intégrable en y — 07 par
comparaison :
arctan(y) Y 1

A7 ~ WV = YES cararctan(y) ~ v,

ainsi qu’en y — +o0 car |arctan(z)| < 5 et donc

arctan(y) 0 1
s Y3 )

L’intégrale est donc convergente sur [1,400).

2

cos(z

4. On considere l'intégrale / ( (z) dx. Le seul probléme est en 2 — 17 car I'intégrande
1

x —1)1/3
diverge vers +oo (notons que lorsque 0 < = < 1 < 7/2, on a cos(z) > 0). L’intégrale
converge absolument par comparaison avec | 12 (Iflﬁ < 00, donc 'intégrale converge.

Exercice 6bis On considere I'intégrale suivante :

e 1
/ Wsin (1.2> dl‘, o€ (_3, 1)
0

1
Il y a deux problémes; un en x — 0% ou l'intégrande diverge car sin <2) oscille entre —1 et
x

— 400, et un autre lorsque x — 400. Le second est traité comme dans la

1 tandis que o

question 1 de V’exercice 6 car I'intégrande est O (x*(aJr?’)*l) avec a + 3 > 0 lorsque * — +00,
on se concentre alors sur le premier. Pour déterminer la convergence de cette intégrale sur [0, 1],

21



on utilise la technique d’Abel : c’est-a-dire qu’on réécrit 'intégrande comme le produit d’une
dérivée et de quelque chose d’intégrable :

1 1
1 1 1 . 2 1
/ —5 sin <2> dr = 7/ 3 (2+a) (3 sin <2>) dx
o xitae x 2 Jo x x

e 1\
== / 27 cos [ —= dx,
2 Jo x?
ce qui donne par intégration par partie

1 1
1 . /1 -« _ 1 cos(1)
A W Sin (I2> dw = — 2 /O s o COS (m2) de‘ + 2 .

L’intégrale du membre de droite converge absolument car aw < 1 et |cos| < 1, ce qui permet de

conclure que
/1 LYy,
——sin | — | do converge.
0 x2+a JZ‘Q g

1. On considere I'intégrale /
1 T

Exercice 7

gente :

+oo 1
dr < / —dx < 0.
1ze

Lorsque 0 < a < 1, 'intégrale n’est pas absolument convergente :

+00 | o3 400 | o3
/ sin(x) de/ sin(x) i
1 ¢ ™ x®
+oo a(k+1)w Sin(it)
=S [

k=1
(k+1)m

= 1 101
S N in(z)lde = — S —
= Z ((k+ 1)7m)° /kw | sin(z)|dz na Z La
k=1 k=2
ot 'on a utilisé le fait que |sin(z + k)| = sin(x) pour tout 0 < z < 7 et donc

1 (k+1)m 1 T 1
— | sin(z)|dx = —a/ sin(x)dr = —.
™ Jo

a a
™ ko ™

Cette somme est divergente car on peut la comparer a / — =+o0:
2 X

1 kg e L +oo g
—>/ @ donc —>Z/ —aj:/ £=+OO-
k 2

ka - Ta = a — Pt b e e
sin(z)

—dz n’est pas absolument convergente.
x

—+o00
On conclut que /
1
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Cependant, cette intégrale est tout de méme convergente (donc semi-convergente); en
effet, en utilisant une intégration par partie pour appliquer la technique d’Abel :

+oo sin(x) +oo , 1 +oo 1
—_— = —_ S _— = — —_— — S 1
/1 dx /1 (— cos(x)) —a dx a/l cos(x) g dx — cos(1),

xa

. L1 s A 1 .
ce qui permet de déduire la convergence de l'intégrale grace au terme — 77 abparu suite
x

a l'intégration par parties, ou ’on souligne le fait que I’hypothése sur a garantit 1+a > 1.
Notons que la méme stratégie permet de montrer la convergence de

+oo +oo
/ &mdx = a/ cos(z) dx + sin(1).
1 1

xe xa+1

2

2. On applique le changement de variable y = x*, ce qui donne

—+o0

I
vV sin(z?)dr = 3 / y~Y4sin (y) dy,
1 1

ainsi 'intégrale est semi-convergente.

Exercice 8

1. Voir Exercice 7 question 1.
2. On additionne les relations (Pythagore et formule d’addition du cosinus !°)

2 2

sin(z)? =1 —cos(z)? et sin(z)? = cos(z)? — cos(2z)

pour obtenir

1-— 2
Sin(x)2 = y

De plus, comme 0 < |sin(z)| < 1, on a que 0 < sin(z)? = |sin(z)|? < |sin(x)|.

3. Soit M >0, on a
M M M
/ de > 1/ dx 7/ cos(2x) iz
1 2 1 x 1 2z

_ log(M) 1/2M cos(y) ,
2 Y

sin(x)

T

)

2 2

ou on a effectué le changement de variable y = 2z dans la derniére ligne. La deuxieme
intégrale converge lorsque M — +oo (voir Exercice 7 question 1), on en déduit que

—+o0
/1

sin(x)

dx = +o00.

xT

10. Le cosinus est un connard ; il passe en premier, ne fait pas se rencontrer les cos et sin et nous embéte avec
le signe : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). Contrairement au sinus qui est sympa parce qu’il mélange les
cos et sin et 'ordre n’est pas important : sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b).
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