ISF 2022/23 Feuille 2

Fonctions définie par une intégrale

Exercice 1. Soit F': R — R la fonction définie par
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1. Montrer que F est de classe C2. Calculer F(0) et F’(0).
2. Montrer que F' est strictement décroissante et convexe.

3. Montrer que 'on a
lim F(z)=0et lim F(x)= 4oc.

r—r+00 r—r—00
4. Montrer qu’il existe une seule fonction continue g : R — R telle que g(x) = 172_1
pour tout x # 0.
On considere 1’équation différentielle
y+y" = g(z). (1)

5. Montrer que F' est solution de 1’équation différentielle (1).
6. Montrer que F' est la seule solution de (1) ayant une limite finie quand  — +oo0.

7. Montrer que pour tout z € R on a

F(x) = % cos(x) — In(2)

sin(z) + /OC’? g(t) sin(x — t) dt.

Exercice 2. Soit F': (0,4+00) — R la fonction définie par
/2
F(z) = / In (:):2 cos? t + sin? t) dt.
0

1. Montrer que la fonction F est de la classe C2.
2. Calculer F'(x) pour tout x > 0, x # 1.
3. Calculer F(1). En déduire une expression explicite de F'(z) pour tout z > 0.

Exercice 3. La fonction Gamma

1. Montrer que 'intégrale généralisée f0+°o ts~le~t dt converge si et seulement si s > 0.

On définit la fonction Gamma I" par
“+oo
I':(0,400) = R, I(s):= / t5= et dt.
0

2. Montrer que pour tout s > 0 on a I'(s + 1) = sI'(s). En déduire que I'(n) = (n — 1)!
pour tout entier n > 1.



3. Montrer que la fonction I' est de classe C? et convexe. En déduire que T' atteint son
minimum en un point de 'intervalle (1,2).

4. Montrer que l'on a lim zI'(z) = 1.
z—0

5. Dessiner I'allure du graphe de I'.

Exercice 4. Soit F : [0,400) — R la fonction définie par F(z) = [ <% dt.
1. Montrer que F' est continue.

2. Montrer que F est de classe C? sur [0,400) et que F est solution de I’équation
différentielle y + y” = 1/x.

3. Montrer que F'(z) tend vers 0 lorsque z — +o0.

4. Montrer que F(z) est la seule solution de I’équation différentielle y + y” = 1/ ayant
une limite finie lorsque x — +o0.

5. Montrer que pour tout x > 0 les intégrales généralisées f;oo % dt et f;oo %(t) dt
sont convergentes.

6. Montrer que pour tout z > 0 on a F(z) = eroo sint=z) gy — [Foosin@® gy

x t 0 t+x
7. En déduire [, oo sin ) dt =

Exercice 5. Déterminer ’abscisse de convergence de la transformée de Laplace des fonctions
suivantes :

fi(t) = e* cos(wt) (w € R), fat) = t"e 3t f3(t) = cosh(wt) (w > 0).

Exercice 6. Déterminer la transformée de Laplace pour les fonctions suivantes :

fil@) = Osh( ); fa(z) = 32,

f3(z) = ze fa(z) =342,

f5(x) = ze fo(z) = cos®(x)e",

fr(x) :H(:U—l) H(zx —2), fs(z) = (x — 2)°H(x — 2)
fo(x) = 20 (H(x —2n) — H(zx — (2n+ 1)), fio(z) = (ex €2 cos (%x))

Exercice 7. Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

1 1

B = TGy 2= Fraroy
2546 3s

FS(S):SZiZl’ F4(S):(S—].)(S2—4)'

Exercice 8. On considere la fonction f dont le graphe est donné par




1. Déterminer I'expression de f sur les intervalles [0, 1], [1,2] et [2, 4+00].
2. Montrer que f(z) =th(z) —2(z — 1)H(z — 1) + (x — 2)H (z — 2).

3. En déduire la transformée de Laplace de f.

Exercice 9. Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes en utilisant la
transformée de Laplace :

1. %ﬂtﬂ + 3z = 3H(t) avec x(0) = 2,

9. % + 4% + 3x = 3t avec z(0) =0, 2/(0) =1,

s 5 420 2 = den(t)avor (0) =0, 0) =2,
4. COI;T% + 2%‘ + 2 =44(t) avec z(0) = 0, 2/(0) = 2.

Exercice 10. Trouver une solution pour le systeme des équations différentielles suivantes :

L
dt_y 9
dy

— = 3
at Yy + 3z,

avec z(0) =0 et y(0) = 1.

Exercice 11. Calculer la transformée de Fourier pour la fonction f définie par

142z si —1<ax<0,

flz)=<1—2 si0<z<1,
0 sinon.
Exercice 12. 1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f,(z) = e~%* a > 0.

2. En utilisant la formule de 'inverse en déduire la transformée de Fourier de la fonction
1
g([]ﬁ) = 1422

3. Calculer f * f et la transformée de Fourier de la fonction g2(x).

4. Calculer la transformée de Fourier de la fonction h(x) = (1+j: pES

Exercice 13. Le but de cette exercice est de calculer

+oo —t
f(a:):/o %emdt.

1. Donner une équation différentielle qui est vérifiée par la fonction f(x).
2. En déduire f(x).

Exercice 14. Soient f,g € S(R). Montrer que fg et fxg € S(R).

Exercice 15. (Principe d’incertitude d’Heisenberg)

Soit f € S(R) telle que [ f?(x)da = 1.



1. Montrer que

2. En déduire que

(] evwra) ™ ([ iwre) = |2

3. Quand est-ce que l'on a égalité ?



